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《5 岁 时 与 父亲 合影 (1916 ££) 
与 大 学 同学 张志刚 合影 (1929 年 ) 
与 家 人 合影 。 左 起 : BRR. TH, 


姐 陈 瑶 华 、 妹 陈 玉 华 、 陈 省 身 、 父 陈 宝 
Bi (1950 Sp EET X) 














今 南 开 大 学 理学 士 陈省身 0930442 T XX) 


OM PA FR FRR (FHM) (1930 年 代 初 期 ) 


人 南开 大 学 数学 教授 姜 立 夫 (0930 4 f£) 








人 清华 大 学 算 学 会 会 员 合影 。 前 排 : 左 二 唐 培 经 ， 左 三 赵 访 熊 ， 左 四 郑 之 著 ， 左 五 
杨 武 之 ， 左 六 周 鸿 经 ， 左 七 华罗庚 。 中 排 : AMES, EMH, CARS 
A. d: A— ER (1934 年 ) 


ORF 1934 O 1934 FR RE 




















Ob. 3 (1936 年 前 后 ) 人心 汉 堡 大 学 数学 教授 W. 布 拉 施 克 (1936 年 前 后 ) 


@ 师 友和 送 陈 省 身 离开 汉堡 赴 法 国 巴黎 。 右 起 : WMH. KEA, XT. 
KAS. MESS (1036 年 9 月 摄 于 汉堡 车 站 ) 
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OFFS 1957 年 致 陈省身 函 手 迹 
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OF KASH (1946 年 摄 于 中 类 研究 院 , 上 海 ) 
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SKRAAP (1950 年 代 初 于 芝加哥 ) 





今 全 夫人 与 华罗庚 夫妇 在 北京 合影 (1972 F) 
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第 一 次 访问 新 中 国 ,与 科学 院 的 领导 及 学 者 会 面 。 前 排 左 起 ， 周 培 源 、 陈 瑛 、 吴 有 训 、 
AH, Hed. WHE AEF, TUE. EXE, QURE, FHER: Ed. 
Kb. REK OEM, IEE, EHR, FXR. Se AAA, EEG 
左 四 吴 文俊 ， 左 五 国 方 增 ， 左 六 黄 秀 高 (1978 年 9 月 16 日 ) 


QO 接受 福特 总 统 颁 发 的 美国 1975 年 度 国 家 科学 奖章 。 右 一 美国 国家 科学 基金 会 主任 
H.G. 史 带 夫 ， 右 二 福特 ， 右 四 郑 士 宁 ， 石 五 陈省身 〈1976 4) 
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CO 1974 年 在 日 本 东北 大 学 (仙台) 讲学 期 间 诗作 (1975 年 手迹 ) 


© 1979 年 摄 于 伯克利 
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为 老 朋 友 A. 韦 伊 的 著作 《数论 》 题 词 ( 按 中 国人 的 生肖 ， 韦 伊 属 马 ) 


O 1982 年 伯克利 数学 研究 所 成 立 招待 会 上 (前 左 起 0. 称 尔 、E. 托 马 斯、 
Ld. HORSE. HERE, RRA) r 



























© 1984 Æ 8 月 邓小平 接见 陈省身 
(AR: TEI ARE, RET, WAF MMEA, HER) 























RAR (1984 5 H) 
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© 1985 年 摄 于 伯克利 数学 科 
学 研究 所 


© 1985 年 5 月 荣获 纽约 州立 
KFA RAK REL 


号 ， 与 杨振宁 合影 
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人 在 南开 数学 研究 所 成 立 的 揭幕 仪式 上 (1985 年 
I0H I7 H) 


人 在 中 国 数学 会 50 周 年 年 会 上 。 WAR: XX 
RAPA. AH. ALB. KEG, WE 
4&. DB. RA (1985 #12 H 6 A> E3& 


复 日 大 学 ) 





O 1986 年 为 华东 师 大 《数学 教学 》 









邓小平 接见 陈省身 夫妇 


© 1986 4 11 月， 








人 与 参加 南开 数学 研究 所 “几何 拓扑 年 ”的 部 分 国内 专家 合影 。 前 排 左 起 ， 
Ro, TER, MHA N-R ROH. PER. BHR: TAR, 
mam, HER. RA. WR, SH, BIA (1986 年 11 月 10 B) 


OEE: RRA, Ea. BRE. GRR (1986 年 国际 数学 家 大 会 期 间 报 
于 伯克利 数学 科学 研究 所 前 ) 
































杨振宁 访问 南开 数学 研究 所 。 左 起 : 杨振宁 、 
陈省身 、 母 国光 、 胡 国定 (1986 年 6 月 ) 








OAR: 陈省身 夫妇 、 墨 尔 加 松 夫妇 、 帕 利 斯 
(1987 年 ) 








< 摄 于 1987 年 4 月 19 日 
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OH EX SIX (1987 年 4 月 ) 
今 庆 祝 陈 省 身 教授 执教 50 周年 琶 “ 陈 省 身 数学 奖 ” 首 次 颁奖 仪式 后 合影 。 


he KAR. d AL ET. MA, A 
XR, BW, ERE. NUR. Hy (1987 年 5 月 于 天 津南 开 大 学 ) 























“二 十 一 世纪 中 国 数学 展望 学 术 讨 论 会 ”留影 。 会 议 由 陈省身 倡议 召开 
(1988 年 8 月 23 日 摄 干 南开 数学 研究 所 
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© 1990 年 于 南开 数 
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中 在 家 中 工作 (1990 ER) 


© 1990 年 代 在 伯克利 与 学 生 鸟 米 尼 合影 
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© 1990 年 5 月 接受 法 国 科 学 院 的 奖章 


© 1991 ERT AER F 
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O 1992 年 4 月 摄 于 台湾 清华 大 学 GH). AR: FU. PRM, 
Hua. Wir. MAE. 


OZ: 郑 绍 远 、 陈 省 身 、 丘 成 桐 (1992 年 ) 


RU 3 














O 1992 年 江泽民 接见 陈省身 
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QO 与 南开 数学 研究 所 研究 生 在 一 起 “1999 年 7? 月) 


C 2000 年 在 南开 数学 研究 所 讲学 厅 


























人 与 第 七 届 陈 省 身 奖 获得 者 王 诗人 成 〈 左 ) 、 龙 以 明 〈 在 ) dX (2000 #3 RD) 


Q 2001 年 与 刘 微 应 用 数学 中 心 学 术 委员 会 全 体委 员 合影 前 排 :林家 牌 和 陈 省 
身 ; EWER: ADO, WER, KAJI, BER, AE, RAL KER, 


EER., UKH, BZOS) 











人心 南 开 数 学 研究 所 的 三 任 所 长 〈 左 起 胡 国 定 、 陈 省 身 、 
周 性 伟 ) (2001 年 6 月 ) 


CO 2001 年 6 月 与 本 书 编者 、 编 辑 合 影 A: KEE; 
hd: 王 善 平 ; BA: TA) 


a WY Wh 


杜甫 咏 泰 山 诗 云 ; “会 当 凌 绝顶 ,一 览 众 山 小 。 能 够 站 在 数学 科学 的 
顶峰 观察 世事 学 问 , 自 有 超然 的 境界 。 陈 省 身 先 生 是 世 所 公认 的 数学 大 
Jg ,将 他 的 随笔 演讲 及 诗 文 等 等 文字 编 成 文集 , 当 是 惠及 后 人 的 盛事 。 
这 样 ,我 们 怀 着 景仰 的 心情 开始 筹划 。 | 
| 我 们 初次 见 到 陈 先生 ,是 1974 年 在 上 海 国际 饭店 听 他 的 演讲 。 张 
BE 1985 年 曾 写 过 一 本 《二 十 世纪 数学 史话 》, 辑 转 传 到 陈 先 生 手 里 ， 
于 是 有 了 机 会 拜访 结识 。1991 年 , 张 芮 宙 趁 到 伯克利 的 美国 数学 研究 所 
访问 ,又 和 陈 先生 有 几 次 长 谈 ,后 来 写 过 一 些 访谈 的 文字 。 在 这 基础 上 ， 
一 本 题 为 《陈省身 》 的 传记 性 小 书 于 1998 年 出 版 。 有 了 这 些 积 票 ,觉得 
”对 陈 先 生 的 经 历 和 思想 有 了 一 点 认识 ,就 大 胆 地 向 陈 先生 提出 了 编写 
《陈省身 文集 》 的 设想 。 华 东 师 范 大 学 出 版 社 的 领导 觉得 能 出 版 大 师 的 
文集 是 一 种 荣幸 ,也 极力 争取 。 精 诚 所 至 , 陈 先生 也 就 答应 了 。 

此 前 , 陈 先生 的 文选 已 经 出 过 几 和 种。 北京 的 科学 出 版 社 有 《陈省身 
文选 )(1989) , 台北 的 联 经 出 版 公司 也 有 一 种 《陈省身 文选 ?。 那 么 ,我 们 
编辑 的 这 一 本 该 有 怎样 的 特点 呢 ? 

首先 是 完全 。 陈 先生 数学 论文 以 外 的 文字 , 早 在 1920 年 代 就 有 发 
表 , 散 见于 各 种 报纸 杂志 ,人 尘封 已 入 。1950 年 代 以 后 ,许多 文字 又 刊载 在 
台湾 的 媒体 上 。 鉴 于 王 善 平 研 究 现代 数学 史 多 年 ,又 供职 于 华东 师范 大 
学 图 书馆 , 假 便利 条 件 尽力 搜罗 整理 ,目前 可 称 完备 。 陈 先生 在 1990 年 
代 的 文字 和 讲演 众多 ,与 1989 年 出 版 的 《陈省身 文选 ) 相 比 ,内 容 已 经 大 
幅 增加 了 ,我 们 都 一 一 收录 。 最 后 收入 的 一 篇 文字 , 写 于 2001 年 年 底 。 

其 次 是 准确 。 我 们 收录 的 文字 ,都 尽量 先 找到 原文 ,在 收入 时 一 一 
进行 核对 ,并 写 了 各 篇 的 题记 、 注 明 出 处 。 绝 大 部 分 的 英文 原稿 ,都 重新 
作 了 翻译 。 前 人 编选 、 翻 译 中 的 误 植 ,都 尽量 予以 补正 。 例 如 , 陈 先生 的 
出 生日 期 ,我 们 一 律 定 为 1911 年 10 月 28 日 (早先 一 说 为 26 日 )。 

再 次 ,我 们 将 所 有 文字 按 内 容 作 了 编辑 。 分 为 “学 算 回 首 ”"、“ 师 友之 

I 


忆 "“ 综 论 数 坛 "“ 数 学 评介 "“ 诗 文 拾 遗 ”“ 历 史 回声 "等 共 6 个 部 分 。 
其 中 历史 回声 "是 别人 所 写 的 与 陈 先 生 有 关 的 文字 。 和 希望 这 些 文章 能 
对 陈 先生 的 生平 和 著述 有 进一步 的 了 解 。 

最 后 ,我 们 编制 了 “陈省身 年 谱 ” ,许多 资料 是 陈 先生 自己 提供 的 。 
外 文人 名 的 中 译 是 一 个 头疼 的 问题 ,现在 大 体 采 用 《中 国 大 百科 全 书 》 的 
译 法 。 一 些 早年 的 文章 和 信件 ,为 保持 原 狗 ,译名 一 仍 其 旧 。 所 有 译名 
由 王 善 平 作 了 人 名 索引 ,中 英 对 四 ,以 便于 读者 查找 。 

倪 明 本 是 数学 系 的 同事 ,后 来 到 出 版 社工 作 , 对 陈 先生 的 仰 幕 也 是 
由 来 已 入。 此 次 担任 责任 编辑 , 既 觉 荣幸 ,更 感 任 重 。 E 
当 在 情理 之 中 。 

感谢 胡 国 定 \ 周 性 伟 、 陈 信 注 各 位 先生 的 里 力 帮 助 ,提供 了 许多 资料 
和 信息 ,校正 文字 ,使 我 们 少 走 许多 弯路 。 张 友 余 为 年谱” 写 过 部 分 初 
稿 , 淤 清 了 一 些 事 实 。 以 前 有 关 陈 先生 文选 的 编选 者 ,为 我 们 的 工作 做 
了 前 期 准备 ,也 一 并 在 此 表示 感谢 。 

现在 ,《 陈 省 身 文集 即将 付 印 。 尽 管 我 们 作 了 努力 ,但 是 一 定 还 会 
有 错误 和 不 足 , 敬 请 方 家 给 予 指正 。 


张 葛 宙 ” 王 善 平 
2002.3.1. 于 华东 师范 大 学 
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. 嘉兴 ,我 的 故乡 (1988)73 

. 我 最 美好 的 年 华 是 在 天 津 度 过 的 (1982)/5 
. 联 大 六 年 (1937 ~ 1943) (1989) /8 

. 致 梅 贻 琦 校长 的 信 (1943)/10 

. 中 央 研 究 院 三 年 (1988)/12 

. BRR EN f (1947) 7/15 





ON Ua A Wo N m 





BY: Sh AR 1947 年 2 月 15 日 给 陈省身 的 信 /16 


7. 学 算 四 十 年 (1964)/18 


. 学 算 六 十 年 (1986, 1999)/25 

. 获 美国 数学 会 斯 蒂 尔 奖 时 的 答 词 (1983)731 
. 给 胡 国 定 的 信 (1983)/32 

. 我 的 若干 数学 生涯 (1987)/34 

. 我 的 科学 生 淮 与 著作 梗概 (1978,1987)/40 

.《 陈 省 身 文选 前 言 和 再 版 序 (1988,1990)/51 
. 接受 张 英 宙 访问 时 的 谈话 (1991,1992)/53 
. 与 杰克 逊 的 谈话 (1998)/63 

. 在 南开 大 学 和 访问 者 的 谈话 (2000)/69 

. 诗 四 首 /74 


回国 (1974) 

寿 士 宁 六 十 (1975) 

访 理论 物理 研究 所 (1980) 
七 十 五 岁 生 日 偶 成 (1986) 





18. 立夫 师 在 昆明 (1989)/77 

19. 我 与 杨 家 两 代 的 因缘 (1987)/78 
20. 六 十 余年 的 友谊 (1992)781 

21. 回忆 和 杨 武 之 (1996)/82 

22. 周 炜 良 (1996)/86 

23. 忆 炯 之 (1993)/88 

24. 七 十 一 年 的 友谊 (1998)/89 

25. 一 个 全 能 的 科学 家 (1990)791 
26. $567 IK (1999) /92 

27. 我 与 华罗庚 (2000)793 





28. 我 同 布 拉 施 克 、. 嘉 当 、 外 尔 三 位 大 师 的 关系 (1986)796 


29. 关于 半 世 纪 前 埃 利 : 嘉 当 的 一 封 信 (1994)/98 
BE. 埃 利 ` 嘉 当 致 陈省身 的 一 封 信 (1945)799 

30. 精确 性 和 明 澈 性 的 典范 (1983)7101 

31. 矢 野 健 太 即 一 一 我 的 老 朋 友 (1982)/103 

32. 给 我 的 朋友 : 佐佐木 重 夫 (1985)/105 

33.《 大 学 数学 从 书 ) 序 (1988)/107 





数学 的 展望 (1980)/111 
35. 五 十 年 的 世界 数学 (1985)/113 
36. 争取 中 国 数学 在 国际 上 的 平等 和 独立 (1988)/115 
37. 中 华 民族 的 数学 能 力 不 再 需要 证 明 (1989)/118 
38. 21 世纪 中 国 数学 是 中 国 四 化 的 一 部 分 (1991)/122 
39. 在 清华 大 学 (台湾 新 竹 ) 论 学 (1992)/124 
40. 21 世纪 的 数学 (1992)/134 
41. 抽象 的 数学 会 有 奇妙 的 应 用 (1993)/140 
42. 关于 “恢复 中 国 数学 会 ”的 回忆 (1993)/141 
43. 做 “好 ”的 数学 (1994)/142 
44.《 数 学 百科 全 书 》 序 (1994)7145 
45. 在 数学 上 ,中 国 是 统一 了 (1995)/146 
46. 最 近 数 学 的 奉 干 发 展 和 中 国 的 数学 (1997)/148 
47. 记 几 位 中 国 的 女 数学 家 (1995)7/152 
ll 


48. 从 “数学 诺 贝 尔 奖 " 谈 起 (1999)/162 
49.《 数 学 中 的 沃 尔 夫 奖 了 序言 (2000)/164 
50. 2002 年 国际 数学 家 大 会 (2001)/166 


四 、 数 学 评介 
51. 闭 黎 曼 流 形 高 斯 - 博 内 公式 的 一 个 简单 的 内 蕴 证 明 (1944)/171 
52. 中 国 算 学 之 过 去 与 现在 (1941)/177 
53. 大 范围 微分 几何 耕 干 新 观点 (1945)/182 
附 : 再 . 霍 普 夫 关于 《大 范围 微分 几何 若干 新 观点 》 的 评论 (1948)7205 
54. 什么 是 拓扑 学 (1946)/207 
55. 最 近 五 年 来 数学 猎 究 的 硅 十 进展 (1948)/218 
56. 极 小 子 流 形 概观 (1971)7225 
57. 从 三 角形 到 流 形 (1978)7233 
58. 广义 相对 论 和 微分 几何 (1979)/246 
59. 漫谈 微分 几何 (1979)/256 
60. 微分 几何 与 理论 物理 (1982)/258 
61. 微分 几何 的 过 去 与 未 来 (1983)/263 
62. 德 : 拉 姆 著 《 微 分 流 形 》 英 文 版 序 (1984)/265 
63. 什么 是 几何 学 一 一 在 台湾 大 学 的 演讲 (1987)/267 
64. FLA RX BS [5] EA (1987) /274 
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原 载 《传记 文学 》 第 52 卷 第 3 期 ,台北 ,1988 年 。 

嘉兴 府 原 有 嘉兴 、 秀 水 两 县 ,我 家 是 秀水 县 人 。 我 是 第 二 个 孩子 ,上 有 一 姐 。 
我 于 阴历 辛亥 年 九 月 初 七 出 生 ,时 革命 正 到 嘉兴 。 那 时 的 习惯 : 城 里 有 乱 时 , 则 往 
乡下 逃难 。 所 以 我 出 生 九 天 便 逃 难 。 后 来 祖母 常 说 : 这 是 “劳碌 命 ”。 现 在 76 岁 
了 ,还 在 劳碌 。 

我 的 父亲 陈 宝 桢 , 字 廉 青 , 生 于 1889 年 。 他 于 甲 展 年 (1904) 中 秀才 , 那 时 才 15 
岁 。 他 后 来 在 浙江 法 政 专门 学 校 毕业 ,在 司法 界 做 事 。 晚 年 在 台湾 ,与 我 弟 家 麟 同 
住 。 我 尚 有 一 妹 ,信和 基督 教 其 笃 。1964 年 父亲 “ 重 游 洋 水 ”, 集 友人 贺 诗 若干 成 炭 印 
行 , 录 他 以 下 数 诗作 为 纪念 : 


六 十 年 前 此 甲 展 和 蓝 衫 著 体 倍 生 春 
一 时 佳话 传 备 水 。 二 八 部 华 席 上 珍 
M ER zT OE p dg 法 理 闵 深 未 易于 
赢得 一 官 权 驻足 争 如 展 李 亦 心 安 
[GBHARGLSEGE 我 今 身世 几 同 之 
优 游 岁月 待 终老 UB JUS 85 BS 
我 也 乘机 写 了 以 下 二 绝 、 
FERIA TF PH BE de 
PIT FR A mil IZ 经 史诗 词 展 旧 编 
一 生 事 业 在 畴 人 BSHRIFA 
Ti BSE HT ABI 说 第 返 国 笑 言 亲 


我 祖母 只 4 有 我 父亲 一 个 儿子 ,我 是 长 孙 , 所 以 我 幼 时 常 同 她 在 一 起 。 有 时 随 她 
烧香 ,拜佛 、 念 经。 我 会 背 弥 陀 经 ,金刚 经 则 太 长 了 。 
我 的 母亲 的 娘家 是 经 商 的 ,由 外 祖父 一 人 起 家 的 ,在 嘉兴 有 好 几 个 铺子 。 我 的 
一 个 田 父 韩 赞 侯 曾 任 亮 兴 商 会 的 常务 委员 多 年 。 
嘉兴 是 有 名 的 鱼米之乡 WER ARATE PAN RE ARR TH 
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李 , 就 是 嘉兴 。 

嘉兴 最 有 名 的 胜景 自然 是 南湖 的 烟雨 楼 。 楼 在 湖 中 岛 上 , 现 为 公园 。 湖 中 出 
F EM ,鲜美 无 比 。 湖 上 有 画 盘 , 夏 间 富 人 包 作 况 日 之 游 , 船 菜 精 美 。 幼 时 曾 随 父 
亲 或 田 父 乘 扔 多 次 。 中 国共 产 党 第 一 次 代表 大 会 ,因为 躲避 官方 ,是 在 烟雨 楼 画 盘 
上 开 的 。 

我 因 家 庭 爱护 ,不 放心 我 进 学 校 ,所 以 人 学 甚 迟 。1920 年 考 人 秀 州 中 学 预科 一 
年 级 , 即 高 小 一 年 级 。 秀 中 是 教会 学 校 ,管理 严格 。 我 的 姑 丈 姚 亮 臣 先 生 在 秀 中 孝 
国文 ,我 的 表 哥 一 鹏 高 我 两 班 , 在 秀 中 其 得 他 们 的 照顾 。 

我 生 在 嘉兴 下 塘 。 房 子 后 面 靠 河 ,有 点 风景, 故 至 今 仍 在 。 : 

1922 年 我 父亲 在 天 津 任 事 ,把 全 家 接 到 天 津 , 那 时 我 在 秀 州 高 小 三 年 级 ,能 做 
相当 复杂 的 算术 题 ,也 看 过 “封神榜 "和 *“ 说 唐 全 传 ”幼年 得 长 辈 爱护 ,是 一 生 很 幸 
福 的 一 段 。 许 多 小 事 , 记 忆 犹 新 ,现在 不 多 写 了 。 


2 . SXi Fe aE YE AF re TE BEBE SE 
原 载 《 天 津 日 报 》1982 4-11 H 21 B 


我 到 天 津 是 1922 年 ,到 今年 整 60 年 。60 年 旧地 重 游 ,不 禁 有 隔世 之 感 。 

我 是 从 浙江 嘉兴 来 的 , 那 时 我 才 11 岁 。 到 天 津 已 是 秋天 ,中 学 都 开学 了 ,所 以 
在 家 呆 了 一 阵子 。1923 年 年 初 , 进 扶 轮 中 学 (现在 的 铁路 一 中 ) 插 班 第 二 学 期 。 扶 
轮 中 学 是 当时 交通 部 所 办 的 唯一 的 一 所 中 学 ,入 学 的 大 都 是 路 员 子 弟 。 我 不 是 路 
员 子 弟 ,由 于 扶 中 离 我 家 近 , 可 以 走读 ,所 以 就 人 了 扶 中 。 学 校 是 很 好 的 ,因为 是 交 
通 部 办 的 ,经 费 比较 宽 余 ,聘请 教员 待遇 也 好 。 所 以 我 得 到 他 们 的 好 处 。 我 们 的 校 
长 顾 赞 庭 , 他 自己 也 搞 点 数学 ,他 很 看 重 数学 ,亲自 教 几何 ,而 且 教 得 很 凶 。 我 数学 
学 得 比较 好 ,当时 我 是 他 一 个 很 得 意 的 学 生 。 他 很 看 得 起 我 。 此 外 ,“ 扶 轮 ” 还 有 几 
个 很 好 的 数学 老师 。 郑 次 纯 老 师 ,是 北 师 大 毕业 ,他 教 的 是 英文 课本 ,习题 多 极 了 。 
他 说 全 做 ,我 就 全 做 。 有 时 一 个 钟头 能 做 二 三 十 道 题 。 但 也 有 个 别 不 会 做 的 。 别 
的 同学 做 得 少 一 些 。 还 有 个 教 数学 的 彭 罕 三 老师 。 他 现在 还 在 。 前 几 年 我 们 “ 扶 
轮 ” 同 学 在 北京 聚会 , 彭 老师 还 参加 了 。 他 已 经 八 十 好 几 了 。 

我 念 数学 不 觉得 困难 ,感到 特别 容易 。 初 小 我 只 念 了 一 天 。 下 课时 ,老师 拿 个 
戒 尺 打 学 生 手 心 ,挨个 打 , 最 少 打 一 下 ,最 多 打 四 下 。 我 是 头 一 天 去 ,很 规矩 , 没 拨 
打 。 不 过 看 了 这 一 打 , 第 二 天 就 不 去 了 。 有 一 年 父亲 回 家 来 , 教 我 一 点 1、2、3、 
4…… 我 就 会 看 了 ,也 会 做 习题 。 可 以 说 我 没 上 过 初 小 ,一 进 就 是 高 小 。 我 并 不 是 
故意 跳 班 ,换个 地 方 自然 就 高 一 点 ,而且 一 考 也 行 。* 扶 轮 " 是 旧制 中 学 , 念 四 年 , 数 
学 只 念 三 角 几何 ,解析 几何 没 念 过 。 可 是 考 大 学 就 考 解析 几何 。 那 年 夏天 是 很 粳 
的 ,祖母 去 世 , 家 里 办 丧事 ,有 和 尚 念经 ,人 家 吊 孝 , 乱 得 一 塌 糊 涂 ,我 就 在 那儿 预备 
考试 , 借 来 南开 中 学 的 课本 ,自己 看 看 就 考 , 考 得 挺 不 错 。 

我 不 是 一 个 规 规矩 矩 . 老 老实 实 念书 的 ,我 要 有 兴趣 ,我 就 可 以 做 做 。 分 数 好 
坏 不 大 在 乎 。 反 正 我 的 数学 分 数 总 很 好 ,其 他 功课 平平 常常 ,但 总 能 及 格 , 比 及 格 
还 好 点 。 花 点 劲 也 可 以 很 好 ,但 我 懒得 花 劲 。 

我 书 看 得 很 多 ,喜欢 去 图 书馆 看 杂书 ,什么 书 拿 来 就 看 。 我 喜欢 看 历史 ,文学 、 
掌故 ,乱七八糟 的 书 都 看 。 时 常 跑 到 书库 一 呆 就 几 个 钟头 ,这 本 看 看 , 那 本 看 看 。 
数学 书 也 看 ,但 并 不 光 看 数学 书 。 有 些 数学 书 , 有 些 数学 杂志 ,有 些 数学 家 ,我 都 知 
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道 。 我 有 个 看 书 的 习惯 ,是 自己 主动 地 去 看 书 ,不 是 老师 指定 要 看 什么 参考 书 ,而 
看 什么 书 。 这 很 有 好 处 。 你 已 经 有 了 个 初步 了 解 ,以 后 待 你 真正 需要 看 内 容 时 ,就 
比较 熟 了 。 

我 是 班 上 年 纪 最 小 的 。 我 不 会 运动 ,有 运动 我 就 去 看 看 。 我 喜欢 打 桥 牌 ,而 且 
打 得 不 错 。 扶 轮 中 学 的 运动 ,有 几 项 还 是 可 以 的 。 有 的 项 目 有 时 候 在 天 津 得 一 个 
锦标 什么 的 ,就 高 兴 得 不 得 了 ,学校 要 庆祝 的 ,甚至 停 一 天 课 。“ 扶 轮 ” 的 篮球 是 很 
好 的 。 它 有 一 个 强 的 篮球 队 ,到 全 国 各 处 打 比 赛 。 其 中 有 的 人 后 来 进 了 南开 , 球 打 
得 也 很 好 。 

当时 对 于 社会 上 的 事 ,我 不 大 关心 ,就 知道 念书 。 我 对 天 津 其 实 知道 的 不 多 。 
住 这 么 多 年 ,许多 地 方 也 去 过 。 但 平常 就 是 念书 ,到 学 校 来 回来 回 ,同学 家 里 去 去 。 
那 时 候 我 家 住 在 河北 三 马路 宙 纬 路 。 最 热闹 的 街 是 大 胡同 ,在 金 钢 桥 这 边 。 大 胡 
同 稍 过 一 点 是 官 银 号 。 官 银 号 在 天 津 的 东北 角 。 那 里 有 绕 着 城 的 电车 : 白 牌 电 
车 。 普 通 人 的 主要 交通 工具 ,除了 人 力 车 ,就 是 电车 一 一 有 轨 电 车 。 黄 牌 和 蓝 牌 电 
车 是 到 租界 的 。 

1926 年 ,我 15 岁 , 考 人 南开 大 学 。 南 开 就 在 八里 台 。 当 时 的 八里 台 全 是 荒 的 。 
学 校 最 老 的 房子 是 秀山 堂 ;另外 ,美国 人 捐 了 一 部 分 款 , 中 国人 也 捐 了 一 部 分 款 , 盖 
了 思源 堂 。 后 来 都 被 日 本 人 炸 掉 了 。 那 时 南开 理学 院 有 四 个 系 : 生物 .物理 、 化 
学 ,数学 。 头 一 年 进去 不 选 系 ,就 念 数学 .物理 .化 学 .国文 英文 五 门 课 。 我 大 概 不 
会 进 生物 系 。 我 化 学 搞 不 好 ,实验 不 会 做 。 所 以 也 不 会 念 化 学 系 。 我 选 了 力学 , 数 
学 的 力学 。 这 样 不 但 不 会 进化 学 系 , 连 进 物理 系 的 可 能 也 不 多 了 ,就 进 了 数学 系 。 
头 一 年 姜 立 夫 老师 请 假 到 厦门 大 学 去 了 ,二 年 级 时 他 才 回 来 , 教 我 们 的 课 。 姜 老夫 
子 是 一 位 很 好 的 老师 , 课 讲 得 很 好 。 他 一 个 人 讲授 高 等 微 积分 .立体 解析 几何 、 微 
分 几何 、 复 变 函 数论 、 高 等 代数 .投影 几何 等 七 八 门 课程 。 当 时 南开 有 理学 院 ,文学 
院 .商学 院 ,总 共 三 百 多 学 生 ,不 及 现在 南开 一 个 系 的 学 生 。 所 以 大 家 都 认得 。 我 
们 班 就 5 个 同学 ,我 和 吴 大 任 是 同班 。 头 一 年 还 不 大 熟 ,三 年 级 就 很 熟 了 ,差不多 
整 天 在 一 起 。 他 比 我 大 三 岁 。 他 数学 也 很 好 。 

姜 立 夫 老师 当然 也 很 喜欢 我 , 叫 我 作 他 的 助手 。 因 为 大 学 没 毕 业 , 不 够 资格 作 
助教 ,只 能 作 助 手 , 帮 他 改 卷子 。 助 手 一 个 月 十 块 钱 。 第 一 个 月 领 到 十 块 钱 , 当然 
是 很 得 意 的 了 , 比 一 个 报 贩 的 钱 多 一 点 。 报 贩 一 个 月 七 八 块 钱 , 作 助 手 可 以 拿 十 块 
钱 。 姜 老师 一 礼拜 三 堂 课 , 每 堂 课 都 有 习题 ,一 星期 就 要 改 三 次 卷子 。 开 头 是 一 二 
年 级 的 ,后 来 三 年 级 的 卷子 也 让 我 改 。 不 只 替 他 改 , 张 希 陆 老师 (就 是 张 伯 苓 的 公 
子 ) 的 课 ,卷子 也 让 我 改 。 反 正 每 月 总 会 赚 十 块 钱 。 没 有 超过 十 块 钱 的 。 当 时 我 在 
班 上 .可 能 在 数学 系 ,也 是 年 纪 最 小 的 。 可 是 他 们 有 些 不 懂 的 题 也 来 问 我 ,大 概 他 
们 知道 我 懂 。 告 诉 他 们 就 是 了 。 

一 年 级 时 国文 老师 写 个 国文 题目 ,我 的 国文 不 好 ,可 是 我 写 起 来 很 快 ,有 时 我 
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2 我 最 美好 的 年 华 是 在 天 津 度 过 的 
做 好 几 篇 。 其 实 往 往 有 个 特别 的 想法 ,两 篇 并 不 一 样 。 写 得 也 不 好 。 有 的 同学 要 ， 
他 就 另外 拿 一 篇 去 。 有 时 他 拿 了 去 的 那 篇 ,他 的 分 数 比 我 还 高 ,我 自己 那 篇 反 
而 低 。 
总 之 ,我 在 大 学 的 生活 是 过 得 非常 愉快 的 。 
天 津 是 我 很 喜爱 的 一 个 城市 。 她 给 我 留 下 许多 美好 的 回忆 。 一 个 人 的 一 生 
中 ,中 学 大 学 是 最 美好 的 时 期 ,年 纪 轻 ,思想 正在 改变 。 我 最 美好 的 年 华 是 在 天 津 
度 过 的 ,而且 过 得 很 愉快 。 一 切 都 很 顺利 。 有 一 个 完美 的 家 庭 , 有 许多 老师 和 朋 
KR. REARS. BES EEE , 问 个 路 都 热情 告诉 你 ,乐意 帮助 。 
我 对 天 津 是 有 感情 的 。1972 年 以 来 我 来 过 中 国 7 次 ,有 4 次 回 到 天 津 。 我 看 
到 天 津 有 了 不 小 的 变化 。 当 然 最 大 的 变化 是 外 国 租 界 不 见 了 ,“ 三 不 管 ” 的 腐败 生 
活 不 见 了 ,日 本 兵营 不 见 了 。 当 年 我 从 河北 宙 纬 路 到 南开 上 学 ,要 经 过 海光 寺 , 海 
光村 是 日 本 的 兵 昔 。 看 到 日 本 兵 端 着 枪 , 滩 武 扬威 的 样子 ,很 是 讨厌 。 后 来 日 军 又 
ABl s Fl JT pl ,火烧 图 书馆 ,把 一 个 好 端 问 的 大 学 破坏 列 尽 。 南 开 大 学 在 日 本 兵 毁 坏 
的 废墟 上 恢复 ,特别 是 最 近 20 多 年 ,有 了 很 大 发 展 。 现 在 学 校 环境 幽 美 ,条 件 也 好 
多 了 。 她 为 中 国 培 养 了 不 少 人 才 。 我 身 在 他 国 异 乡 , 但 我 总 时 时 怀念 着 启迪 我 智 
T . 教 给 我 知识 .哺育 我 成 长 的 母校 一 一 南开 。 
天 津 是 我 喜欢 的 城市 。 我 愿 借 此 机 会 向 天 津 人 民 致 意 ! 





3. 联 大 六 年 (1937 ~ 1943) 


本 文选 自 《 陈 省 身 文选 )( 张 洪 光 编 ) ,科学 出 版 社 ,1989 年 。 


我 是 由 清华 研究 院 资 送出 国 的 ,为 期 两 年 ,去 德国 汉堡 大 学 。1934 年 9 月 抵 汉 
堡 ,11 月 开学 ,1936 年 2 月 完成 博士 学 位 。 后 得 中 华文 化 基金 会 资助 ,于 1936 - 
1937 年 在 巴黎 工作 。 得 母校 清华 邀请 , 任 数学 系 教 授 。 

1937 年 7 月 10 日 离开 巴黎 时 中 日 战争 已 爆发 。 我 照 原 定 计划 由 法 乘 船 去 纽 
约 ,横贯 美洲 至 加 拿 大 温哥华 城 , 乘 " 加 拿 大 皇后 ”号 船 去 上 海 。 当 时 日 本 侵略 已 达 
上 海 , 改 在 香港 下 船 。 在 香港 住 了 一 个 多 月 ,得 学 校 指 示 , 参 加 长 沙 临时 大 学 , 授 
“高 等 几何 ”“ 微 积分 ”两 课 。 

战事 恶 转 , 长 沙 不 能 守 , 学 校 奉命 迁 昆明 。 

我 由 香港 乘 船 至 海防 ( 船 名 “广东 ”, 仅 八 百 吨 ,途中 颠 敏 甚 烈 ) 换 火车 去 昆明 ， 
同行 者 有 北大 萝 梦 麟 校长 . 江 泽 涵 先 生 一 家 等 ,于 1938 年 1 月 抵 昆 明 。 

联 大 数学 系 主任 先后 由 江 泽 涵 、 杨 武之 先生 担任 。 三 校 联合 ,教员 不 缺 , 所 以 
我 有 机 会 开 高 深 的 课 , 如 "“ 李 群 "“ 圆 球 几何 学 ”“ 外 微分 方程 > 等。 我 也 曾 同 华 罗 
RICE . 王 竹 溪 先 生 合 开 * 李 和 群 ” 讨 论 班 。 李 群 的 理论 后 来 在 数学 和 物理 上 都 有 重 
大 的 发 展 和 应 用 ,我 们 总 算 在 早期 便 有 相当 认识 。 

数学 系 有 很 多 好 的 学 生 ， 不 一 一 列举 了 。 教 授 中 最 突出 的 为 华罗庚 与 许 宝 
邓 。 前 一 段 三 校 图 书 都 装 在 箱 内 ， 后 来 则 中 外 交通 隔绝 ， 设 备 可 说 是 很 差 的 。 但 
是 若干 人 就 可 以 抓 到 材料 ， 工 作 不 辍 。 我 每 年 写 论 文 ， 在 国内 外 杂志 发 表 。 我 把 
法 国 大 数学 家 E. 嘉 当 的 工作 , 搞 得 很 熟 。 后 来 这 些 成 为 近代 数学 主流 
Pa 

有 一 个 时 期 (大 约 有 一 年 多 ) 我 同 华罗庚 、 王 信忠 两 位 住 同一 房间 。 每 人 一 床 ， 
一 小 书桌 ,一 椅 ,一 书架 , 摆 满 一 个 房间 。 早 晨 醒 来 便 开 玩笑 ,但 是 工作 的 情绪 
很 高 。 

1939 年 7 月 我 同 士 宁 结 婚 。 次 年 她 去 上 海 生 产 。 不 料 珍珠 港 事 变 爆 发 ,她 无 
法 回 昆 明 。 我 们 到 战 后 1946 年 4 月 才 重 新 见面 。 我 初次 见 我 的 儿子 伯 龙 ,他 已 6 
岁 了 。 

1940 年 起 我 重新 过 独身 生活 。 我 们 一 群 单身 教授 租 了 唐继尧 花园 的 戏台 。 我 
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3. 联 大 六 年 (1937 ~ 1943) 
的 房间 是 一 个 包 硒 。 记 得 住 在 戏台 上 的 是 陈 福田 、 陈 岱 孙 、 朱 自 清 、 李 继 侗 四 位 
教授 。 
我 应 普林斯顿 高 级 研究 所 邀请 ,前 往 访 问 。1943 4E 7 月 离开 昆明 , 乘 美国 军用 
机 经 印度 非洲 、 南 美洲 去 美 。 在 印度 作 了 些 演 讲 后 ,于 8 HESS BIS PIS 


4. susti 


此 信 写 于 1943 年 8 月 25 日 , 特 向 清华 大 学 梅 贻 琦 校长 报告 
到 达 美 国 普林斯顿 高 级 研究 所 的 经 过 以 及 研究 的 情况 。 转 录 自 
《清华 大 学 史料 选编 》 第 三 卷 ( 上 ) ,清华 大 学 出 版 社 ,1994 年 。 原 
信 存 清华 大 学 档案 。 


Amo 校长 先生 道 鉴 : 生 于 七 月 十 五 日 离 昆 ,迄今 已 月 余 ,说 将 途中 及 到 美 后 
经 过 , 择 要 略 陈 左右 。 到 加 尔 各 答 后 即 往 见 该 校 数 学 教授 Levi 先生 (印度 学 制 与 类 
国 相 同 ,每 系 只 一 教授 ), 氏 系 德 籍 犹太 人 ,与 汉堡 耕 干 人 士 , 均 曾 相识 , 故 一 切 甚 顺 
利 。 在 加 共 住 两 星期 , 计 在 加 大 讲演 四 次 ,题目 为 Theory of Geometric Objects and the 
Method of Equivalence. 内 容 大 都 为 年 来 工作 结果 。 男 在 加 城 数 学 会 讲演 一 次 。 加 
大 设备 其 好 , 足 甫 工作 之 用 ,如 研究 已 有 经 验 , 尽 可 利用 ,实际 上 与 在 英美 相差 不 
多 。 讲 演 毕 后 ,Hyclerabad , Madras , Allahabad 等 校 均 有 邀请 , 惜 因 飞机 优先 权 事 美方 
CARH AGAR , 遂 予 婉 却 。 大 约 印 人 心理 颇 愿 与 中 国有 若干 来 往 , 但 希望 为 
中 印 的 关系 ,而 非 中 英 的 。 故 我 国 科学 家 如 能 在 印 作 较 长 之 停留 ON EDS EEK 
系 之 一 道 。 抵 印 之 后 ,得 见 领事 保 既 星 先生 , 渠 谓 本 年 三 月 份 起 ,美方 军用 机 准 搭 
载 一 般 乘 客 (应 持 官员 护照 ,但 由 路 上 经 验 , 外 国人 亦 有 只 持 普通 护照 者 ) ,不 收费 
用 , 适 在 重庆 时 一 樵 先生 曾 代 向 外 交 部 请 求 飞 机 优先 权 , 遂 请 保 先生 电 美 询问 ,十 
日 后 得 回电 谓 该 优先 权 业 已 核准 。 同 时 核准 者 七 人 , 秉 权 兄 亦 在 内 , 当 于 8 月 1 工 日 
与 秉 权 兄 同时 赴 卡 拉 基 。5 日 离 卡 拉 基 ,11 日 抵 美 , 印 美 间 全 程 计 分 四 段 , 每 段 换 
机 , 候 机 时 间 视 运输 情形 与 优先 权 高 下 而 定 , 但 至 多 不 过 候 二 三 日 。 秉 权 与 生 每 站 
均 不 超过 一 天 。 途 中 前 二 段 并 不 挤 ,第 一 段 乘 客 只 有 我 们 二 人 ,全 程 六 日 中 飞行 时 
la] 60 余 小 时 , 候 机 10 余 小 时 ,7 夜 只 有 2 夜 得 睡 , 甚 觉 疲乏 。14 日 抵 此 间 , 有 段 学 
复 君 招呼 ,一 切 顺 通 。Institute 中 人 在 此 者 均 已 见 过 ,Director Dr. Aydelotts, Veblen, 
Einstein, von Neumann, Morse 等 态度 均 极 好 ,创办 此 所 宗旨 , 原 在 作 纯 粹 研究 , 故 无 
任何 礼节 ,极为 自由 。 所 中 数学 部 分 有 教授 6 人 ,副教授 1 人 ,助教 若干 人 ,其 余 短 
期 在 此 者 , 称 为 Member。 所 方 拨 研 究 室 一 间 , 甚 为 礼遇 。 第 一 日 见 Aydelotts , 即 问 


O 月 涵 为 梅 贻 琦 校长 的 字 。 
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| 4. 致 梅 贻 琦 校长 的 信 
及 在 普林斯顿 之 计划 , 生 谓 希望 能 在 此 停留 二 年 , 因 欠 认真 工作 ,一 年 时 间 实 党 太 
短 ,但 因 是 中 国人 ,此 次 又 系 受 学 校 休假 待遇 出 国 ,对 国内 有 若干 责任 ,不 便 停 留 过 
长 时 间 。 渠 请 所 中 经 济 十 分 困难 ,此 次 能 予 帮助 , 亦 是 帮助 中 国之 意 。 第 二 年 继续 
帮助 ,大约 无 问题 ,不 过 须 待 若干 时 后 , 方 能 作 正 式 决定 。Veblen 先生 请 美国 数学 
家 大 都 作战 时 工作 ,在 学 校 任教 者 至 少 须 授 课 十 余 小 时 。 生 情形 不 同 , 宜 仍 继续 纯 
粹 研究 工作 。 渠 对 中 国 科 学 年 来 成 绩 ,极为 赞美 ,但 仍 希望 继续 进步 。 与 其 他 各 人 
所 谈 均 属 科学 范围 。 虽 在 战 时 , 渠 等 工作 其 忙 , 仍 有 应 接 不 上 暇 之 感 。 故 生 之 计划 ， 
拟 在 此 留 至 1945 年 夏 间 ,学 校 休假 只 一 年 ,明年 拟 请 假 一 年 ,未 识 先生 尊 意 若 何 。 
备 治 先生 已 会 见 , 渠 尚未 接 校 方 通知 ,但 Allowance 人 允 先 拨付 。 金 龙 苏 先生 已 去 过 
很 多 地 方 , 刻 在 纽约 。 秉 权 在 华盛顿 , 半 有 去 文 加 哥 [ Chicago HE]. RRE 





陈 。 即 请 
道 安 
正之 .武之 先生 均 此 
HDA dl 
八 月 首 五 日 
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5 . 中 央 研 究 院 三 


本 文 回忆 了 作者 在 1946 年 4 月 至 1948 年 12 月 筹建 中 央 研 
究 院 数学 研究 所 的 经 过 及 其 在 人 才 培 养 方 面 所 做 的 工作 ,介绍 
了 当年 该 所 的 成 员 及 他 们 后 来 的 工作 简况 。 原 载 《 中 国 科 技 史 
料 》 第 9 卷 第 4 期 ,1988 年 。 





我 于 1943 年 7 月 从 昆明 西南 联 大 去 普林斯顿 高 级 研究 所 工作 。1945 FRH 
战胜 利 , 即 决定 于 次 年 返 国 。 接 家 中 消息 母亲 病 重 TAKE RAKES 
旧金山 换 船 。 不 料 行 至 洛杉矶 接 电 悉 母 亲 已 病故 。 养 育 之 恩 ,未 能 补报 万 一 , 伤 痛 
不 已 。 战 后 运输 拥挤 ,得 船 不 易 。 在 美国 西部 候 船 三 个 多 月 ,直至 1946 年 3 月 中 
才 从 旧金山 乘 巴 特勤 将 军 号 船 去 上 海 。 

4 月 初 抵 上 海 , 正 值 中 央 研 究 院 复员 。 中 研 院 在 抗战 期 间 即 决定 成 立 数学 研 
究 所 。 先 设 筹备 处 于 昆明 西南 联 大 ,由 姜 立 夫 先 生 任 主任 。 姜 先生 聘 兼任 研究 员 
奋 干 人 ,不 文 薪水 ,我 是 其 中 之 一 。 复 员 后 决定 : 数学 所 筹备 处 设 在 上 海 岳 阳 路 
( 即 前 法 租界 祁 齐 路 ) 前 日 本 自然 科学 研究 所 。 当 时 中 研 院 院 长 为 朱 家 骅 先生 ,总 
干事 为 萨 本 栋 先 生 ,实际 主持 院 务 。 姜 先生 奉 派 赴 美 晋 修 。 我 便 受 任 代理 主任 , 负 . 
责 筹 备 建 所 。 协 助 我 的 有 管理 员 梁 国 和 先生 , 原 在 昆明 工作 。 梁 先生 总 理 一 切 行 
政 、 财 务 、 文 书 等 工作 ,三 年 内 数学 所 未 有 其 他 行政 人 员 。 我 没有 行政 经 验 , 一 切 事 
我 们 两 人 分 做 了 ,也 不 觉 有 增加 事务 人 员 的 需要 。 

我 党 得 第 一 要 务 是 培养 新 人 。 我 函 各 著名 大 学 的 数学 系 , 请 他 们 推荐 三 年 内 
毕业 的 最 优秀 的 学 生 。 应 征 者 踊跃 ,不 久 我 便 有 十 多 个 活跃 的 年 青 助理 员 。 这 些 
人 后 来 在 数学 上 都 有 贡献 ( 详 见 第 三 节 )。 我 教 他 们 代数 拓 Th ,有 时 每 周 上 12 小 时 
的 课 。 所 以 大 多 数 的 人 后 来 都 以 拓扑 为 专业 。 

中 研 院 有 好 几 个 所 在 上 海 ,大 部 在 岳阳 路 ,包括 物理 、 化 学 、 植物 、 生 理 等 ,其 中 
生理 和 数学 是 筹备 处 。 生 理 所 由 林 可 胜 先生 任 主任 , 冯 德 培 先生 代理 ,情形 和 数学 
所 相似 。 德 培 与 我 在 院 务 会 议 中 为 少壮 者 ,意见 每 多 符合 。 

中 研 院 因 上 海 分 院 院 址 狭 罕 , 决 将 数学 物理、 化 学 三 所 迁 往 南京 。 觅 址 在 九 
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华山 ,位 于 鸡 鸣 寺 路 院 址 之 东 。 物 理 所 先 羡 成 ,一 部 分 由 数学 所 暂 用 。 我 们 于 1948 
年 初 迁 往 南 京 九 华 山 。 

大 约 数学 所 是 在 那 时 成 立 的 。 事 先 朱 家 骅 先生 请 萨 本 栋 先 生 、 吴 有 训 先 生 ( 时 
任 中 央 大 学 校长 ) 同 我 谈 ,基于 姜 先 生 的 推荐 ,请 我 任 所 长 。 我 还 是 对 数学 的 兴趣 
浓厚 ,不 愿 长 任 行政 ,未 肯 考 虑 。 所 以 所 长 是 姜 先 生 ,由 我 代理 。 大 概 我 的 计划 ,是 
想 等 姜 先 生 回国 后 ,再 出 国 一 些 时 候 。 我 天 铺张 ,数学 所 成 立 没 有 任何 仪式 。 

1948 年 中 研 院 的 大 事 , 当 是 第 一 届 院 士 选举 。 共 选 出 81 人 ,遍及 各 学 科 。 鸡 
ISSER , AUSE MKLUYE ,回首 当年 ,不禁 神 往 。 院 士 中 年 龄 最 大 者 为 张 元 济 先 生 ,最 幼 者 
是 我 。 两 人 都 是 嘉兴 人 ( 张 先生 籍 海盐 , 曾 属 嘉兴 府 ) ,可 称 巧 合 。 

所 中 渐 有 高 级 的 研究 人 员 。 陈 建功 先生 曾 在 上 海 工 作 一 年 。 在 南京 参加 的 有 
李 华 宗 先 生 、 胡 志 桢 先生 、 王 宪 钟 先生 。 李 先生 不 幸 于 1949 年 谢世 。 胡 、 王 两 先生 | 
后 来 都 当选 为 中 研 院 院士 。 

FUSE LL HOE AGE ,是 一 个 理想 的 研究 环境 ,我 很 少 进 城 。 数 学 所 的 房子 于 1948 
年 底 落 成 ,但 从 未 用 过 ,至 今 仍 在 。 





1948 年 秋 南 京 还 举行 了 许多 学 术 会 议 (包括 中 研 院 第 一 次 院士 会 议 ) ,盛况 空 
前 ,一片 歌舞 升平 的 气象 。 我 因 忙 于 工作 ,未 能 深切 了 解 时 局 的 变化 。10 月 底 有 一 
天 忽 接 普林斯顿 高 级 研究 所 所 长 R. 奥 本 海 默 ( 即 主持 制造 第 一 颗 原 子弹 的 物理 学 
家 ) 的 电报 ,电文 说 :“ 如 果 我 们 可 以 做 什么 事 便 利 你 来 美 ,请 告知 ”我 开始 读 英文 
报纸 , 才 知 南京 局 面 不 能 入。 朋友 们 意见 分 层 。 何 去 何 从 ,在 我 讲 是 很 明显 的 。 只 
是 两 年 多 的 心血 辛 苗 , 弃 于 一 旦 ,离开 南京 时 的 情绪 是 悲凉 的 。 

我 们 一 家 于 1948 年 12 月 31 日 乘 泛 美 机 由 上 海 飞 美 。 





但 是 三 年 的 工作 并 未 浪费 。 当 时 的 青年 研究 人 员 都 能 坚守 数学 六 位 ,有 的 并 
有 杰出 的 成 就 ,列举 如 次 : 

1. 路 见 可 是 第 一 位 助理 员 ,武汉 大 学 毕业 , 惜 不 久 即 返 武 汉 ,现任 武汉 大 学 
教授 。 

2. 闫 文俊” 上 海 交大 毕业 ,早日 即 显示 独立 工作 的 能 力 。 留 法 习 拓 扑 , 对 纤 
维 从 的 拓扑 有 重要 贡献 。 曾 于 1956 年 获 国家 科学 一 等 奖 。 曾 任 中 国 数学 会 理事 
长 。 现 在 中 国 科学 院 系统 研究 所 工作 。 

3. 陈 杰 ”四 川 大 学 毕业 。 曾 任 内 蒙古 大 学 副 校长 。 
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4. 陈 德 开 ” 四 川 大 学 毕业 。 现 在 乌鲁木齐 。 南 京 别 后 ,未 再 见 德 吏 。 

5. 周 租 麟 ”上 海 大 同 大 学 毕业 , 曾 留 苏 莫斯科 大 学 。 从 拓扑 改 攻 偏 微分 方 
程 ,其 有 成 绩 。 在 北京 大 学 训练 了 一 批 后 起 的 偏 微 工作 者 。 

6. 叶 彦 谦 ” 浙江 大 学 毕业 ,现在 南京 大 学 。 对 于 和 常 微分 方程 有 广泛 而 深入 的 
研究 。 他 的 工作 有 国际 地 位 。 

7. 曹 锡 华 ”浙江 大 学 毕业 ,现在 华东 师范 大 学 。 专 攻 代数 。 他 把 华东 师 大 的 
数学 系 建立 为 国内 的 一 个 数学 中 心 。 

8. 马良 “中 央 大 学 毕业 ,后 在 清华 ,已 去 世 。 记 得 马良 书 讲 得 好 。 

9. 偶 锡 璋 ”浙江 大 学 毕业 。 锡 璋 有 才 , 英 年 早 逝 为 惜 。 

10. KRW ”浙江 大 学 毕业 ,后 去 英国 牛津 大 学 随 名 师 了 .怀特 海 工 作 。 在 同 
伦 论 方面 有 重要 贡献 。 现 在 科学 院 数学 所 。 

11. WAE ”浙江 大 学 毕业 。 能 精 思 ,现在 吉林 大 学 。 

12. 林 持 ”浙江 大 学 毕业 。 晚 年 致力 于 微 积 分 的 基础 。 现 在 浙大 。 

13. 麻山 涛 ”西南 联 大 毕业 。 山 涛 对 拓扑 有 深刻 的 了 解 。 赴 美 获 芝加哥 大 学 
博士 ,返回 后 任 北京 大 学 教授 。 于 1986 年 获 第 三 世界 科学 院 数 学 奖 。1987 年 获 国 
家 科学 一 等 奖 。 

14. 杨 忠 道 ” 浙 江 大 学 毕业 ,美国 图 兰 大 学 博士 。 对 拓扑 的 几何 应 用 及 变换 
群 论 贡 献 丰 富 。 现 任 美国 宾 州 大 学 教授 , 曾 任 系 主任 。 

15. REA 西南 联 大 毕业 。 他 的 拓扑 工作 富 创 造 性 。 曾 任 伊利 诺 斯 大 学 教 
授 多 年 ,不 幸 于 两 年 前 去 世 。 
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6. BL AR ae YE AY Ta 


此 信 写 于 1947 4-3 H 7 日。 作者 时 任 中 央 研 究 院 数学 研究 
所 代理 所 长 , 曾 邀 请 著名 数学 家 吾 . 外 尔 访问 中 国 。 外 尔 因 故 不 
能 成 行 ,有 信 回 复 陈 省 身 , 现 附 于 此 。 这 两 信 现 存 中 国 第 二 历史 
档案 馆 。 此 处 根据 李 旭 辉 提供 的 复印 件 重 排 ,编者 加 上 标点 。 
Sb mR AAS Wy EB PIE RP RK 


骗 先 由 先生 道 鉴 : 

接 奉 三 月 五 日 手 示 。 敬 悉数 学 所 将 于 本 年 七 月 正式 成 立 并 承 嘱 于 立夫 先生 
未 返 国 期 间 代理 所 长 职务 。 才 轻 任 重 , 不 胜 居 惧 。 省 身上 念 ” 先 生 之 知 遇 ,下 念 本 
所 发 展 之 重要 , 兼 以 立夫 先生 明 夏 当 可 返 国 ,代理 期 间 不 过 一 载 。 思 维 再 四 ,不 敢 
言辞 。 惟 自 人 清华 以 来 ,前 后 已 十 有 七 载 ,半生 学 术 生 活 始终 与 清华 相 联系 。 关 系 
之 深 , 实 在 情感 。 敢 乞 先 与 月 涵 先 生 商 酌 ,得 其 同意 , 庶 将 来 所 务 稍 有 头绪 , 仍 可 返 
校 执教 。 既 符 我 院 与 大 学 合作 之 宗旨 , 复 偿 省 身 报答 清华 培植 之 深情 。 于 公 于 私 ， 
似 可 两 全 。 谅 位” 先生 之 同情 。 至 于 美国 大 学 约 聘 执教 ,起 于 去 年 夏 间 。 所 允 待 
A ERRea ER. SURE RA TRESS REARS, Oi A. (AR 
洽 信 件 始终 未 断 。 旅 美 三 载 , 知 友 遍 该 国学 术 界 ,情意 实感 难 却 。 倘 时 机 适当 , 仍 
愿 赴 彼 作 一 二 年 之 讲授 ,期 得 工作 上 切磋 之 益 。 因 手书 及 此 , 附 陈 素 愿 。 注 ” 辱 
教之 。 专 此 敬 请 


= 
AR 


后 学 陈省身 键 上 
三 月 二 日 


(D 朱 家 骅 (1892 ~ 1963), 字 骗 先 。 浙 江湖 州 人 。 当 时 任国 民 党 政府 的 教育 部 部 长 兼 中 央 研究 院 院 长 。 
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Mt: 外 尔 1947 年 2 月 15 日 给 陈省身 的 信 


亲爱 的 陈 : 

您 如 此 费心 尽力 安排 我 访问 中 国 , 所 以 我 最 终 决定 至 少 今年 不 接受 邀请 一 定 
让 您 失望 了 ,特别 是 我 曾 写 信 给 您 表示 原则 上 一 一 但 有 所 保留 准备 接受 邀请 。 
中 央 研 究 院 院 长 9 月 来 的 电报 不 很 明确 ,所 以 我 等 着 一 封 更 明确 的 信 。 这 让 您 于 
10 月 23 日 写 来 一 封 极为 亲切 的 信 并 让 研究 院 的 秘书 花 了 两 个 多 月 安排 我 的 旅行 ， 
真是 遗憾 。 我 是 在 快要 年 底 的 时 候 收 到 这 些 东 西 的。 钱 还 没有 汇 来 ,我 将 根据 您 
的 指示 处 置 它 。 当 然 我 向 一 些 人 了 解 了 中 国 的 一 般 情况 和 正在 发 生 的 事件 : 我 向 
段 [学 复 ] 打 听 , 与 在 普林斯顿 和 其 他 地 方 的 中 国 数学 家 交谈 ,并 询问 了 中 华 医 学 会 
的 Loucks 医生 一 一 他 与 北平 协和 医学 院 已 有 20 多 年 关系 ,是 中 国 真 正 的 朋友 ,最 
近 刚 回来 。 

我 认为 不 能 否认 的 是 ,自从 您 开始 安排 我 1947 ~ 1948 年 访问 中 国 一 事 以 来 ,中 
国 的 经 济 与 政治 形势 恶化 了 。 那 时 冲突 的 各 方 有 和 解 的 希望 ,但 现在 裂缝 加 大 ,并 
且 经 济 危 机 和 和 军费 浩大 的 内 战 拖累 了 国家 的 重建 。 这 样 的 事态 发 展 当然 让 我 中 
踊 。 在 正 遭 受苦 难 的 朋友 中 间 相 对 富足 地 生活 着 ,这 样 的 想法 并 不 令 人 人 愉快。 我 
认为 今年 来 访 的 时 机 是 不 成 熟 的 。 | 

另外 还 有 一 些 不 能 忽视 的 个 人 原因 使 我 难以 现在 接受 邀请 。 其 中 之 一 是 ,我 
的 医生 不 赞成 我 进行 这 次 旅行 ,他 认为 最 好 再 过 一 段 时 间 。 但 是 多 讲 这 些 没什么 
意义 。 因 为 实际 使 我 最 终 做 出 决定 并 且 别 无 选择 的 ,是 由 于 我 妻子 将 至 少 在 今后 
的 几 个 月 内 不 能 照顾 我 。 

我 们 这 几 天 被 告知 ,她 必须 要 动 一 个 大 手术 。 她 明确 地 要 我 向 您 转达 她 的 最 
良好 的 问候 。 请 不 要 把 这 最 后 一 件 事 告 诉 别 人 ,但 我 想 您 应 该 知道 我 做 决定 的 最 
终 原因 。 姜 [立夫 ] 一 一 他 始终 待 我 极其 友好 一 一 也 知道 这 件 事 。 他 认为 这 只 是 推 
迟 我 对 中 国 的 访问 。 但 很 清楚 中 国 科学 院 没有 任何 义务 以 后 重 发 邀请 。 

同时 我 想 在 这 个 国家 里 对 中 国 的 数学 和 数学 家 有 所 帮助 。 我 将 过 问 有 关 天 文 
学 家 的 事 。 如 果 华 [ 罗 庚 ] 可 以 在 [普林斯顿 ] 研 究 所 再 有 呆 一 年 我 们 会 很 高 兴 。 西 格 
尔 很 可 能 几 星期 后 从 格 丁 根 回来 。 — 

我 祈 衬 使 我 不 能 接受 您 们 非常 友好 的 邀请 的 那些 情况 都 只 是 暂时 的 。 愿 中 国 
很 快 就 会 找到 办 法 摆脱 目前 的 严重 困难 ! 我 不 放弃 这 样 的 希望 ,有 一 天 我 会 在 您 
的 国家 和 您 见面 。 
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原 载 《 传 记 文学 ) 第 5 卷 第 5 期 ,台北 ,1964 F. 


在 国外 一 住 十 几 年 ,每 天 与 同行 者 切磋 , 乐 而 不 疲 , 不 觉 象牙 之 塔 的 寂 密 与 讽 
刺 。 这 次 回国 ,得 与 威 友 家 人 小 聚 ,引起 了 半生 的 回忆 ,真如 一 梦 。 一 生 有 幸 , 得 与 
许多 当代 中 外 数学 大 师 ,有 或 深 或 浅 的 交谊 。 在 数学 渐 受 社会 重视 的 今日 ,有 些 史 
实 , 或 者 是 大 家 所 乐 闻 的 。 

我 是 1911 年 10 月 28 日 生 在 浙江 嘉兴 。 幼 时 因为 祖母 钟爱 ,一 直 不 上 学 。 家 
中 有 时 请 先生 来 教 ,但 并 不 是 长 期 的 。 我 最 初期 的 国文 ,是 一 位 未 出 嫁 的 姑母 教 
的 。 我 父亲 游 宦 在 外 。 记 得 有 一 次 他 回 家 过 年 , 教 了 我 阿拉 伯 字 母 及 四 则 算法 。 
家 里 有 一 部 “笔算 数学 "上 中 下 三 册 ,他 走 后 我 自己 做 里 边 的 题目 。 题 目 很 多 ,我 想 
除了 一 些 最 难 的 ,我 大 多 会 做 。 我 以 为 这 种 题目 别 的 小 孩 一 定 也 都 会 的 ,根本 没有 
告诉 人 。 

等 到 1919 年 秋天 ,祖母 觉得 我 实在 不 该 不 上 学 了 ,就 把 我 送 到 县 立 小 学 ,大 约 
是 插入 小 学 四 年 级 。 三 、 四 年 级 在 同一 教室 ,共有 约 30 个 学 生 。 第 一 天 家 里 送 午 
饭 在 教室 吃 ,同学 都 走光 了 ,独自 吃饭 ,觉得 很 凄凉 。 等 到 4 点 钟 下 班 前 ,不 知道 为 
了 什么 ,教员 拿 了 戒 尺 ,下 来 把 每 一 学 生 打 一 下 到 四 下 不 等 ,只 有 我 未 被 打 , 大 约 我 
这 一 天 实在 老实 ,没有 被 打 的 理由 。 

这 样 一 来 ,我 不 肯 再 去 学 校 了 。 在 家 又 玩 了 一 年 。 次 年 (1920) 去 投考 教会 办 
的 秀 州 中 学 高 级 小 学 一 年 级 。 那 时 我 的 国文 程度 是 中 等 ,但 是 做 过 笔算 数学 的 习 
题 的 人 ,应 付 数学 考试 ,自觉 裕 如 ,所 以 就 考 人 了 秀 州 。 

1922 年 秋天 ,我 父亲 在 天 津 法 院 任 事 ,决定 把 全 家 搬 到 天 津 。 我 们 住 在 天 津 的 
河北 区 ,附近 有 交通 部 办 的 “ 扶 轮 中 学 ”。 冬 天 就 插班 人 扶 轮 中 学 一 年 级 。 现 在 在 
中 央 党 部 任职 的 詹 纯 锋 兄 ,和 我 在 扶 轮 同班 。 我 们 在 1926 年 中 学 毕业 后 ,直到 今 
^F (1964) 7 BET, 

我 在 扶 轮 的 一 级 ,是 所 请 “旧制 ”的 四 年 毕业 。 毕 业 前 一 年 ,我 父亲 的 朋友 钱 宝 
琼 ( 琢 如 ) 先 生来 南开 大 学 任教 授 。 钱 先生 专 治 中 国 算 学 史 , 在 这 方面 是 很 有 创见 
的 。 他 一 人 住 在 南开 ,有 时 来 我 家 ,就 谈 到 我 的 升学 问题 , 进 南 开 就 成 为 可 能 性 
之 一 。 
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扶 轮 的 同学 大 部 分 为 铁路 员工 子弟 ,大 多 是 预备 毕业 后 谋 铁路 工作 的 。 因 此 
升学 的 对 象 不 外 是 南洋 大 学 .唐山 和 北京 交大 。 因 为 同学 的 影响 ,我 的 第 一 志愿 是 
唐山 大 学 。 

但 是 当时 有 两 件 事情 ,影响 我 升学 的 选择 。 第 一 是 当时 华北 的 政治 军事 局 面 
不 安定 , 连 北京 到 沈阳 的 铁路 干线 都 时 断 时 通 , 投 考 须 遇 交通 困难 。 第 二 是 我 祖母 
在 那 年 (1926) 夏 天 去 世 , 家 中 正 办 丧事 。 

结果 我 留 在 天 津 ,投考 了 南开 和 北洋 大 学 。 因 为 只 上 过 四 年 中 学 ,北洋 只 准 我 
考 预 科 , 南 开 却 许 我 考 本 科 , 等 于 跳 了 两 班 。 这 自然 对 我 后 来 之 进 南开 ,有 很 大 的 
关系 。 

考 南开 怕 是 躁 进 ,因为 我 的 准备 不 足 。 数 学 的 主要 科目 是 解析 几何 ,我 根本 没 
有 学 过 。 我 在 扶 轮 所 读 的 物理 化 学 也 不 够 。 家 中 正 遭 祖母 丧事 , 乱 得 不 堪 , 但 是 竟 
考取 了 。 事 后 钱 琢 如 先生 告诉 我 说 我 的 数学 考试 是 第 二 名 。 每 逢 考试 我 的 数学 是 
王牌 , 它 总 是 把 我 的 平均 分 数 拉 上 去 。 

南开 理学 院 分 数学 WME AMOR OBR AA BRE 
侗 四 先生 主持 。 那 些 系 差 不 多 都 是 “一 人 系 ”, 除 他 们 四 位 外 教授 很 少 。 父 亲 同 我 
都 不 知道 有 些 什么 东西 可 读 ,也 不 知道 毕业 后 有 什么 事 好 做 。 不 过 觉得 物理 似 较 
切实 ,所 以 人 学 时 倾向 于 进 物理 系 。 

因为 实际 上 跳 了 两 班 , 初 进 大 学 时 是 有 些 困难 的 。 我 选 了 一 门 定 性 分 析 , 是 气 
宗 岳 先生 教 的 ,助教 是 赵 克 捷 先生 ,外 号 赵 老 虎 , 以 严厉 著名 。 我 第 一 次 上 化 学 实 
验 , 被 指定 一 个 柜子 ,内 有 些 化 学 仪器 。 同 时 接 到 一 个 单子 ,上 有 这 些 仪 器 的 英文 
名 字 。 我 们 第 一 件 事 是 对 照 所 得 仪器 是 否 完全 。 我 的 实验 经 验 ,差不多 是 没有 的 ， 
根本 不 知道 单 上 名 词 与 柜 中 仪器 的 对 应 关系 。 当 天 指定 的 工作 是 吹 玻 璃 管 ,我 自 
然 弄 不 好 。 幸 亏 化 学 系 有 一 位 职员 在 试验 室 , 在 将 结束 实验 前 代 我 吹 成 了 一 些 。 
我 拿 着 玻璃 管 觉得 还 很 热 ,就 用 冷水 一 冲 , 于 是 前 功 尽 弃 。 | 

回来 想 了 几 天 ,党 得 无 论 如 何 化 学 是 读 不 下 去 了 。 结 果 退 选 化 学 ,改选 一 门 初 
等 力学 。 当 时 南开 第 三 年 才 分 系 , 不 过 我 因为 不 愿 读 化 学 ,所 以 在 理学 院 只 剩 数学 
系 可 进 。 

那 年 姜 立 夫 先 生 请 假 去 厦门 大 学 ,数学 系 只 有 钱 先生 一 人 。 我 的 微 积分 力学 
都 是 钱 先生 教 的 。 另 外 选 了 国文 英文 .物理 三 课 。 物 理 是 饶 树 人 先生 教 的 。 馈 先 
生 学 贯 中 西 ,但 是 物理 学 牵涉 太 多 ,我 读 不 好 。 惟 每 跟 数 学 有 关 , 我 就 没有 困难 。 
因此 对 于 物理 的 基本 概念 ,虽然 没有 读 懂 , 及格 是 没有 问题 的 。 

一 年 级 的 生活 ,对 我 是 很 舒服 的 。 微 积分 力学 两 课 , 只 要 做 些 习 题 。 国 、 英 文 
则 读 不 读 对 于 成 绩 不 发 生 太 多 影响 。 物 理 只 有 一 堂 实验 , 费 些 工夫 ,对 于 它 的 内 
容 , 无 意 求 深切 了 解 。 我 做 实验 ,只 作 几 个 基本 度量 , 余 时 只 凑 答 数 ,所 以 结束 得 很 
快 。 但 藉 此 倒 可 了 解 一 些 课程 的 内 容 。 
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在 台北 时 有 一 位 记者 先生 问 我 如 何 决定 读数 学 的 。 我 说 中 英文 都 不 好 ,又 不 
会 做 实验 ,就 只 好 读数 学 了 。 这 个 答案 实 相当 近 真 。 现 在 想来 ,我 的 读书 路 线 , 实 
在 是 早 就 确定 的 。 比 之 多 才 多 艺 的 人 ,我 的 选择 问题 ,较为 简单 ,一 生 受 此 益处 
不 浅 。 

那 一 年 的 时 间 ,用 于 看 小 说 杂书 者 不 少 ;也 时 常 蔡 人 作文 。 我 的 中 英文 虽然 都 
不 好 ,但 还 有 不 如 我 的 人 。 我 动笔 很 快 ,一 写 两 三 篇 ,把 最 好 的 一 篇 留 给 自己 ,其 他 
的 送 人 。 但 有 时 人 家 反比 我 得 更 好 的 分 数 。 一 年 级 时 我 的 朋友 大 都 是 成 绩 不 顶 好 
的 ,我 时 常 替 他 们 做 种 种 的 作业 ,以 消磨 时 间 。 

1927 年 我 升 人 二 年 级 ,我 的 读书 生活 与 态度 有 很 大 的 改变 。 那 年 姜 立 夫 先 生 
回 南开 。 姜 先生 在 人 格 上 道德 上 是 近代 的 一 个 圣人 (记得 胡适 之 先生 在 独立 评论 
的 一 篇 文章 上 也 曾 如 此 说 过 )。 他 态度 严正 ,循循善诱 ,使 人 感觉 到 读数 学 有 无 限 
的 兴趣 与 前 途 。 南 开 数 学 系 在 他 主持 下 图 书 渐 丰 ,我 也 渐渐 自己 能 找 书 看 。 

另 一 个 至 少 受 同样 影响 的 人 ,是 同 级 友 吴 大 任 ( 大 玄 的 堂 弟 )。 大 任 是 绝顶 聪 
明 的 人 。 他 在 南开 中 学 毕业 ,得 四 年 奖学金 免考 升 入 大 学 。 他 什么 功课 都 好 。 第 
一 年 由 南开 中 学 升 大 学 的 人 , 常 互 相聚 在 一 起 ,我 同 他 们 较 少 接触 机 会 。 但 从 二 年 
级 起 直到 毕业 ,我 同 大 任 几 乎 形影不离 。 大 均 比 我 们 高 一 班 ,人 比 我 们 成 熟 ,所 以 
虽然 同班 上 一 些 课 , 而 也 很 相 熟 ,但 在 一 起 的 机 会 ,没有 这 样 多 。 

1927 年 左右 的 中 国 数学 界 是 很 贫 弱 的 。 那 时 北方 北京 大 学 有 汉 祖 苟 ( 汉 叔 ) 先 
^k ,南方 则 东南 大 学 有 留 法 前 辈 何 鲁 、 段 调 元 .能 庆 来 各 位 先生 。 中 国人 以 数学 为 
主 科 在 国外 得 博士 学 位 的 只 有 胡 明 复 、 姜 立夫 二 先生 ( 均 在 哈佛 )。 明 复 先生 对 组 
织 中 国 科学 社 及 编 印 “ 科 学 ?杂志 功劳 甚大 。 可 惜 他 回国 不 久 ,就 去 世 了 ,对 于 发 展 
中 国 数学 ,不 能 有 更 大 的 贡献 。 他 的 论文 和 俞 大 维 先生 关于 数理 逻辑 的 论文 , 似 是 
中 国人 在 国外 主要 数学 杂志 上 最 早 发 表 的 文章 。 

南开 的 数学 系 那 时 以 脚踏实地 见长 。 姜 先生 教书 是 极 认 真 的 ,每 课 必 留 习题 ， 
每 题 必 经 评阅 。 在 我 进 南 开 前 , 他 所 训练 的 学 生 刘 晋 军 . 江 泽 涵 那 时 都 在 哈佛 读 
书 , 申 又 酥 则 留 校 任 教员 。 可 说 新 的 一 代 渐 渐 崛 起 。 

在 那 段 时 期 , 吴 大 任 同 我 是 数学 系 最 好 的 学 生 。 姜 先生 很 高 兴 , 开 了 许多 在 当 
时 认为 高 深 的 课 , 如 线性 代数 、 复 变 函 数论 .微分 几何 \ 非 欧 几 何等 等 。 我 的 基本 数 
学 训练 都 是 姜 先 生 口 授 的 。 我 性 喜 浏 览 ,等 到 1930 年 毕业 时 还 读 过 若干 杂志 上 的 
论文 。 段 茂 澜 先生 教 我 德 文 和 法 文 ,都 达到 了 能 读数 学 书 的 程度 。 

这 几 年 清华 因 改 为 大 学 而 突飞猛进 。1930 年 我 在 南开 毕业 那 年 ,清华 决定 办 
研究 院 。 我 看 清楚 要 深造 必须 出 国 留学 ,但 家 里 不 能 供给 我 ,所 以 必须 要 找 公费 。 
清华 偶然 招 公 费 生 ,但 并 不 每 年 举行 ,名 额 中 也 不 一 定 有 数学 。 清 华 研究 院 规 定 ， 
毕业 后 成 绩优 秀 者 可 派送 留学 。 所 以 大 任 与 我 经 多 次 商讨 后 都 去 投考 清华 。 

我 去 清华 的 另 一 个 目的 ,是 想 跟 孙 光 远 先生 做 点 研究 。 孙 先生 南京 高 等 师范 
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毕业 ,芝加哥 大 学 博士 ,专攻 “投影 微分 几何 学 ”。 他 是 当时 中 国 数学 家 中 唯一 在 国 

外 杂志 发 表 论 文 的 ;也 是 第 一 个 中 国 数学 家 ,在 博士 论文 后 继续 写 研 究 论文 的 。 在 

他 的 指导 下 ,我 在 1932 年 4 清华 理科 报告 》 发 表 第 一 篇 研究 论文 。 以 后 又 继续 写 了 

两 篇 这 方面 的 论文 ,都 发 表 在 日 本 《东北 数学 杂志 》。 

大 任 同 我 都 考取 了 清华 研究 院 。 但 他 因 家 庭 关 系 , 改 就 广州 中 山大 学 助教 。 
清华 数学 系 因为 只 有 我 一 个 研究 生 ,决定 延 办 研究 院 , 改 聘 我 为 助教 ,所 以 我 到 
1931 年 才 做 研究 生 。 因 为 是 第 一 年 考取 的 ,我 的 学 号 是 零 零 二 ,有 时 成 为 朋友 们 的 
谈话 资料 ,其 实学 号 是 照 姓名 英文 拼 法 的 字母 排 的 ,并 无 其 他 含义 。 

清华 渐 成 国内 最 高 学 府 之 一 , 尤 以 理学 院 为 然 。 数 学 系 教授 有 能 庆 来 、 孙 光 
远 、 杨 武之 及 我 后 来 的 岳父 郑 桐 苏 先生 ,教员 有 周 鸿 经 . 唐 培 经 先生 。 学 生 很 多 优 
2538 UE FEDR A RAER. 

孙 光 远 先 生 率 直 天 真 , 相 处 其 欢 。 我 用 许多 时 间 读 投影 微分 几何 的 论文 ,可 惜 
那 只 是 数学 的 一 旁 支 。 投 微 的 研究 当时 已 到 结束 阶段 ,我 渐 觉 它 的 肤浅 。 但 是 后 
来 在 这 方面 又 写 了 几 篇 论文 ,都 是 难题 目 做 不 出 时 用 来 调剂 心情 的 结果 。 那 时 国 
内 的 数学 界 渐渐 注重 研究 ,但 实在 还 没有 人 了 解 研究 的 主流 所 在 。 

那 时 清华 数学 系 最 引 人 注 意 的 人 物 , 当 数 华罗庚 。 罗 庚 江 苏 金 坛 人 ,和 培 经 
同乡 。 

罗 庚 初中 毕业 后 辍学 在 家 ,就 自修 数学 ,因为 同乡 关系 ,他 同 培 经 通信 ,质询 数 
学 问题 。 有 一 期 学 艺 杂 志 上 一 位 先生 “证 明 ” 五 次 方程 式 可 解 ,编者 竟 登 载 了 。 罗 
庚 能 把 错误 找 出 ,因此 数学 系 决 聘 他 为 图 书 管理 员 。 他 1931 年 来 清华 ,办 公 桌 放 
在 系 主任 能 先生 办 公 室 外 面 ,不 久 就 成 了 系 里 的 中 心 人 物 。 罗 庚 是 一 个 十 分 活跃 
的 人 , 凡 学 术 讨论 , 系 内 人 事 , 他 无 不 参与 。 他 是 确 有 数学 天 才 的 ,每 天 工作 十 几 小 
时 ,所 以 短期 内 便 有 文章 在 国外 杂志 发 表 。 他 的 腿 因 幼 时 患 伤 寒 症 而 踊 ,又 因 没 有 
上 过 大 学 ,和 大 家 出 身 不 同 ,以 致 有 高 度 的 不 安全 感 。 他 在 数论 .代数 .多 元 复 变 函 
数论 ,都 有 重要 的 贡献 。 关 于 他 的 故事 很 多 。 记 得 有 一 次 他 的 一 篇 文章 ,经 某 德国 
杂志 接受 ,他 站 在 科学 馆 前 ,着 人 握手 , 告 此 喜 信 。 

1932 年 胡 坤 升 ( 旭 之 ) 先 生来 任 专任 讲师 。 胡 先生 专长 变 分 学 ,他 在 芝加哥 大 
学 的 博士 论文 是 一 篇 难得 的 好 论文 。 旭 之 先生 沉默 赛 言 ,学 问 渊博 ,而 名 誉 不 及 他 
的 成 就 。 他 不 久 改 任 中 央 大 学 教授 , 近 闻 已 作 古 人 , 深 念 这 个 不 求 闻 达 的 纯粹 
学 者 。 | 

这 个 时 期 ,有 些 国 外 学 者 来 华 访问 ,数学 家 有 哈佛 的 GE SLE. W. 布 拉 施 
克 先 生 。 布 氏 是 德国 汉堡 大 学 教授 ,有 名 的 几何 学 家 。 他 做 了 一 组 演讲 ,题目 是 
“微分 几何 的 拓扑 问题 ”。 演 讲 的 内 容 深 入 浅 出 ,大 开眼 界 , 使 我 深切 考虑 到 去 汉堡 
读书 。 

在 清华 四 年 (1930 至 1934 年 ) 读 书 不 太 紧 张 , 但 亦 未 太 荒 废 时 间 。 目 然 多 读 了 
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些 书 , 也 学 会 了 写 投 影 微分 几何 的 文章 。 那 段 时 期 确定 了 微分 几何 为 自己 研究 的 
方向 。 微 分 几何 的 出 发 点 是 微 积 分 在 几何 学 上 的 应 用 ,有 三 百 多 年 的 历史 。 自 从 
爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 以 后 ,大 家 想 从 几何 里 找 物理 的 模型 ,不 少 几 何 学 家 在 那里 
工作 ,可 惜 至 今 成 就 不 大 。 

微分 几何 的 正确 方向 是 所 谓 “ 大 型 微分 几何 ”, 即 研究 微分 流 形 上 的 几何 性 质 。 
它 与 拓扑 学 有 密切 关系 ,其 系统 研究 , 那 时 刚才 开始 。 这 是 在 清华 时 始终 民 慢 着 的 
方向 ,但 未 兽人 门 。 那 时 候 的 心情 ,是 远 望 着 一 座 美丽 的 高 山 , 还 不 知 如 何 可 以 
攀登 。 

1930 年 以 后 ,国内 数学 界 有 长 足 的 进步 。 许 多 在 国外 留学 而 有 成 就 的 学 生 回 
国 了 。 北 大 有 江 泽 洱 、. 申 又 桃 先 生 ,浙大 有 陈 建 功 . 苏 步 青 先 生 ,其 他 如 中 央 、 中 山 、 
武汉 等 数学 系 标准 都 提高 了 。 尤 其 浙大 在 陈 、 苏 二 先生 主持 下 ,学 生 甚 多 ,工作 极 
勤 。 可 惜 他 们 采取 的 态度 ,可 名 为 “学徒 制 ” ,学生 继 续 做 先生 的 问题 , 少 有 青 出 于 
蓝 的 机 会 。 要 使 科学 发 展 , 必 须要 给 工作 者 以 自由 ,这 是 值得 深长 思 的 。 

1934 年 夏 我 毕业 于 清华 研究 院 ,得 到 两 年 公费 的 机 会 。 清 华 公 费 普 通 是 留美 ， 
但 我 得 到 准许 , 留 德 去 汉堡 大 学 。 汉 大 是 第 一 次 大 战 后 才 成 立 的 ,但 数学 系 已 很 有 
名 。 那 年 希特勒 获得 政权 ,驱逐 犹太 教授 ,德国 的 老大 学 如 格 丁 根 、 柏 林 等 都 六 学 
潮 。 汉 堡 数 学 系 垃 而 比较 局 面 安静 而 工作 活 获 ,不 失 为 数学 家 理想 的 去 处 。 

汉 大 数学 教授 除 布 拉 施 克 外 , 尚 有 下 . 阿 廷 上 . 赫 克 两 人 ,其 中 尤 以 阿 廷 氏 最 为 
突出 。 他 是 近代 抽象 代数 开创 者 之 一 。 但 他 的 兴趣 及 于 整个 数学 。 他 的 演讲 与 论 
文 , 都 是 组 织 严密 ,曲折 不 穷 。 难 懂 的 理论 ,经 他 整理 ,都 变 成 自然 。 他 20 多 岁 即 
任 正 教授 ,为 人 随和 ,看 起 来 像 学 生 。 

我 9 月 到 汉堡 ,学 校 11 月 才 开学 ,10 月 初 布 先生 度假 归来 ,给 我 他 所 新 写 的 几 
入 论文 。 我 不 到 开学 ,就 找 出 他 一 篇 论文 里 一 个 漏洞 。 他 很 高 兴 , 叫 我 想法 补正 ， 
我 也 居然 做 到 了 ,结果 写成 在 汉堡 的 第 一 篇 论文 。 德 国 大 学 制度 ,博士 学 位 的 主要 
条 件 是 论文 ,指导 的 教授 差不多 可 以 完全 决定 学 位 的 授予 。 我 总 算 初 见 就 给 布 先 
生 一 个 好 的 印象 。 

汉堡 立刻 成 了 中 国学 数学 者 的 圣地 。 姜 立夫 先生 那 年 恰好 休假 ,来 了 汉堡 。 
其 他 有 曾 炯 之 HE . 周 炜 良 等 。 曾 、 程 二 兄 已 在 格 丁 根 得 了 博士 。 炯 之 是 女 数 
学 家 EE. 诺 特 的 学 生 。 他 的 论文 是 有 名 的 “ 曾 氏 定理 ”, 在 代数 几何 中 是 一 个 有 基本 
性 的 贡献 。 炯 之 为 人 直 磋 诚恳 ,没有 人 不 喜欢 他 ,不幸 在 抗战 时 和 死 于 四 川西 昌 。 诺 
特 先生 是 抽象 代数 领导 人 之 一 ,大 家 公认 为 女性 中 最 伟大 的 数学 家 , 放 在 男性 数学 
家 中 也 绝对 是 第 一 流 的 。 

1935 年 来 汉堡 的 有 吴 大 任 。 他 考取 第 一 届 留 英 公 费 , 从 伦敦 大 学 转 来 汉堡 。 
SKA ARS . 金 再 赣 等 也 陆续 而 来 。 大 任 的 夫人 陈 缉 亦 习 数学 。 布 匈 生 时 常 旅 
行 , 数 学 上 同 我 接触 最 多 的 是 EE. 凯 勒 博士 。 凯 勒 先生 那 时 刚 完 成 他 的 一 篇 论文 ， 
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后 来 称 为 " 凯 勒 空间 ”的 即 此 论文 之 发 现 。 他 是 布 先 生 的 助教 ,他 学 问 渊 博 ,态度 谦 
和 ,工作 上 正在 突进 的 时 期 。 他 写 了 一 本 小 书 " 微 分 方程 组 论 ” ,发 挥 法 国 大 数学 家 
E. 嘉 当 的 理论 。 书 中 的 基本 定理 ,后 来 称 为 嘉 当 - 凯 勒 定理 , 饥 勒 先生 领导 一 讨论 
班 , 共 读 他 的 书 。 但 是 这 理论 太 复 杂 了 , 凯 先 生 又 不 善于 讲 书 , 结 果 如 一 般 讨 论 班 
的 命运 ,参加 者 愈 来 您 少 。 我 则 "抗战 到 底 ” ,所 以 也 许 是 最 受益 处 的 人 。 

从 此 讨论 班 我 逐渐 认识 嘉 当 的 伟大 数学 天 才 。 嘉 当先 生 的 论文 以 难 读 出 名 。 
我 渐渐 习惯 于 他 的 想法 ,觉得 实在 是 最 自然 的 。 我 的 博士 论文 是 嘉 当 方法 在 微分 
几何 上 的 应 用 ,是 一 篇 脚踏实地 的 工作 ,但 无 惊人 之 处 。 我 的 论文 1935 年 秋天 就 
完成 了 ,因为 等 布 先生 返 德 ,1936 年 初 才 正式 得 学 位 。 

周 炜 良 先生 因为 后 来 的 周 太 太 是 汉堡 人 ,所 以 虽 在 莱比锡 大 学 注册 ,几乎 常常 
住 在 汉堡 。 他 1936 年 夏天 得 博士 。 他 的 论文 的 内 容 , 后 来 在 代数 几何 中 称 为 “ 周 
氏 坐 标 ” ,是 一 个 重要 的 成 绩 。 

从 现在 的 标准 讲 ,汉堡 是 一 个 规模 不 大 的 中 心 。 但 它 有 第 一 流 的 领导 者 , 因 之 
有 优秀 的 学 生 。 两 年 在 汉堡 的 留学 生活 ,就 我 讲 是 很 愉快 的 。 

1936 年 夏 我 的 公费 期 满 ,就 接 到 清华 与 北大 的 聘 约 。 我 却 决 定 去 巴黎 随 嘉 当 
先生 工作 一 年 。 那 年 得 到 中 华文 化 基金 会 的 补助 。 这 于 我 在 数学 研究 发 展 上 确 是 
有 决定 性 的 一 年 。 嘉 当先 生 不 但 是 一 个 伟大 的 数学 家 ,他 为 人 和 访 随 便 ,也 是 最 好 
的 教员 。 他 是 巴黎 大 学 的 几何 学 教授 ,学 生 众多 ,在 他 办 公 时 间 , 候 见 的 要 排队 。 
幸亏 过 了 两 个 月 ,他 人 允许 我 到 家 里 去 看 他 。 我 每 两 星期 去 他 家 里 一 次 ,回来 的 第 二 
天 往往 接 到 他 的 长 信 , 继 续 表示 前 一 天 所 讨论 的 问题 的 意见 。 在 巴黎 10 个 月 , 工 
作 异 常 紧张 ,所 得 益处 ,不 限于 那 时 的 文章 所 能 表现 者 。 

1937 年 夏 离 法 经 美 返 国 ,去 清华 任教 授 。 不 幸 未 离 巴 黎 ,卢沟桥 事变 已 爆发 。 
行程 虽 未 改变 ,心情 不 免 沉 重 。 归 国 后 经 香港 .长 沙 , 而 至 昆明 ,在 西南 联 大 6 年， 
抗战 生活 ,不 在 本 文 叙述 范围 之 内 。 所 可 说 者 ,我 身边 带 了 一 批 嘉 当 及 其 他 数学 家 
的 论文 复印 本 ,所 以 虽 在 播 迁 ,工作 不 全 辍 废 。 而 学 校 在 战 时 不 正常 , 反 给 我 更 多 
的 时 间 ,可 以 从 事 工作 ,研究 论文 仍旧 继续 发 表 。 我 当时 在 国内 跻 列 群 贤 中 ,被 看 
作 数 得 上 的 数学 家 , 即 在 国际 , 亦 渐 为 若干 人 所 知 。 但 对 于 工作 成 就 ,衷心 深 感 不 
满 ,不 愿 从 此 默默 下 去 。 

我 1943 年 由 昆明 去 普林斯顿 是 一 生 的 大 决定 。 那 时 大 战 方 醉 , 中 美 交通 困 
难 。 一 个 可 能 的 路 线 是 从 昆明 飞 印 度 , 再 坐 船 经 好 望 角 泛 大 西洋 赴 美 。 想 到 德国 
潜水 艇 的 活跃 ,这 条 路 线 自然 有 相当 危险 。 但 我 决心 赴 美 ,不顾 一 切 困 难 。 维 布 伦 
先生 欣赏 我 的 工作 ,给 我 弄 到 经 济 援助 。 结 果 我 于 7 月 中 坐 军用 机 ,用 了 7 天 工 
X ,经 印度 ,非洲 .南美 洲 , 至 迈阿密 。 

到 普林斯顿 后 立刻 做 了 一 个 确 是 极 重要 的 工作 ,就 是 所 谓 高 斯 - 博 内 公式 的 新 
证 明 。 两 年 工夫 发 表 了 几 篇 在 微分 几何 学 方面 精心 独 齐 的 文章 。 所 谓 “ 陈 氏 特 征 
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25" (Chem characteristic classes) 等 都 是 那 时 候 做 的 。 当 代 最 伟大 的 几何 学 家 HE 
普 夫 先生 评论 我 的 一 篇 论文 时 说 “微分 几何 进入 一 新 时 代 了 ”。 
at 1946 年 春 返 国 ,奉命 组 织 中央 研 究 院 的 数学 研究 所 。 数 学 所 名 义 上 由 
姜 立 夫 先生 任 所 长 。 但 姜 先 生 只 在 南京 几 个 月 。 从 1946 年 到 1948 年 ,一 切 计划 都 
是 由 我 主持 的 。 我 的 政策 是 “训练 新 人 ”。 我 收 罗 大 批 新 毕业 的 大 学 生 , 每 周 上 12 
小 时 的 课 , 引 他 们 入 近代 数学 之 堂 奥 。 所 中 研究 员 有 胡 世 桢 、 王 宪 钟 , 李 华 宗 等 先 
生 , 助 理 员 其 多 ,后 来 有 特殊 成 就 的 ,有 吴 文 俊 、 杨 忠 道 陈 国 才 、 房 山 涛 、 张 素 诚 等 。 
我 很 高 兴 , 现 在 的 数学 所 ,仍旧 继续 着 这 个 提携 新 进 的 政策 。 
在 结束 本 文 之 前 ,不 觉 有 两 点 感想 。 第 一 ,平生 中 外 师 友 ,有 不 少 比 我 能 力 高 
的 ,结果 成 就 或 不 如 我 。 我 得 力 于 吾 国 两 句 平 常 成 语 自 励 , 即 “日 新 日 日 新 ”的 精神 
和 登峰造极 的 追求 。 问 题 选 重要 的 做 , 虽 大 多 无 成 ,失败 远 多 于 成 功 ,而 所 得 已 稍 
足 自慰 。 杨 武之 先生 赠 诗 谓 “ 独 步 遥 登 百 丈 楼 ”。 誉 不 敢 承 , 然 论 为 学 态度 , 则 知己 
DEBE RR Gth, o 
第 二 ,香港 中 文大 学 有 一 位 英国 先生 跟 我 说 ,你 们 中 国 还 没有 自己 训练 成 的 第 
一 流 科学 家 。 李 济 之 先生 也 说 过 ,科学 在 中 国 没有 生根 ,我 都 有 同感 。 其 实 中 国 训 
练 成 的 第 二 ,三流 科 学 家 有 几 人 ? 日 本 汤 川 教授 在 做 成 介子 (meson) 的 工作 以 前 ， 
没有 离开 过 日 本 。 相 形 之 下 ,当知 努力 所 在 了 。 
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8. 学 算 六 十 年 
此 文 原 在 《南开 周报 》1986 年 10 月 13 8.20 日 连载 。1999 
年 补 写 两 节 , 即 文中 的 ( 九 )( 十 )。 


我 于 1926 年 秋 人 天 津南 开 大 学 。 时 光 如 驶 ,今年 已 60 年 。 爱 略 记 平生 学 历 
经 历 如 次 。 





一 、 南 开 清 华 时 期 (1926 

我 于 1911 年 10 月 28 日 生 于 浙江 嘉兴 。1922 年 秋 家 迁 天 津 , 遂 于 次 年 初 插班 
入 扶 轮 中 学 旧制 一 年 级 。 扶 轮 是 铁道 部 办 的 ,经 费 充裕 ,有 优良 的 教员 。 校 长 顾 赞 
庭 先生 亲自 教 几 何 课 。 其 他 数学 老师 ,有 郑 次 纯 、 彭 罕 三 先生 等 。 

在 扶 轮 毕业 的 前 一 年 , 钱 宝 琼 先生 来 南开 任教 授 。 钱 先生 是 有 名 的 中 国 数学 
史家 ,嘉兴 人 ,是 父亲 的 同学 。 他 看 见 我 读 的 数学 课本 有 霍 尔 和 奈 特 的 高 等 代数 ， 
便 说 “这 先生 是 考究 的 ”。 钱 先生 说 起 ,可 以 同等 学 力 资格 ,直接 投考 南开 大 学 一 
年 级 。 

等 到 1926 年 从 扶 轮 毕业 ,军阀 内 战 ,出 入 天 津 的 火车 不 通 ,我 便 投考 了 北洋 大 
学 预科 及 南开 本 科 。 后 者 跳 了 两 年 ,备考 并 不 简单 。 现 在 只 记得 数学 要 考 解 析 几 
何 , 在 扶 轮 没有 学 过 ( 扶 轮 旧制 的 数学 只 到 三 角 )。 借 了 一 本 杨 和 摩根 的 书 ,自己 看 
了 三 星期 。 事 后 钱 先生 跟 我 说 , 考 得 不 坏 。 

进 南开 自然 读 理科 。 将 来 做 什么 , 那 时 是 不 想 的 。 那 时 南开 的 理科 都 是 一 人 
系 ;每 系 只 有 一 个 教授 。 数 学 系 教授 是 姜 立 夫 先 生 。 因 为 姜 先 生 去 了 厦门 大 学 , 钱 
先生 是 来 代课 的 。 姜 先生 1927 年 回 南开 ,我 读 了 许多 他 的 课 , 如 复 变 函数 BSR 
数 ( 即 线性 代数 ) .微分 几何 、 非 欧 几 何等 等 。 姜 先生 讲解 清楚 ,教书 认真 ,三 年 中 得 
益 菲 浅 。 但 我 人 数学 系 更 主要 的 原因 ,是 不 会 动手 做 试验 ,实际 上 在 理科 无 他 系 可 
入 了 。1928 年 伯 苓 校长 的 长 公子 希 陆 先 生来 校 任 第 二 个 数学 教授 。 南 开 在 当时 的 
数学 藏书 ,在 全 国 是 首届 一 指 的 。 我 喜欢 浏览 ,许多 名 著 都 曾 开卷 。1930 年 毕业 时 
我 能 读 德 法 文书 籍 , 对 于 美国 的 文献 比较 熟 习 。 对 数学 有 些 看 法 。 现 在 回想 ,一 切 
都 很 肤浅 幼稚 的 。 
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南开 数学 系 同班 5 人: HERG) AFA 、 胡 和 负 、 吴 大 任 及 我 。 和 学 信和 同 屋 
多 年 ,无 话 不 谈 。 大 任 读书 成 绩优 异 ,我 们 常 在 一 起 。 

我 认 清 , 要 进步 必须 要 出 国 。 那 时 出 国 的 机 会 是 极 少 。 刚 巧 那 年 清华 开始 办 
研究 院 , 三 年 毕业 后 授 硕 士 学 位 ,成 绩优 异 者 可 派送 出 国 两 年 。 大 任 同 我 都 投考 
了 ,也 都 录取 了 。 但 大 任 决定 去 广州 中 山大 学 任 助教 。 待 1930 年 秋季 我 去 清华 报 
到 时 , 才 知 道 数 学 系 决 定 把 研究 院 迟 办 一 年 , 聘 我 为 助教 。 

清华 经 费 充裕 ,一 片 兴旺 气象 。 数 学 系 主任 是 熊 庆 来 先生 ,教授 有 孙 光 远 先 
生 , 杨 武之 先生 ,及 我 后 来 的 岳父 郑 桐 苏 先生 。 我 决定 同 孙 先生 习 投 影 微分 几何 。 
1930 ~ 1934 年 间 , 写 了 三 篇 论文 ,一 载 《清华 理科 报告 》, 其 他 二 文 载 日 本 《东北 大 学 
BFA), 其 中 有 一 篇 是 我 的 硕士 论文 。 

清华 那 几 年 的 数学 人 才 是 很 盛 的 。 华 罗 庚 于 1032 年 来 任 助理 。 本 科 生 有 许 
ORT A RIE RES, 

我 于 1934 年 夏 完成 硕士 学 位 。 学 校 决 定 资助 我 出 国 两 年 。 我 得 学 校 同 意 ,去 
德国 汉堡 大 学 。 





我 去 汉堡 是 要 跟 W. 布 拉 施 克 教 授 工作 。 布 教授 于 1932 年 来 北平 演讲 , 讲 的 
是 网 络 几 何 (Geometry of webs) ,我 听 得 懂 。 我 也 看 过 一 些 他 的 其 他 的 工作 ,都 有 新 
见 。 他 是 当时 德国 最 领头 的 几何 学 家 。19 世纪 德国 的 数学 领导 全 欧 ( 也 就 是 领导 
全 世界 ,因为 其 他 洲 实 不 足 道 )。20 世纪 初 年 此 势 未 训 。 尤 其 格 丁 根 有 希 尔 伯 特 ， 
为 数学 圣地 。 但 1933 年 德国 希特勒 上 台 , 格 丁 根 驱逐 犹太 教授 , 闹 了 学 潮 。 汉 堡 
是 世界 大 战 后 新 成 立 的 大 学 ,数学 教授 除 布 先生 外 ,还 有 阿 廷 和 替 克 , 均 极 负 时 望 ， 
便 成 为 新 的 数学 中 心 。 

我 于 1934 年 9 月 到 汉堡 ,学 校 11 月 上 课 , 中 间 读 了 一 个 月 的 德 文 (我 在 南开 曾 
读 过 两 年 德 文 ,能 读数 学 书刊 )。10 月 布 先生 假 毕 返 校 ,我 去 看 他 ,他 给 了 我 一 堆 他 
新 写 的 论文 复印 本 。 我 发 现 其 中 一 篇 证 明 不 全 ,他 听 了 很 高 兴 。 一 个 月 后 我 把 证 
明 补 齐 , 并 推广 了 他 的 结果 ,成 一 文 在 汉堡 数学 杂志 发 表 , 总 算 立 刻 确 定 了 我 在 汉 
保 的 地 位 。 

我 于 1935 年 底 完成 博士 论文 ,学 校 于 1936 年 2 月 正式 授 我 博士 学 位 。 
|... 1936 ~ 1937 年 我 得 中 华文 化 基金 会 的 资助 ,可 继续 在 国外 一 年 (清华 公费 限定 
两 年 ) 。 我 便 与 布 先生 商量 ,决定 去 巴黎 随 民 . 嘉 当 工 作 一 年 。 

嘉 当 是 当时 公认 的 最 伟大 的 微分 几何 学 家 。 相 认 不 久 ,他 人 允 我 到 他 家 中 讨论 。 
我 平均 每 两 星期 去 他 家 一 次 。 一 年 中 工作 紧张 ,而 获 益 甚大 。1937 年 夏 离 去 时 , 自 
信 对 微分 几何 有 了 相当 深刻 的 了 解 。 
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1937 年 7 月 我 由 法 乘 船 去 纽约 ,经 横贯 铁路 至 温哥华 , 乘 加 拿 大 船 至 上 海 。 我 
返 国 前 已 应 聘 为 清华 大 学 教授 。 时 中 日 战争 已 发 生 , 学 校 迁 长 沙 ,与 北京 大 学 、 南 
开 大 学 合成 长 沙 临时 大 学 ,在 圣经 书院 上 课 。 一 学 期 后 长 沙 已 成 前 线 , 学 校 迁 昆 
明 , 成 为 “西南 联合 大 学 ”。 我 们 一 部 分 教授 经 广州 香港 .安南 而 达 昆明 。 

我 1938 年 1 月 抵 昆 明 , 与 联 大 常务 委员 蒋 梦 蚀 先 生 同行 。 西 南 联 大 集 三 校 的 
精英 ,对 年 轻 学 子 有 重大 的 吸引 力 , 致 人 才 辈 出 ,在 中 国教 育 史 上 ,成 为 光荣 的 
一 音 。 

联 大 数学 系 人 才 甚 盛 。 南 开 姜 立夫 先生 曾 培 养 许多 杰出 的 数学 家 ,是 当时 中 
国 数学 界 的 领袖 。 北 大 江 泽 涵 先 生 即 是 他 的 学 生 之 一 。 江 先生 是 第 一 个 把 代数 拓 
扑 引 入 中 国 的 人 。 他 的 学 生 包括 现在 北京 大 学 教授 姜 伯 驹 (立夫 先生 的 长 公子 )。 
清华 的 系 主任 是 杨 武 之 先生 (杨振宁 的 父亲 ) , 杨 先 生 专长 数论 与 代数 ,对 于 华罗庚 
初期 的 数学 发 展 , 有 很 多 的 帮忙 。 罗 庚 最 早 的 论文 ,不 少 篇 关于 堆 垒 数论 , 杨 先 生 
的 博士 论文 , 即 在 此 方面 。 

联 大 年 轻 教授 中 最 突出 者 有 许 宝 驿 与 华罗庚 ,两 人 都 出 身 清 华 。 宝 驿 专攻 统 
计 , 由 于 他 的 深邃 的 数学 基础 ,论文 精辟 。 罗 庚 事 业 心 强 ,用 功 非常 人 可 及 。 他 的 
数学 研究 范围 甚 广 ,扬名 国内 外 。 那 时 数学 系 有 相当 的 研究 风气 ,例如 ,物理 系 的 
EMARE . 罗 庚 同 我 于 1939 年 合 开 一 个 “ 李 群 "讨论 班 ,在 国内 外 都 是 先进 的 。 
自然 那 时 国内 外 消息 难 通 ,文献 奇 缺 。 我 深信 数学 研究 设备 不 是 一 个 最 重要 的 
因素 。 

我 的 研究 不 断 。 在 联 大 6 年 , 写 了 十 多 篇 论文 ,范围 及 于 不 同 的 方面 。 我 也 开 
了 好 几 个 高 深 的 课 。 

我 的 学 生 有 王 宪 钟 . 严 志 达 、 匡 光 磊 等 。 宪 钟 后 来 对 数学 有 许多 开创 性 的 贡 
献 。 志 达 对 李 群 的 拓扑 的 工作 是 一 个 里 程 碑 。 





美国 普林斯顿 的 高 级 研究 所 是 一 个 私人 创立 的 研究 机 构 。 创 办 时 即 以 数学 为 
主要 项 目 。 初 聘 的 教授 有 爱 因 斯 坦 、 外 尔 等 。 人 才 汇 集 , 不 多 年 便 代 格 丁 根 而 成 为 
国际 数学 的 中 心 。 数 学 方面 的 主持 者 是 有 名 的 几何 学 家 维 布 伦 教 授 。 在 巴黎 时 即 
因 工作 关系 ,曾经 通信 。 回 中 国 后 我 们 继续 通信 ,自然 谈 到 我 访 美 的 可 能 性 。1942 
年 初 该 研究 院 正 式 邀 我 去 访问 。 

那 时 大 战 方 柄 ,但 由 昆明 去 美 仍 是 可 能 的 。 我 得 乘 美 国 军 用 机 经 印度 .中 非 
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洲 .南大 西洋 .巴西 ,历时 一 星期 于 1943 年 8 月 抵 迈 阿 密 。 
普林斯顿 在 战 时 大 部 分 科学 家 参加 了 战争 工作 ,相当 清静 。 但 仍 有 许多 可 谈 
的 人 , 兹 不 列举 。 到 后 两 月 , 即 完 成 了 高 斯 ~ 博 内 公式 的 证 明 。 这 可 能 是 我 一 生 最 
得 意 的 文章 。 霍 普 夫 曾 说 :这 是 微分 几何 最 重要 和 困难 的 问题 。 我 的 证 明 有 新 
见 ,解决 了 技术 上 的 困难 ,并 开创 许多 新 发 展 。 这 在 科学 研究 是 难得 的 。( 所 谓 ” 文 
章 千 古事 ,得 失 寸 心 知 ”。) 
美国 的 数学 当时 集中 在 东部 ,普林斯顿 尤为 国际 数学 家 荟 菜 之 处 。 在 普 两 年 
认识 了 很 多 数学 家 。 高 级 研究 所 不 收 学 生 ,尊重 研究 ,对 于 数学 的 交流 ,贡献 甚大 。 
1945 年 夏 第 二 次 世界 大 战 结束 ,西南 联 大 三 校 各 归 故 园 ,我 便 准 备 返 国 , 回 清 
华 任 教 。 
我 于 1945 年 底 离 普林斯顿 ,经 芝加哥 、 洛 杉 矶 ,到 旧金山 候 船 。 战 后 运输 拥 
挤 , 三 月 中 才 得 船 ,于 四 月 初回 到 上 海 。 





早 在 昆明 的 时 候 中 央 研 究 院 即 有 设立 数学 研究 所 的 计划 , 聘 姜 立夫 先生 为 筹 
备 处 主任 。 姜 先生 聘 我 为 兼任 研究 员 。 战 后 复员 ,筹备 处 指定 在 上 海 工作 ,地 点 在 
岳阳 路 原来 日 本 人 所 办 的 “自然 科学 研究 所 ”"。 姜 先生 1946 年 去 美 , 创 所 工作 便 落 
在 我 的 身上 。 

我 着 重 于 “训练 新 人 ”。 最 初 一 批 研究 人 员 , 大 多 是 大 学 新 毕业 的 学 生 。 我 每 
周 讲 12 小 时 的 课 , 授 “拓扑 学 ”( 拓 扑 译名 即 是 那 时 起 的 )。 由 此 培养 了 一 批 新 的 拓 
扑 人 才 , 如 匡 文 俊 、 雇 山 涛 、 陈 国 才 、 张 素 诚 、 杨 忠 道 . 陈 杰 、 孙 以 丰 、 马 良 、 林 插 等 。 
我 也 鼓励 有 些 人 从 事 其 他 方面 ,如 周 毓 局 、 叶 彦 谦 、 曹 锡 华 等 。 第 一 年 资深 的 研究 
员 有 陈 建 功 先生 。 

1948 年 研究 所 迁 南 京 九 华山 ,并 建新 楼 ,也 正式 成 立 。 新 任 的 研究 员 有 胡 世 
桢 、 李 华 宗 , 并 聘 了 王 宪 钟 。 姜 先生 也 从 美国 回来 任 所 长 。 | 

该 年 秋 中 央 研 究 院 举 行 第 一 届 院 士 选举 , 座 选 者 81 人 。 我 是 最 年 轻 的 。 

有 一 天 忽 接 普林斯顿 高 级 研究 所 所 长 奥 本 海 默 的 电报 说 :“ 如 果 我 们 可 以 做 什 
么 事 便利 你 来 美 , 请 告知 ”我 两 年 来 忙于 所 事 , 没 有 注意 国内 政情 的 变化 。 翻 阅 一 
下 英文 报纸 ,很 快 就 了 解 南 京 的 局 面 不 能 长 久 , 便 作 去 美的 计划 。 

我 们 一 家 四 人 于 1948 年 12 月 31 日 乘 泛 美 机 离 上 海 BRR KR PRS A 
香山 ,于 1949 年 1 月 1 日 抵 旧 金山 。 





> 
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我 于 1949 年 1 月 底 抵 普 林 斯 顿 高 级 研究 所 。 虽 宾至如归 ,而 西 望 故 国 , 归 去 
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无 日 ,感慨 万 千 MER TEL. WHER TRE ,需要 一 个 长 期 的 职业 , 便 应 芝 加 
哥 大 学 之 聘 为 教授 。 

芝加哥 大 学 由 石油 大 王 洛 克 菲 勒 创办 ,经 费 充 裕 , 注 重 研 究 ,是 美国 第 一 流 的 
大 学 。 她 的 数学 系 产生 了 美国 初期 好 几 个 领袖 的 数学 家 , 尤 负 盛名 。 当 时 的 物理 
系 有 费 米 教授 ,是 物理 学 的 圣地 。 我 1949 年 夏 间 就 任 ,杨振宁 、 李 政道 都 在 那里 。 

系 中 最 有 名 的 教授 , 当 是 法 国人 款 仇 。 我 们 是 多 年 老 友 , 重 聚 切磋 为 乐 。 芝 大 
有 很 多 优秀 的 研究 生 ,后 来 遍布 美国 数学 界 。 

1950 年 复 国 际 数学 家 大 会 在 美国 坎 布 里 奇 的 哈佛 大 学 集会 ,我 被 邀 作 1 小 时 
的 演讲 。 这 是 第 二 次 世界 大 战 后 的 首次 会 议 , 显 见 世 界 数学 的 变化 : 重心 由 西欧 
移 到 美国 ,领导 人 物 也 大 大 地 年 轻 化 。 许 多 数学 观念 , 战 前 是 不 存在 的 。 

在 芝 大 十 一 年 ,多 次 到 他 校 或 他 人 研究 所 作 几 个 月 的 访问 ,如 哈佛 大 学 、 麻 省 理 
工大 学 ,巴黎 汉堡 .瑞士 等 。 在 我 的 指导 下 完成 博士 学 位 的 有 10 A. 

SKEET RAR, AA SER ,思想 前 进 。 惜 地 处 城内 ,学校 附 近 的 治安 ， 
不 如 理想 。 网 罗 及 保留 杰出 的 教员 , 均 渐 感 困 难 。 





伯克利 加 大 的 数学 系 , 由 G.C 埃 文 斯 主持 多 年 ,能 维持 最 高 的 标准 。 他 们 感 
到 系 内 几何 内 容 的 缺陷 , 埃 文 斯 退休 后 , 便 多 次 邀 我 。 

我 去 加 大 的 原因 有 二 : 一 是 加 大 正在 发 展 阶段 ,可 以 聚 一 些 几 何 学 家 ;二 是 加 
州 的 天 气 与 环境 。 当 然 空运 发 达 , 加 州 不 再 孤立 ,也 是 一 个 重要 的 因素 。 

几 年 的 努力 , 确 使 加 大 成 为 一 个 几何 和 拓扑 的 中 心 。 我 的 学 生 很 多 ,完成 博士 
学 位 的 有 31 人 。 

1961 年 我 当选 美国 全 国 科 学 院 院士 。 这 事 有 一 段 插 曲 : 院士 须 是 公民 ,我 的 
公 虹 资格 虽 已 通过 ,但 迟 迟 未 去 宣 拆 。 当 选 有 些 迹 兆 ,所 以 赶紧 去 宣誓 ,两 者 相 曙 
不 到 一 个 月 。 

我 在 国际 数学 家 大 会 又 作 了 两 次 演讲 : 一 次 半 小 时 ,在 苏格兰 爱丁堡 , 1958 
年 。 一 次 一 小 时 ,在 法 国 尼斯 ,1970 年 。 

1979 年 我 从 加 大 退休 ,学 校 举行 了 一 个 学 术 会 议 , 历 时 一 周 ,出 席 者 三 百 余 人 ， 
许多 重要 的 几何 学 家 都 来 了 。 我 续 教 到 1984 年 。 | 





第 二 次 大 战 后 美国 政府 的 科学 经 费 激增 。 创 办 数学 研究 所 的 计划 ,时常 有 人 
fet. (HIA ZEE YER , 迄 无 成 议 。1981 年 国家 基金 会 宣布 在 伯克利 成 立 数 
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学 研究 所 是 二 十 多 年 争论 的 结果 。 我 受 任 所 长 。 

这 在 美国 也 是 创举 。 我 们 没有 永久 性 的 研究 员 , 因为 政府 经 费 随 时 可 因 政策 
改变 而 切断 。 我 们 的 活动 集中 在 某 些 专题 ,逐年 轮流 。 对 于 促进 研究 ,起 了 作用 ， 
BATRA FAA Be A SCF. RT 1984 年 退休 , 由 芝加哥 大 学 教授 IL. 卡 普兰 斯 基 
继任 。 





天 津南 开 大 学 胡 国 定 教授 请 我 帮助 南开 的 数学 。 南 开 是 我 的 母校 ,我 自然 很 
高 兴 。 我 们 于 1984 年 成 立 南 开 数 学 研究 所 ,得 到 教育 部 的 强力 支持 。 经 过 15 年 
的 努力 ,有 了 一 些 值得 报导 的 成 绩 。 

我 们 的 目的 ,要 在 国内 成 立 一 个 基地 ,培养 第 一 流 的 数学 人 才 。 那 基地 须 有 优 
良 的 设备 ,友善 的 空气 ,使 人 工作 其 中 ,觉得 快乐 。 南 开 已 有 好 几 个 有 国际 水 平 的 
年 青 数学 家 。 在 国内 它 已 是 一 个 数学 中 心 。 希 望 20 年 后 可 成 为 国际 中 心 之 一 。 
可 惜 我 不 会 看 见 了 。 

“一 朝 数学 大 国 日 RAI AIO” 





SETH SRS , 别 的 多 不 会 了 ,晚年 尤 甚 ,只 是 精力 差 些 。 但 我 无 意 做 热 六 
的 问题 。 集 中 在 两 方面 : 1) 分 斯 勒 几 何 ;2) 复 投影 几何 。 

两 个 都 是 很 有 前 途 的 方向 。 所 谓 芬 斯 勒 几 何 , 其 实 始 于 黎 曼 。 我 定义 了 一 个 
连 络 HE TREN. RARE, 当时 黎 曼 没有 看 到 此 点 。 | 

投影 几何 有 极为 光 末 的 历史 。 现 在 缺 人 注意 ,十 分 可 惜 。 复 数 微分 几何 ,结构 
丰富 ,是 一 个 极 有 前 途 的 方面 。 这 当然 也 是 复 变 函数 论 的 一 个 主要 方向 。 

因为 个 人 关系 ,我 长 期 访问 休斯顿 大 学 ,得 到 两 位 年 轻 数学 家 鲍 大 维和 稿 善 瑜 
的 合作 。 我 同 鲍 大 维 沈 忠 民 合 写 了 一 本 “ 黎 曼 苍 斯 勒 几 何 " 的 书 , 由 斯 普 林 格 公司 
出 版 。 相 信 这 种 几何 是 有 前 途 的 。 
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9 区 美国 数学 会 斯 帝 尔 奖 时 的 答 词 


1983 年 ,陈省身 荣获 美国 数学 会 颁发 的 斯 带 尔 奖 (Steele 
Prize)。 获 奖 者 在 接 该 奖 时 需要 有 一 个 书面 的 答 词 。 原 文 是 英 
文 , 刊 于 《Notices of American Mathematical Society) , 1983 年 。 中 译 
者 : 王 善 平 。 


非常 感谢 由 于 我 的 积累 工作 而 授予 我 斯 带 尔 奖 。 这 样 的 奖 按 规定 授予 老 数学 
家 。 我 认为 这 样 做 很 合适 ,因为 老 数 学 家 需要 鼓励 。 

感谢 之 余 , 我 想 进一步 提 个 建议 。 看 着 以 往 获 奖 者 的 显赫 的 名 单 , 我 想 ,由 数 

会 出 版 一 本 关于 斯 带 尔 奖 的 书 ,这 是 很 有 意义 的 。 书 中 可 以 包括 那些 因 他 们 的 
工作 家 \ 累 而 获奖 的 获奖 者 的 上 自传 或 传记 ,包括 论述 由 那些 开创 性 的 论文 推动 深入 
研究 的 文章 一 一 斯 带 尔 奖 就 是 为 这 些 开创 性 的 论文 颁发 的 ,还 可 以 包括 其 他 材料 。 
我 相信 这 样 的 书 既 有 数学 价值 又 有 历史 价值 。 
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I () 给 朗 国定 的 信 


1983 ~ 1984 年 间 ,陈省身 为 筹办 南开 数学 所 事宜 与 胡 国 定 
频繁 通信 ,这 里 是 其 中 的 一 封 。 


国定 : 

接 4 月 10 日 来 信 为 快 。 

建筑 “数学 楼 " 事 得 有 进展 , 皆 兄 大 力 , 闻 之 其 奈 , 此 间 所 楼 建筑 ,正在 进行 , 盼 
今夏 能 开工 ,一 年 后 落成 , 兹 将 招标 文件 , 另 用 平邮 寄 上 ,中 外 情形 不 同 , 供 参 考 
而 已 。 

有 以 下 几 点 建议 : 

1) 科学 研究 须 多 有 非 正 式 讨论 的 机 会 , 宜 有 一 供 人 随意 起 坐 的 房间 ,英文 叫 
Common Room。 

2) 研究 室 的 一 面 墙 , 宜 为 高 品质 的 黑板 。 

3) 要 有 图 书 室 。 

省 历年 藏书 ,估计 有 五 千 册 左右 , 拟 全 部 捐赠 南开 , 忆 曾 向 兄 及 大 任 、 陈 鸡 提 
及 ,此 批 书籍 如 能 另 放 一 室 ,该 室 的 建筑 费 省 愿 捐助 , 详 可 待 商 。 

建 楼 进展 希 随时 见 告 。 

项 武义 昨天 飞 港 返 国 ,暑期 讲习 班 当 由 彼 作 具体 接洽 ,地 点 方面 不 知 北戴河 有 
无 足够 的 条 件 , 此 事 需 国内 同志 大 力 支持 才 有 成 功 希 望 。 

昨天 同 阿 科 拉 教 授 通电 话 ,他 盼 学 校 给 他 一 正式 聘书 ,内 容 包括 : 1) 待遇 ; 
2) 他 们 夫妇 二 人 在 华 旅费 由 中 国 负担 ,他 们 大 约 将 经 深圳 入 境 ;3) 他 们 当然 希望 
假 中 在 中 国旅 行 ,不 知 可 有 几 次 。 我 想 待遇 方面 ,总 要 比 教 英文 的 来 得 优厚 。 

阿 科 拉 教授 在 他 的 本 行 有 相当 地 位 ;有 阿 科 拉 定理 ,他 能 在 南开 专 教 一 年 ,是 
难得 的 机 会 ,他 可 把 复 变 函数 带 人 新 的 领域 ,从 南开 讲 , 在 美国 数学 界 有 一 忠实 的 
朋友 ,将 有 无 限 益处 ,不 限于 搞 函 数论 的 数学 家 ,我 总 觉得 ,中 国 数学 的 发 展 ,需要 
国外 的 数学 家 帮忙 ,应 不 限于 华裔 。 


(D 胡 国 定 。 当 时 任 南开 大 学 副 校长 。 南 开 数学 所 创办 后 首 任 副 所 长 ,后 接任 所 长 。 
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—— 40. 绘 胡 国定 的 信 
今年 此 间 事 忙 ,不 能 返 国 为 憾 , 如 来 美 ,有 盼 过 金山 停留 畅谈 。 
祝 好 
A A 
19835 48 38 
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I I . RBA TAF EIE 


本 文 是 作者 于 1987 年 4 月 22 日 下 午 在 人 台湾 清华 大 学 的 演 
讲 记 录 , 由 《数学 传播 ) 编 辑 部 整理 而 成 。 原 载 《 数 学 传播 ) 第 11 
卷 第 2 期 ,1987 年 。 


今天 很 高 兴 回 到 清华 来 ,有 机 会 跟 大 家 见面 , 讲 讲话 , 毛 校 长 刚刚 说 过 我 是 清 
华 的 校友 ,所 以 回来 等 于 回 到 自己 的 家 里 。 今 天 讲 的 题目 也 是 一 个 非常 不 正式 的 
题目 。 所 以 我 就 是 随便 挑 几 件 事 跟 诸位 谈 一 谈 。 

岁数 大 了 ,无 论 哪 一 年 ,都 可 以 找 出 一 点 意义 。 比 方 说 ,今年 是 1987 年 ,50 年 
前 , 1937 年 我 是 从 法 国 回 到 长 沙 担任 清华 大 学 的 教授 。 如 果 再 往 回 一 年 ,1986 F, 
50 年 前 ,1936 年 ,我 在 汉堡 大 学 得 到 博士 学 位 。 所 以 岁数 大 有 一 个 优点 ,年 年 都 可 
以 找 出 一 点 花样 ( 众 笑 )。 

刚才 毛 校长 也 讲 过 ,我 1930 年 在 天 津南 开 大 学 毕业 ,刚巧 那 一 年 ,清华 决定 成 
立 研究 院 ,所 以 我 就 投考 了 清华 的 研究 院 。 那 时 的 清华 跟 你 们 现在 的 不 一 样 ,规模 
小 得 多 ,人 数 也 少 得 多 了 。 研 究 院 的 学 生 ,学 校 需要 每 个 月 给 30 元 的 津贴 。 那 时 
候 30 元 可 以 够 一 个 学 生 的 费用 。 研 究 院 录取 的 一 共 8 个 人 ,所 以 第 一 班 的 研究 
Hz ,校外 录取 的 8 个 人 ,加 上 清华 本 校 毕 业 保送 进来 的 若干 人 ,我 想 顶 多 只 有 十 几 
个 人 。 因 为 数学 系 只 有 我 一 个 学 生 ,临时 决定 研究 院 缓 办 一 年 ,所 以 第 一 年 我 是 做 
助教 。 因 为 在 8 名 当中 ,我 的 英文 姓 是 “C" 开 头 ,学 号 是 002( 学 校 第 二 名 的 学 生 )。 
第 一 名 是 我 一 位 学 姐 ,她 的 姓 是 张 。 那 时 候 的 学 校 ,在 国内 是 有 名 的 设备 比较 好 
的 。 所 谓 好 者 ,就 是 美国 式 的 设备 ,有 图 书馆 、 大 礼堂 体育馆。 我 想 那 礼堂 要 比 今 
天 所 在 的 地 方 小 得 多 了 ,因为 清华 大 学 的 学 生 大 概 有 一 千 多 人 ,一 千 多 人 没有 法 子 
在 礼堂 开会 。 可 是 因为 设备 好 ,清华 还 是 一 个 大 家 向 往 的 地 方 。 大 家 都 愿意 到 清 
华 来 读书 。 当 时 学 生 的 一 个 说 法 ,就 是 “北大 有 胡适 之 ,清华 有 体育 馆 ”。 

那 时 候 中 国 数 学 界 的 情形 是 很 薄弱 的 。 前 几 天 ,我 拜访 了 俞 大 维 先 生 ,他 是 很 
少 的 在 国外 得 到 博士 学 位 的 一 个 人 ,可 惜 他 没有 继续 在 数学 方面 工作 。 另 外 一 位 
是 胡 明 复 先 生 , 在 哈佛 得 到 博士 学 位 ,可 惜 他 回国 不 久 就 去 世 了 。 我 的 老师 姜 立 夫 
先生 ,也 是 哈佛 大 学 的 博士 ,在 南开 大 学 教书 。 在 清华 ,从 国外 得 到 博士 学 位 、 在 国 
内 继续 作 研 究 的 有 孙 光 远 先 生 ,他 是 我 的 老师 , 专 搞 微 分 几何 ,我 跟 他 做 研究 。 另 

34 


| 11. 我 的 若干 数学 生涯 

一 位 做 研究 的 是 代数 学 家 杨 武 之 教授 ,他 是 杨振宁 的 父亲 。 他 们 两 位 都 是 芝加哥 
大 学 的 博士 。 当 时 在 清华 数学 系 里 头 继续 做 研究 ,指导 学 生 的 研究 。 我 应 该 也 提 
到 清华 当时 的 数学 系 主任 熊 庆 来 先生 ,他 是 留 法 的 ,专门 搞 分 析 。 熊 先生 在 清华 教 
_ 书 之 后 ,后 来 在 休假 的 时 候 去 巴黎 完成 他 的 博士 学 位 ,完成 学 位 后 继续 在 分 析 方 面 
有 很 好 的 贡献 。 清 华 有 他 们 几 位 老师 ,因此 有 很 多 好 的 学 生 。 当 时 ,比方 说 许 宝 
又 ,后 来 在 统计 学 方面 有 非常 重要 的 贡献 ; 柯 召 ,他 去 英国 , 搞 数论 , 作 了 很 好 的 工 
作 。 当 然 还 有 华罗庚 ,他 初中 毕业 ,因为 他 发 表 论 文 ,得 到 系 里 的 注意 ,清华 当时 请 
他 做 图 书馆 管理 员 ,所 以 他 就 在 图 书馆 里 自己 念书 ,到 清华 不 久 就 发 表 论文 , 作 有 
意义 的 研究 的 工作 ,是 系 里 头 非常 活跃 .后 来 很 出 名 的 人 。 

可 以 表示 当时 中 国 数学 界 的 情形 的 ,譬如 说 ,中 国 那 时 候 没 有 一 个 全 国 的 中 国 
数学 会 ,中 国 数学 学 会 是 1935 年 才 成 立 ,因此 也 没有 一 个 中 国 出 版 的 或 者 全 国 性 
的 数学 杂志 。 不 过 ,从 1930 年 到 1937 年 (1937 年 卢沟桥 事变 ,中 日 战争 发 生 了 )， 
在 短 短 不 到 十 年 的 当中 ,北平 跟 中 国 其 他 的 地 方 科学 有 很 大 的 进步 。 在 数学 方面 ， 
除了 刚才 我 所 说 的 几 位 之 外 ,还 有 从 日 本 回来 的 陈 建 功 先 生 、 苏 步 青 先生 。 他 们 在 
浙江 大 学 带领 很 多 学 生 工 作 , 他 们 的 工作 很 有 成 绩 。 所 以 当时 是 在 国内 做 数学 研 
究 比较 受 注意 的 人 。 这 是 在 北平 时 候 的 清华 大 学 。 

后 来 因为 战争 的 关系 ,清华 大 学 北京 大 学 、 天 津南 开 大 学 联合 起 来 ,最 初 在 长 
沙 成 立 长 沙 临时 大 学 。 半 年 以 后 , 搬 到 昆明 成 为 西南 联合 大 学 。 西 南 联合 大 学 是 
1938 年 在 昆明 开始 ,一 直到 抗战 结束 。 因 为 三 个 学 校 有 名 的 老师 很 多 ,所 以 对 年 轻 
的 人 有 非常 大 的 吸引 力 ,西南 联 大 后 来 造就 很 多 的 人 才 。 在 数学 方面 ,比方 说 有 王 
宪 钟 ,他 是 跟 我 搞 几 何 的 ,后 来 在 美国 康 奈 尔 大 学 做 教授 ,不 幸 的 是 前 几 年 去 世 了 。 
还 有 钟 开 菜 ,后 来 搞 机 率 、 统 计 , 他 现在 是 斯 坦 福 大 学 的 教授 。 还 有 一 位 是 王 浩 ,在 
数理 逻辑 方面 有 很 大 的 成 就 , 据 我 所 知 ,最 近 一 两 天 之 内 要 到 台湾 访问 并 给 演讲 。 
那 时 候 我 们 在 西南 联 大 (1938 ~ 1946) ,西南 联 大 因为 战事 ,设备 不 好 ,环境 也 不 好 ， 
但 是 我 们 数学 的 工作 还 是 继续 。 我 稍微 谈 一 谈 我 们 那 时 候 数学 方面 的 一 些 活 动 。 
例如 ,刚才 我 所 提 到 的 华罗庚 先生 跟 王 竹 溪 先 生 和 我 ,在 1940 年 左右 成 立 李 群 的 
讨论 班 。 后 来 这 李 群 的 题目 ,在 数学 .物理 上 都 有 重大 的 发 展 。 | 

我 自己 呢 ? 因为 我 那 时 刚 从 德国 .法 国 回 来 ,在 法 国 跟 嘉 当做 研究 工作 ( 嘉 当 
是 对 我 的 工作 最 有 影响 的 一 位 老师 ) ,所 以 我 开 了 很 多 课 , 讲 嘉 当 的 工作 。 他 的 工 
作 包 括 了 微分 方程 .连续 群 论 、 微 分 几何 等 方面 。 在 我 的 课 里 头 ,除了 有 些 数学 系 
的 学 生 之 外 ,有 好 多 物理 系 的 学 生 , 其 中 包括 杨振宁 。 杨 振 宁 那 时 候 上 过 我 好 些 
VR , 课 里 头 有 一 部 分 内 容 讲 联络 论 ,联络 论 后 来 发 展 成 为 数学 上 非常 重要 的 观念 ， 
是 杨 -米尔 斯 规范 场 论 的 一 个 数学 基础 。 可 是 数学 有 时 候 好 像 是 同一 个 东西 , 当 你 
”没有 搞 清楚 的 时 候 ,不 见得 能 够 认识 清楚 。 我 想 我 们 在 昆明 的 时 候 (1941 ~ 1942), 
我 在 课 里 一 定 讲 到 联络 的 观念 。 总 而 言 之 ,这 可 以 说 明 当 时 在 昆明 我 们 的 环境 虽 
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然 不 利 , 但 是 学 术 的 生活 并 不 很 贫乏 。 

在 清华 园 当 研究 生 到 当 教 授 之 间 ,我 在 德国 法 国 留 学 了 三 年 ,两 年 在 德国 汉 
堡 。 当 时 的 数学 与 现在 的 数学 有 一 些 不 同 的 地 方 ,一 个 最 大 的 不 同 就 是 当时 人 数 
少 得 多 。 从 我 老 的 想法 , 那 时 候 搞 数 学 比 现 在 空 些 ,因为 进步 不 是 这 人 么 快 。 比 方 说 
有 数学 观念 要 讨论 的 话 就 写 封 信 , 等 他 回信 还 有 好 几 天 的 功夫 慢 慢 可 以 整理 思想 ， 
对 问题 有 更 深入 的 理解 。 现 在 数学 研究 工作 者 多 了 ,一 下 子 就 见面 了 ,有 什么 事情 
甚至 可 以 打 电 话 , 很 快 就 互相 联系 上 了 。 像 我 这 样 的 岁数 ,我 觉得 有 点 使 人 发 尝 。 

德国 的 情形 ,大 学 主要 工作 的 人 是 教授 ,帮助 他 工作 的 有 几 个 助教 ,然后 底下 
是 研究 生 ,这 种 生活 是 非常 愉快 的 。 这 几 个 人 (数学 一 般 讲 不 到 10 个 人 ) 时 常 互相 
讨论 ,有 问题 的 话 ,学 生 可 以 问 老师 ,老师 也 许 互相 再 去 讨论 。 这 是 一 个 很 安静 , 专 
门 为 学 问 而 做 学 问 的 生活 。 德 国 的 学 制 有 很 重要 的 一 点 , 它 的 中 心 不 集 中 , 格 丁 根 
固然 是 一 个 数学 中 心 ,莱比锡 、 莫 尼 黑 也 是 个 中 心 ,海德 堡 也 有 很 好 的 教授 。 所 以 
全 国 也 许 有 两 三 个 地 方 它们 的 教授 都 是 第 一 流 的 ,而 且 他 们 互相 调 来 调 去 ,海德 堡 
的 教授 有 出 缺 的 话 , 它 想法 子 到 柏林 、 莱 比 锡 去 请 那 边 最 杰出 的 人 继承 这 个 位 置 ， 
它 是 非常 流动 的 组 织 。 我 想 这 个 组 织 使 得 德国 的 科学 在 19 世纪 末年 ,甚至 20 tt 
纪 初 年 在 全 世界 取得 很 高 的 地 位 。 它 的 教授 的 地 位 非常 之 高 ,待遇 非常 之 好 ,全 国 
可 以 流动 。 

我 得 了 学 位 以 后 ,1936 ~ 1937 年 在 巴黎 ,巴黎 是 法 国 的 中 心 。 法 国 的 制度 跟 德 
国 很 不 一 样 , 它 是 集中 在 巴黎 ,所 以 最 好 的 科学 家 总 有 一 天 被 请 到 巴黎 来 。 巴 黎 当 
时 是 法 国 科 学 数学 集中 的 地 方 , 那 时 期 法 国 的 数学 在 国际 上 是 取 领 先 的 地 位 ,最 
伟大 的 法 国 数学 家 是 享 利 . 庞 加 莱 ( 他 的 堂 兄 弟 雷 蒙 . 庞 加 莱 曾 任 法 国 总 统 ) ,他 是 
20 世纪 最 伟大 的 数学 家 之 一 。 为 什么 他 伟大 ? 我 想 我 们 大 部 分 人 所 搞 的 数学 ,都 
发 源 于 黎 曼 跟 庞 加 菜 。 为 什么 我 要 特别 提 这 两 个 名 字 呢 ?因为 至 少 在 我 们 所 搞 的 
数学 , 称 为 “核心 数学 ”(core mathematics) ,他 们 两 位 在 数学 界 的 地 位 就 是 芋 萨 。 所 
以 有 一 年 我 跟 内 人 去 参观 罗汉 塔 ,我 就 感慨 地 跟 她 说 :“ 无 论 数 学 做 得 怎么 好 , 顶 多 
是 做 个 罗汉 。" 车 萨 或 许 大 家 都 知道 他 的 名 字 , 罗 汉 谁 也 不 知 那个 是 哪个 人 。 所 以 
不 要 把 名 看 得 太 重 。 黎 曼 的 工作 为 什么 重要 呢 ? 因为 数学 跟 其 他 的 科学 一 样 要 不 
断 扩 充 范 围 , 大 家 重视 的 工作 ,都 是 开创 性 的 工作 。 对 于 新 的 范围 , 它 的 现象 跟从 
前 的 现象 不 一 样 的 ,你 能 够 认 出 它 不 一 样 的 地 方 ,你 更 能 够 认 出 基本 性 质 在 什么 地 
方 。 黎 曼 就 是 把 普通 平面 或 空间 的 性 质 推广 到 所 谓 流 形 的 一 个 更 广义 的 空间 。 黎 
曼 有 些 工作 大 致 讲 起 来 还 是 一 维 的 , 庞 加 莱 把 它 推广 到 n 维 ,他 们 两 位 大 致 可 以 说 
是 建立 高 维 流 形 上 的 几何 、 分 析 甚 至 代数 性 质 的 创始 人 。 

现在 因为 科学 的 进展 有 很 多 基本 的 问题 在 近 几 年 来 都 解决 了 ,所 以 有 人 就 觉 
得 是 不 是 有 新 的 黎 曼 或 庞 加 菜 , 他 可 以 把 我 们 带 到 一 个 新 的 数学 领域 。 而 在 新 的 
领域 ,他 能 够 看 出 基本 的 问题 在 什么 地 方 ,给 出 指示 ,让 下 一 代 (21 世纪 ) 的 数学 家 
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知道 向 哪 方面 去 工作 。 这 方面 大 家 的 意见 都 不 一 样 。 我 比较 偏向 是 有 的 。 也 许 你 
们 这 年 纪 之 中 年 轻 的 人 ,就 是 将 来 的 黎 曼 或 庞 加 莱 , 这 是 绝对 可 能 的 。 

我 的 老师 埃 利 . 嘉 当 是 做 些 什 么 呢 ? 他 最 主要 是 对 高 维 的 分 析 创 了 最 主要 的 
工具 ,使 得 在 庞 加 莱 没 有 做 到 的 方向 ,引进 了 基本 的 概念 ,把 高 维 流 形 的 性 质 可 以 
更 推进 的 做 下 去 。 比 方 说 ,其 中 包括 李 群 的 理论 , 李 是 一 位 挪威 的 数学 家 ,他 开创 
了 李 群 ,不 过 嘉 当 对 李 群 的 贡献 不 亚 于 创始 人 李 。 他 给 出 了 大 范围 高 维 流 形 的 几 
何 分析 的 性 质 , 在 这 方面 作 了 基本 性 而 方面 非常 广 的 贡献 。 我 自己 得 到 的 好 处 就 
是 ,能 够 把 他 的 东西 学 到 一 部 分 而 能 够 继续 做 这 方面 的 工作 。 

在 我 的 老师 之 中 ,我 还 要 提 到 当时 我 在 汉堡 的 老师 布 拉 施 克 , 他 是 一 个 很 有 创 
见 的 几何 学 家 。 刚 刚 有 个 同学 问 我 关于 几何 的 直觉 ,我 想 布 拉 施 克 是 对 几何 直觉 
有 特别 灵感 的 一 个 人 ,他 是 当年 在 德国 最 好 的 一 个 几何 学 家 。 他 们 都 很 大 方 , 很 有 
远见 。 我 到 汉堡 是 1934 年 ,等 到 1936 年 完成 我 的 博士 论文 之 后 ,我 还 可 以 在 欧洲 
等 一 年 ,我 就 问 布 拉 施 克 先 生 , 问 他 有 什么 意见 ?我 应 该 走 哪 个 方向 ? 他 当时 就 给 
我 两 个 建议 ,他 说 你 也 许 继 续 在 汉堡 学 代数 , 跟 阿 廷 (他 是 一 个 很 伟大 的 代数 学 家 ) 
念 代 数 , 作 代数 方面 的 工作 ,或 者 到 法 国 去 跟 嘉 当 。 

目 然 而 然 的 法 国 的 吸引 力 很 大 ,我 就 决定 去 法 国 。 事 后 看 来 ,我 想 这 是 一 个 很 
正确 的 决定 ,因为 嘉 当 的 工作 当时 知道 的 人 不 多 ,我 得 意 的 地 方 就 是 很 早 进 这 方 
面 ,熟悉 嘉 当 的 工作 ,因此 我 后 来 能 够 应 用 他 的 发 展 方向 ,继续 做 一 些 贡 献 。 

我 想 在 坐 很 多 是 年 纪 轻 的 人 ,希望 知道 做 学 问 应 该 是 怎样 的 方向 ,我 党 得 有 一 
点 终生 得 到 益处 的 ,就 是 我 不 怕 去 找 这 方面 最 好 的 人 。 当 然 你 在 一 个 方向 里 头 乐 
了 一 段 时 候 , 你 就 知道 哪 几 个 人 是 最 领袖 的 人 。 我 想 一 定 值得 找 最 好 的 ,不 要 满足 
于 找 次 一 点 的 话 ,我 也 可 以 发 展 。 我 想 就 像 赛 跑 , 大 家 只 注意 谁 跑 第 一 ,第 二 就 比 
第 一 差 得 很 多 。 如 果 你 们 要 做 学 问 的 话 , 一 定 要 想 达 到 最 高 峰 , 因 此 在 各 种 之 中 ， 
你 要 是 走 那个 方向 的 话 ,就 要 找 最 领袖 的 人 ,第 二 比 第 一 差 得 远 了 。 

后 来 同样 的 原因 ,在 西南 联 大 呆 了 几 年 之 后 ,我 感觉 到 应 该 到 普林斯顿 高 级 人 研 
究 所 。 这 是 一 个 私人 研究 机 关 , 它 最 主要 的 教授 当然 是 爱 因 斯 坦 。 爱 因 斯 坦 因 为 
是 犹太 人 的 关系 ,在 希特勒 当政 的 时 候 被 迫 离开 德国 到 普林斯顿 高 级 研究 所 做 教 
授 。 对 于 我 特别 有 影响 的 是 外 尔 。 在 黎 曼 , 庞 加 莱 之 后 最 使 我 佩服 的 人 就 是 嘉 当 
跟 外 尔 。 外 尔 工作 的 范围 非常 广 ,他 是 格 丁 根 大 学 的 教授 ,继承 希 尔 伯 特 的 职位 ， 
希 尔 但 特 是 跟 庞 加 莱 同 等 地 位 的 德国 数学 家 ,但 德国 人 或 许 觉得 他 比 庞 加 莱 要 紧 
些 。 另 一 位 跟 我 接触 最 多 的 是 韦 伊 , 韦 伊比 我 大 5 岁 , 所 以 我 们 是 朋友 ,他 是 法 国 
很 好 的 一 个 数学 家 ,他 现在 还 活着 , 刚 过 80 岁 , 可 能 是 现在 生存 着 的 最 伟大 的 数 

在 普林斯顿 两 年 半 的 时 间 , 我 做 了 一 些 工 作 ,后 来 大 家 认为 这 工作 是 有 意义 
的 。 后 来 在 1985 年 ,两 年 以 前 以 色 列 的 国会 颁 给 我 沃 尔 夫 奖金 ,给 我 奖金 的 引文 
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(citation) dE iX FE HJ : “The profound contributions to global differential geometry which affect 
all the mathematics”( 对 整体 微分 几何 的 深远 贡献 影响 了 整个 数学 )。 就 是 说 ,当时 
我 所 做 的 工作 (我 想 很 多 是 运气 ) 后 来 发 现 不 但 属于 微分 几何 的 工作 ,更 影响 到 整 
个 的 数学 (代数 、 分 析 ……) ,甚至 现在 也 影响 到 数学 物理 。 这 观念 非常 简单 ,就 是 
SUE TTS YET EDA REA. 几 句 话 可 以 说 清楚 ,你 们 要 是 念 微 积 分 的 话 ,讨论 一 
个 函数 y = f(x), 在 一 个 平面 里 头 画 直 线 与 y 轴 平 行 的 话 ,这 曲线 与 每 一 条 和 y 
轴 平 行 的 直线 相交 于 一 点 。 现 在 发 现在 数学 之 中 ,需要 把 这 个 观念 推广 ,规定 不 是 
整体 的 平行 ,只 是 局 部 的 平行 ,这 个 观念 是 数学 上 所 谓 的 矢量 从 ,在 数学 上 有 非常 
重要 的 应 用 。 那 时 我 的 工作 就 是 要 发 展 这 个 观念 底下 的 一 些 基 本 性 质 。 





普林斯顿 高 级 研究 所 是 当时 全 世界 数学 界 一 个 很 特别 的 研究 所 , 它 之 所 以 出 
名 ,之 所 以 重要 、 伟 大 ,就 是 它 集 中 了 数学 上 最 伟大 的 数学 家 ,我 想 任 何 一 个 研究 机 
关 能 够 成 立 的 话 没 有 第 二 条 路 子 , 就 是 要 有 伟大 的 数学 家 、 科 学 家 ,在 这 方面 要 成 
立 全 世界 最 好 的 中 心 ,一 定 要 有 最 好 的 科学 家 ,数学 也 如 此 。 刚 巧 因 为 欧洲 战争 ， 
希特勒 赶 犹太 人 ,所 以 普林斯顿 就 成 为 全 世界 数学 的 研究 中 心 ,因为 有 了 这 些 人 之 
后 吸收 了 许多 访问 的 人 ,他们 后 来 有 许多 人 变 成 第 一 流 的 数学 家 。 

我 后 来 办 了 几 个 数学 研究 所 ,大 家 知道 有 中 央 人 研究 院 数 学 研究 所 ,当时 我 在 
1946 年 回国 ,中央 研 究 院 叫 我 办 数学 研究 所 , 姜 立 夫 先 生 是 所 长 。 我 是 1979 年 退 
体 的 ,在 退休 之 前 向 来 没有 做 过 什么 长 或 什么 主任 的 。 我 不 是 所 长 ,但 实际 上 所 是 
我 把 它 创办 起 来 的 ,因为 姜 先 生 不 在 。 因 为 要 办 一 个 所 的 话 , 当 然 很 多 人 (尤其 在 
中 国 ) 都 要 介绍 人 给 我 参加 这 个 所 。 我 不 是 所 长 ,我 没有 兴趣 的 话 , 我 就 告诉 他 ,我 
蔡 你 告诉 姜 先 生 , 那 就 没有 下 文 ;我 要 是 有 兴趣 的 话 ,我 就 继续 想法 子 做 下 去 。 

也 许 大 家 愿意 听 一 下 我 在 伯克利 办 的 研究 所 ,叫做 数学 科学 研究 所 
( Mathematical Sciences Research Institute) ,这 个 所 成 功 也 有 相当 的 历史 了 。 因 为 美国 
的 国家 基金 会 要 成 立 研 究 所 ,想法 子 能 够 跟 普 林 斯 顿 比较 。 原 因 是 在 美国 的 话 总 
想法 子 不 要 使 力量 太 集 中 ,所 以 有 了 普林斯顿 这 样子 有 成 就 的 研究 所 ,大 家 就 感觉 
有 需要 另外 再 设 几 个 所 ,分 散 一 点 ,不 要 太 集 中 在 一 个 地 方 。 在 整个 美国 学 术 方 
面 政策 方面 ,这 观念 是 非常 要 紧 的 。 要 成 立 这 个 研究 所 是 由 政府 来 拨款 ,政府 拨 
款 大 家 都 会 来 抢 ,为 什么 决定 在 伯克利 ? 为 什么 交 给 我 做 ? 也 可 以 说 是 一 个 笑话 ， 
比方 说 公司 里 头 一 个 总 经 理 出 缺 ,由 董事 选 总 经 理 , 大 家 都 投票 ,不 许 投 自己 ,每 人 
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就 投 一 个 最 不 可 能 当选 的 。 实 际 上 讲 就 是 也 可 以 说 我 在 数学 界 跟 人 的 关系 良好 ， 
大 家 对 我 很 放心 。 我 们 是 1981 年 成 立 的 ,我 做 了 3 年 (1981 ~ 1984) ,美国 国家 基金 
会 给 我 们 拨款 ,一 共 5 年 ,一 千 万 元 ,每 年 有 两 百 万 美元 的 预算 。 最 主要 我 办 事 的 
一 个 原则 是 少 做 事 , 有 时 候 做 太 多 的 话 , 也 不 见得 有 效 。 所 以 我 的 原则 是 ,刚才 说 
过 的 ,办 这 研究 所 最 要 紧 的 是 把 有 能 力 的 数学 家 找 在 一 起 , 找 在 一 起 之 后 不 要 管 
了 ,就 让 他 们 自己 去 搞 。 我 想 研 究 ( 尤 其 是 纯粹 数学 的 研究 ) 没 法 子 有 计划 ,现在 你 
要 政府 拨款 或 跟 机 关 要 经 费 的 话 , 大 家 动不动 要 你 有 个 计划 ,根据 计划 里 头 能 够 做 
出 来 的 东西 大 概 不 是 最 有 价值 的 。 最 好 没有 计划 ,不 过 这 没 法 子 跟 管 钱 的 人 讲 得 
清楚 。 总 而 言 之 ,我 们 有 相当 的 成 功 , 这 个 所 真正 1982 年 才 开 始 ,到 今年 已 经 有 5 
年 了 ,大 家 都 党 得 很 成 功 。 当 然 , 和 普林斯顿 比 的 话 ,因为 我 们 是 政府 的 拨款 ,所 以 
不 能 够 请 到 长 期 的 最 伟大 的 数学 家 。 我 们 来 的 人 是 很 有 名 的 ,各 地 方 的 人 都 有 ,每 
个 人 来 的 话 是 呆 比 较 短 的 时 间 ,不 过 有 它 的 作用 ,就 是 来 得 新 ,负责 的 人 ,参加 的 人 
年 纪 轻 ,所 以 也 比较 会 活动 ,开会 也 比较 会 互相 讨论 ,关系 比较 多 ,作风 跟 普 林 斯 顿 
不 大 一 样 。 不 过 在 美国 讲 起 来 ,有 这 样 另 外 一 个 研究 所 ,因为 美国 现在 数学 家 很 
多 ,也 达到 它 的 目的 。 | 

最 后 我 想 讲 几 句 话 ,我 要 告诉 大 家 ,从 我 这 个 经 验 , 现 在 20 世纪 末年 ,数学 的 
活动 是 非常 活跃 的 ,就 如 我 刚才 所 说 ,传统 的 有 些 困 难 问题 一 个 一 个 解决 了 ,所 以 
我 们 现在 到 了 一 个 时 期 ,要 想法 子 引 进 新 的 问题 ,使 得 新 的 问题 的 解决 引 到 数学 新 
的 方面 ,得 到 新 的 了 解 。 当 然 计算 机 的 发 展 对 数学 有 很 大 的 影响 ,原因 是 计算 机 是 
一 个 离散 的 数学 ,离散 数学 因此 受 大 家 的 注意 。 所 以 种 种 的 原因 ,使 我 感觉 到 数学 
是 一 个 现在 非常 活跃 的 学 问 。 我 想 这 个 数学 的 方向 对 于 中 国人 非常 合适 。 因 为 现 
在 美国 (这 几 天 报纸 已 经 引用 我 的 话 ,我 再 重复 一 下 子 ) 中 学 生 考 会 考 ,华裔 学 生 的 
成 绩 是 要 比美 国 的 学 生 高 得 多 , 据 统 计数 字 ,平均 分 数 高 30%。 现 在 在 美国 最 好 的 
大 学 的 研究 院 , 如 哈佛 普林斯顿 \ 伯 克利 ,往往 大 部 分 最 好 的 学 生 是 中 国学 生 。 中 
国人 在 数学 上 能 力 是 没有 问题 的 。 这 个 学 问 有 它 的 好 处 ,就 是 不 需要 设备 ,完全 可 
以 靠 个 人 的 努力 ,所 以 即使 在 一 个 还 没有 很 发 展 的 环境 之 下 ,要 去 人 研究 数学 比较 容 
易 进 去 。 比 方 说 ,在 伯克利 一 两 年 以 前 ,研究 院 有 一 个 研究 生 的 考试 ,是 一 个 笔试 ， 
有 一 位 学 生 ,老师 给 他 的 分 数 给 低 了 ,所 以 他 去 跟 他 的 老师 讲 ,老师 承认 他 看 错 了 ， 
把 他 分 数 改 了 , 改 了 之 后 ,他 考 了 第 一 ,原来 第 一 的 人 就 变 成 第 二 。 不 管 怎么 样 ,第 
一 、 第 二 两 位 ,一 位 是 中 国 大 陆 的 ,一 位 是 台湾 的 ,都 是 中 国人 。 因 此 中 国学 生 至 少 
在 美国 ,在 欧洲 也 如 此 ,在 研究 院 的 成 绩 非常 之 好 。 所 以 我 非常 有 信心 ,中 国 的 数 
学 家 在 21 世纪 一 定 会 取得 重要 的 地 位 。 
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本 文 写 于 1978 年 ,收入 作者 的 《Selected Papers) , Spring- 
Verlag, 1978 年 。 原 文 为 英文 ;中 译文 刊 于 《数学 译 林 》 第 7 BH 2 
期 ,1988 5 KRW RBA RSA, RS RR. 1987 年 作者 
进行 了 补充 ,收入 《陈省身 文选 》, 科 学 出 版 社 ,1989 年 。 


我 1911 年 10 月 28 日 生 于 中 国 浙江 省 嘉兴 。 我 中 学 时 的 数学 课本 是 当时 流行 
的 稚 尔 与 奈 特 合 著 的 代数 学 及 高 等 代数 、 温 特 沃 思 与 史密斯 合 著 的 几何 学 和 三 角 
学 ,全 是 英文 版 。 训 练 是 严格 的 ,我 做 了 书 中 的 大 量 习 题 。1926 年 我 被 录取 为 中 国 
天 津 市 南开 大 学 新 生 。 显 然 , 我 应 学 习 科 学 ,但 是 对 实验 的 厌恶 驱使 我 主 修 数 学 。 
当时 的 南开 大 学 数学 系 是 一 人 系 , 其 教授 姜 立 夫 博 士 是 随 库 利 奇 取得 哈佛 大 学 哲 
学 博士 学 位 的 。20 世纪 20 年 代 末 期 的 中 国 数学 尚 处 于 原始 状态 。 虽 然 有 现代 观 
念 的 大 学 ,但 只 有 少数 学 校 才 开 设 了 复 变 恩 数论 课程 ,至 于 线性 代数 实际 上 不 知 
道 。 幸 而 我 在 一 个 强 的 班级 中 ,这 样 的 课程 对 我 开设 了 ,另外 还 有 非 欧 几何 课程 ， 
用 的 是 库 利 奇 的 书 。 

1930 年 前 后 我 从 南开 大 学 毕业 时 ,目睹 中 国 科学 的 巨大 进步 ,许多 在 国外 研究 
科学 的 学 子 学 成 归来 。 北 京 ( 旧 称 北平 ) 的 清华 大 学 处 于 发 展 中 心 ,该 校 是 美国 归 
还 庚 子 赔款 创办 的 。1930 ~ 1931 年 我 是 清华 的 助教 ,1931 ~ 1934 年 我 是 清华 的 研 
究 生 ,我 的 导师 孙 久 教授 以 前 是 莱恩 在 芝加哥 大 学 的 学 生 。 因 此 ,我 是 从 写 射影 微 
分 几何 论文 开始 我 的 数学 生涯 的 。 

1934 年 我 获得 出 国 研 究 基 金 。 因 为 1932 年 布 拉 施 克 教 授 在 北京 所 作 的 网 几 
何 的 讲学 吸引 了 我 ,所 以 决定 去 德国 汉堡 。 我 1934 年 秋 到 达 汉 堡 时 , 恰 首 凯 勒 的 
《微分 方程 组 理论 导 引 》 一 书 出 版 ,并 且 他 以 该 书 为 基础 举办 了 一 个 讨论 班 。 在 汉 
堡 不 到 两 年 的 时 间 里 ,我 在 嘉 当 - 遍 勒 理论 方面 的 钻研 比 其 他 方面 更 深入 。1936 年 
2 月 获 理学 博士 学 位 。 | 

学 位 的 完成 履行 了 我 对 研究 基金 的 义务 。 我 自然 地 期 待 着 去 巴黎 与 大 师 埃 
利 : 嘉 当 一 道 从 事 一 年 无 忧 无 虑 的 博士 后 工作 ,可 那 却 原来 是 艰苦 奋斗 的 一 年 。 
1936 ~ 1937 年 在 巴黎 ,我 学 习 了 活动 标 架 、 等 价 方法 、 更 深 的 嘉 当 - 凯 勒 理论 ,而 最 
重要 的 应 是 嘉 当 的 数学 语言 和 思想 方法 。 以 致 至 今 我 还 经 常 觉 得 嘉 当 本 人 比 他 的 
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某 些 解 释 者 更 易于 领悟。 

1937 年 夏 我 回 中 国 就 任 清华 大 学 教授 。 我 乘 伊丽莎白 女王 号 轮 横 越 大 西洋 ， 
在 美国 观光 一 个 月 之 后 ,又 乘 加 拿 大 皇后 号 轮 横越 太平 洋 。 旅 途中 ,中 日 战争 煤 
发 ,以 致 我 未 能 到 达 北 京 。 

战 时 清华 大 学 迁 往 中 国 西南 的 昆明 ,成 为 西南 联 大 的 一 部 分 。 就 数学 而 言 , 这 
是 一 段 与 世 隔 绝 的 时 期 。 我 开设 高 等 专题 的 课程 (如 共 形 微分 几何 、 李 群 等 ), 有 些 
好 学 生 。 

1943 年 我 成 为 普林斯顿 高 级 研究 所 的 成 员 , 维 布 伦 和 外 尔 注 意 到 我 的 工作 。 
在 1943 ~ 1945 年 期 间 ,值得 提 到 的 是 我 研读 代数 拓扑 和 纤维 丛 ,并 做 关于 示 性 类 的 
工作 。1945 年 战争 结束 ,我 决定 回 中 国 。 战 后 运输 困难 推迟 了 我 的 旅程 ,以 致 直到 
1946 年 4 月 我 才 到 上 海 。 我 被 指派 在 南京 组 织 中 央 研 究 院 新 的 数学 研究 所 。 此 项 
工作 仅 持 续 了 近 两 年 时 间 。1948 年 12 月 31 日 ,我 再 次 接受 高 级 研究 所 邀请 离 沪 
赴 美 (参见 A. 韦 伊 的 文章 《我 的 朋友 一 一 几何 学 家 陈省身 》。 离 华 前 ,孟买 的 塔 塔 
研究 所 邀请 我 去 那里 工作 ,并 且 进 入 筹划 阶段 ,但 我 未 能 接受 。 此 项 邀请 肯定 是 塔 
塔 首 席 数学 教授 D.D. 科 萨 姆 比 建议 的 ,他 对 我 在 道路 几何 方面 的 工作 知之 甚 深 )。 
在 高 级 研究 所 我 度 过 了 冬季 学 期 。1949 ~ 1960 年 我 在 芝加哥 大 学 任教 授 。 

1960 年 我 迁 往 们 克利 ,成 了 那里 的 教授 ,于 1979 年 退休 。 和 C.C. EIR 
I.M. 辛 格 一 起 ,我 向 国家 科学 基金 会 提交 一 份 在 伯克利 建 数学 所 的 建议 。 建 议 被 
批准 了 并 且 我 成 了 数学 所 的 1981 ~ 1984 年 度 的 所 长 。 退 休 之 后 在 我 的 母校 ,中 国 
天 津南 开 大 学 ,我 新 办 一 个 数学 所 。 我 希望 我 最 终 的 退休 将 很 快 来 临 。 

下 面 略 述 我 的 数学 工作 。 


1. 射影 微分 几何 


爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 有 力 地 促进 了 黎 曼 几何 及 其 推广 的 研究 。 在 这 之 前 ， 
几何 学 为 1872 年 菲 力克 斯 ' 克 莱 因 发 表 的 埃 尔 明 根 纲领 所 支配 ,每 个 空间 都 对 应 
着 一 个 起 基本 作用 的 变换 群 。 于 是 , 欧 氏 空间 有 刚体 运动 群 ,而 射影 空间 有 射影 群 
等 等 。 沿 着 塞 雷 特 - 弗 雷 内 、 欧 拉 、 蒙 日 与 高 斯 关于 经 典 曲线 与 曲面 论 的 传统 ， 
E.J. 威 尔 辛 斯 基 、G. BEEK E. 切 款 创立 了 射影 微分 几何 。 它 的 主要 问题 是 求 
射影 群 下 一 个 子 流 形 的 局 部 不 变量 的 完全 系 ,并 通过 与 较 简 单 的 几何 图 形 的 密切 
性 来 几何 地 解释 它们 。 主 要 困难 在 于 射影 群 相当 大 ,不 变量 只 能 用 高 阶 密切 才能 
触及 。 此 外 迷 疝 群 是 非 紧 的 ,这 就 丧失 了 许多 美丽 的 几何 特性 。 

我 最 早 的 论文 [1j] 册 [2] 通 过 研究 更 复杂 的 图 形 避 免 了 第 一 个 困难 。 这 些 论 
文 与 练习 差不多 ,但 其 中 隐 含 的 基本 思想 在 P.A. 格 里 非 思 关于 网 、 阿 贝尔 定理 及 


(D ”本文 方 括号 中 的 数字 指 本 书 附录 《陈省身 已 发 表 的 著作 和 论文 目录》 中 的 编号 。 一 一 编者 
4l | 
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它们 在 代数 几何 中 的 应 用 等 近代 工作 中 产生 了 共鸣 。 例 如 ,代替 平面 上 d 阶 代数 
曲线 的 研究 ,可 以 研究 平面 上 每 条 直线 与 曲线 的 4 个 交点 的 构 形 。 此 法 可 得 对 应 
的 d 条 弧 。 文 [1] 研 究 了 对 应 的 两 条 弧 。 

我 的 下 一 篇 论文 [3] 论 及 射影 线 几何 ,一 个 现在 被 遗忘 的 论题 。 用 现代 术语 ， 
线 复 形 力 是 三 维 射影 空间 中 所 有 直线 组 成 的 普 昌 克 -格拉 斯 曼 流 形 中 的 超 曲 面 。 
如 同 通 过 对 曲面 的 切 球面 的 考察 导致 曲率 线 与 主 曲 率 的 基本 概念 ,对 射影 曲面 的 
切 二 次 曲面 的 考察 导致 达 布 与 李 二 次 曲面 一 样 ,在 一 般 线 复 形 的 研究 中 使 用 二 
线 复 形 则 始 创 于 这 篇 论文 。 

几 年 后 ,我 回 到 射影 微分 儿 何 ,在 论文 [17]、[20] 中 引进 n 维 射影 空间 中 一 对 
曲线 或 曲面 切 触 的 新 不 变量 ,它们 包含 梅 姆 克 - 史 密斯 不 变量 作为 特例 , 梅 姆 克 - 史 
密斯 不 变量 在 多 复 变数 的 奇 点 的 一 些 问题 中 有 用 。 总 的 说 来 ,在 奇 点 上 射流 的 微 
分 同 胚 不 变量 的 研究 近代 已 引起 广泛 的 关注 (H. BEER. 托 姆 )。 意 大 利 微分 
几何 学 家 广泛 研究 的 射影 不 变量 ,应 会 引入 更 精细 的 问题 中 去 。 

共 入 网 的 拉 普 拉 斯 变换 是 曲面 变换 理论 中 的 热门 课题 。 它 乃 是 导出 二 元 二 阶 
线性 齐 次 双 曲 型 偏 微分 方程 之 变换 的 优美 几何 结构 。 文 [25j.[36] 将 其 推广 到 一 
类 任意 维 子 流 形 上 去 。 此 推广 与 高 维 孤立 子 及 它们 的 贝克 隆 德 变换 的 近代 研究 
有 关 。 

用 二 阶 常 微分 方程 组 的 积分 曲线 代 蔡 直线 ,射影 空间 便 自 然 地 转 为 让 路 空间 。 
这 种 思想 可 追溯 到 H. 外 尔 。 这 样 的 空间 称 为 是 射影 连通 的 ,或 具有 一 个 射影 联 
络 。0. 维 布 伦 、J.A. 斯 豪 腾 引 进 射影 相对 论 的 目的 在 于 选取 其 道路 与 统一 场 论 
自由 粒子 轨道 一 致 的 射影 连通 空间 ,它们 由 “ 场 方程 "组 来 定义 。 论 文 [114] 中 提出 
了 一 个 新 的 场 方程 组 。 

从 数学 的 观点 来 看 ,射影 连通 空间 具有 内 蕴 的 兴趣 ,把 射影 空间 和 一 般 射影 连 
通 空间 联系 起 来 ,这 是 嵌入 问题 。 在 射影 空间 中 给 出 一 个 子 流 形 MM, 在 M 上 定义 

个 诱导 射影 联络 如 下 : 取 一 个 横 蕉 于 M 的 切 空间 的 线性 子 空间 场 ,由 之 在 邻近 

空间 上 做 投射 , 便 得 此 射影 联络 。 在 文 [7] 中 我 证 明了 一 个 与 黎 曼 空间 的 施 莱 弗 
aero 下 述 结果 是 它 的 一 个 特殊 情况 : n 维 空 
间 上 的 一 个 实 解析 正规 ( 按 嘉 当 意义 ) 射 影 联络 可 以 由 一 个 到 8008 D. + [2] 维 
射影 空间 的 嵌入 局 部 诱导 出 来 ,所 需 维 数 一 般 高 于 施 莱 弗 利 情况 。 

射影 联络 基本 定理 是 对 一 个 道路 系统 联系 于 一 个 唯一 的 正规 射影 联络 。 我 在 
文 [24] 中 宣布 , 当 n 维 空 间 中 有 一 族 k HET OE ,它们 依赖 于 (hk + D(n- T8 
数 且 满足 一 个 完全 可 积 微分 方程 组 时 ,定理 同样 正确 。k = 1 ARR, Mk = 
n - 1 时 得 M. 哈 赫 特 罗 笛 在 巴黎 的 学 位 论文 的 主要 结论 。 我 的 推导 甚 长 且 未 发 
表 。 后 来 , 严 志 达 (Annali di Matematica, 1953) 给 出 了 几何 论述 。 在 普林斯顿 , 维 布 
伦 及 托马斯 领导 下 对 非 黎 曼 几 何 的 探讨 , 主要 工具 是 利用 法 坐标 系 定义 了 相应 于 
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它 的 张 量 法 扩张 。 在 道路 射影 几何 中 ,法 坐标 可 有 不 同 的 定义 ;其 存在 性 一 般 不 易 
建立 。 我 在 文 [8] 中 证 明 ,托马斯 的 法 坐标 一 般 不 同 于 通常 由 嘉 当 的 射影 联络 概念 
所 目 然 定义 的 法 坐标 。 
最 近 我 与 格 里 菲 思 关 于 网 的 工作 [115] 中 发 现 一 个 将 平坦 正规 射影 联络 表征 
为 具有 适当 分 布 的 m? 全 测 地 超 曲 面 的 联络 的 定理 ;而 传统 的 定理 要 求 m "全 测 地 
超 曲 面 ,这 里 ”为 空间 维 数 。 
最 后 我 想 说 ,我 相信 射影 微分 几何 的 重要 性 将 不 断 增 长 。 在 多 复 变 理论 与 代数 
族 的 超越 理论 中 , 凯 勒 度量 的 重要 性 怎么 强调 也 不 会 过 分 。 男 一 方面 ,射影 性 质 则 属 
全 纯 范 畴 ,在 直接 或 间接 包含 线性 子 空间 或 其 推广 的 问题 中 ,射影 性 质 就 会 出 现 。 


2. 欧 氏 微分 几何 


19 世纪 40 年 代 前 ,一 般 是 通过 欧 氏 空 间 的 曲线 、 曲 面 论 课程 向 数学 系 学 生 介 
绍 微分 几何 ,该 课程 在 欧洲 的 大 学 中 视 为 “无 穷 小 分 析 在 几何 上 的 应 用 ”。 布 拉 施 
克 的 书 以 其 对 整体 问题 的 强调 特别 使 我 着 迷 。 然 而 , 仅 当 我 开始 用 活动 标 架 处 理 
曲面 论 后 才能 做 一 些 工 作 。 在 文 [30] 中 我 指出 , 希 尔 伯 特 对 球面 刚性 的 证 明 给 出 
了 一 个 更 一 般 的 定理 : 天 (=3 维 欧 氏 空间 ) 中 的 闭 严格 凸 曲面 当 一 个 主 曲率 是 另 
一 主 曲率 的 单调 减 函 数 时 是 一 个 球面 。 我 对 常平 均 曲率 的 研究 所 获 甚 微 , 迄 今 未 
知 E? 中 是 否 存 在 正 亏 格 的 常平 均 曲 率 的 闭 浸入 曲面 。 

更 一 般 地 , 欧 氏 微分 几何 研究 的 一 个 自然 领域 涉及 Ww - 超 曲 面 ,此 处 , 主 曲率 
之 间 有 一 个 函数 关系 。 春 超 曲面 是 财 严格 凸 的 , 则 它 到 单位 超 球面 内 的 高 斯 映射 
是 一 对 一 的 ,我 们 能 等 同 该 超 曲 面 上 的 函数 与 单位 超 球面 上 的 函数 。 令 or(1 < 
r « n) fe E 中 一 凸 超 曲面 的 主 曲率 的 倒数 的 r 次 基本 对 称 函 数 ,在 文 [71] 中 我 
证 明了 ,如 果 对 某 7 而 言 , 严 ” 中 两 个 财 严格 凸 超 曲面 =, SAY o, 函数 作为 单位 
超 球面 上 的 函数 是 一 致 的 , 则 3 与 >* 仅 相差 一 个 平移 。 条 件 的 几何 意义 是 三 ， 
"上 法 线 平行 的 点 处 的 e, 是 相同 的 。 在 文 [72j] 中 卦 野 顺 一 、 熊 全 治 和 我 对 某 个 
ro, SOF son S ol 代替 定理 中 的 条 件 证 明了 类 似 的 唯一 性 定理 ,该 证 明基 
于 某 些 积分 公式 的 建立 。 

在 文 [84] 中 ,我 考察 了 欧 氏 空间 中 的 具有 边界 超 曲面 。 当 满足 茶 些 曲率 条 件 
时 找 出 了 其 大 小 之 上 界 。 这 就 推广 了 下 . BARA S. 伯 思 斯 坦 对 E? 中 曲面 的 一 
些 工作 。 | 

在 文 177] 中 熊 全 治 和 我 再 次 用 积分 公式 证 明 , 当 满 足 某 些 附加 条 件 时 E" 中 两 
个 & 维 紧 子 流 形 的 保 体积 的 微分 同 胚 是 等 距 变 换 。 

FE 65] 5 OO| PRA RARE T OE" 中 紧 致 浸入 子 流 形 的 全 曲率 。 这 
全 曲率 定义 为 E^ 中 单位 超 球面 上 的 单位 法 从 在 高 斯 映射 下 的 像 之 测度 (注意 ,不 
论 子 流 形 的 维 数 如 何 ,单位 法 从 的 维 数 是 n — 1, Eade E^ 中 单位 超 球 面 的 维 数 )。 
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J. 米尔 诺 紧 随 着 他 关于 纽 结 的 工作 考察 了 全 曲率 。 拉 肖 夫 和 我 推广 芬 切 尔 关 于 空 
间 闭 曲线 的 全 曲率 的 经 典 定理 而 证 明了 在 合适 的 规范 化 下 , E" 中 一 个 紧 浸 入 子 流 
形 的 全 曲率 有 一 个 统一 的 下 界 , 且 此 下 界 当 上 是 仅 当 子 流 形 是 凸 超 曲面 时 才 可 达到 。 
作为 一 个 推论 ,证明 E? 中 具 非 负 高 斯 曲率 的 闭 曲面 是 凸 的 。 这 就 推广 了 阿达 马 的 
经 典 定理 。 在 此 项 工作 中 起 根本 作用 的 是 一 个 关于 具有 退化 第 二 基本 型 的 超 曲面 
的 局 部 性 质 的 引 理 。 近 年 来 ,全 曲率 与 态 紧 浸 入 已 获得 许多 有 趣 的 发 展 ( 凯 珀 , 班 
BI , 波 尔 及 陈 )。 

其 中 有 班 科 夫 引进 的 套 紧 浸 入 的 概念 , 它 是 指 : 对 于 空间 中 任 一 点 , 子 流 形 中 
各 点 与 之 的 距离 函数 具有 最 少 临 界 点 个 数 。 这 是 比 态 紧 浸 人 更 为 强 的 特性 。 在 文 
[146] 中 T. 赛 西 尔 和 我 证 明 , 套 紧 性 在 球 变换 组 成 的 李 群 下 是 不 变 的 , 球 变换 是 将 
球 变 到 球 的 切 触 变换 。 我 们 也 在 李 球 几何 学 中 引进 一 些微 分 几何 学 的 基本 概念 ， 
例如 勤 让 德 映射 和 迪 潘 子 流 形 。 | 

研究 E? 中 曲面 保持 中 曲率 的 等 距 变形 的 是 博 内 。 这 个 问题 化 为 一 个 复杂 的 
过 定 偏 微分 方程 组 ,后 者 已 为 多 人 研究 过 。 在 文 [136] 中 我 证 明 它 们 或 者 是 常 中 曲 
率 曲面 ,或 者 构成 一 个 具 六 参数 由 W -曲面 构成 的 例外 族 ,在 分 析 处 理 中 单位 切 球 
从 的 联络 式 用 得 多 。 

在 中 给 定 的 一 个 定向 (二 维 ) 曲 面 ,其 高 斯 映射 的 像 空 间 是 过 一 点 的 所 有 定 
向 平面 的 格拉 斯 曼 流 形 。 后 者 同 胚 于 S? x S?。 作为 结果 ,该 映射 定义 了 一 对 整数 。 
斯 潘 涅 和 我 在 文 [50] 中 证 明 ,如 果 曲 面 是 嵌入 的 , 当空 间 合 适 地 给 定向 时 ,此 二 整 
数 相等 。 

在 文 [53] 中 凯 珀 和 我 对 E^ 中 漫 入 流 形 引 进 了 两 个 整数 ; 零 化 指数 及 相对 零 
化 指数 。 建 立 了 它们 与 Fr 中 紧 子 流 形 的 维 数 、 余 维 数 之 间 的 不 等 式 。 此 项 工作 起 
源 于 汤 普 金 斯 的 一 个 定理 : 到 中 不 存在 高 斯 曲率 恒 为 零 的 闭 曲面 。 

曲面 论 中 各 种 定理 的 光滑 性 要 求 已 被 P. 哈 特 曼 及 A. 温 特 的 一 长 串 论 文 透彻 
研究 。 我 们 在 文 [58] 中 研究 了 等 温 坐 标 下 的 临界 情况 ,即使 等 温 坐标 系 中 的 度量 
有 相同 光滑 性 的 极 少 条 件 。 

最 后 ,我 想 说 一 个 关于 复 空间 形式 的 结果 。B. 史密斯 在 他 的 论文 中 用 对 称 
埃 尔 米 特 空间 的 分 类 决定 了 常 全 纯 截 曲率 的 凯 勒 流 形 中 的 完备 爱 因 斯 坦 超 曲 面 。 
这 原 是 个 局 部 性 结果 。 该 问题 引出 了 过 定 微分 组 ,我 在 文 [90] 中 从 对 可 积 性 条 件 
的 仔细 研究 推出 了 一 个 定理 。 问 题 中 的 超 曲 面 要 么 是 全 测 地 的 ,要 么 是 超 球面 。 

欧 氏 微分 几何 以 其 单纯 之 美感 可 与 初等 数论 相 媲美 ,与 后 者 不 同 之 处 是 有 更 
多 的 东西 尚 有 待 发 掘 。 


3. 几何 结构 与 它们 的 内 强 联 络 


黎 备 结构 由 其 列 维 - 齐 维 塔 联络 支配 而 道路 结构 由 其 正规 射影 联络 支配 。 局 
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部 微分 几何 的 基本 问题 是 对 一 个 结构 联系 一 个 能 刻画 全 部 性 质 的 联络 。 达 此 目的 
之 有 效 手段 是 下 . 嘉 当 的 等 价 方法 。 我 在 孤 处 中 国内 地 的 1937 ~ 1943 年 间 从 多 方 
面 实现 了 这 个 计划 。 
A. 特 雷 西 斯 研究 了 在 (x,y)- 平 面 中 二 阶 方程 


, ， d 
y 一 F(x,vy,y'), y = -%, a m 12 


的 几何 学 , 特 雷 西 斯 的 结果 已 用 李 理论 的 术语 简洁 表示 ;可 以 更 几何 化 地 说 ,正规 
射影 联络 能 在 线 元 (x ,y,y ) 的 空间 中 定义 。 我 研究 了 平面 内 切 触 变换 群 下 的 三 阶 
方程 


y = F(x,y,y ,y') 


且 证 明了 在 一 个 重要 情况 中 共 形 联络 能 内 萄 地 定义 ( 文 [6] 文 [13])。 我 亦 定义 了 
由 网 产生 的 结构 之 仿 射 联络 ( 文 [9]) (参阅 § 8)。 | 

局 部 微分 几何 结构 可 由 微分 系统 或 度量 来 定义 ,两 种 典型 的 情况 是 射影 几何 
与 欧 氏 几 何 。 当 道路 是 常 微分 方程 组 的 积分 曲线 时 ,容许 的 参数 改变 对 产生 的 几 
何 有 重要 的 影响 。D.D. 科 萨 姆 比 考察 了 具有 容许 参数 的 仿 射 变换 之 二 阶 微分 方 
程 组 ,并 给 该 结构 附 上 一个 仿 射 联络 。 我 在 文 [10] 中 用 等 价 方法 证 明了 此 结果 , 接 
着 在 文 [11] 中 又 解决 了 由 更 高 阶 微分 方程 组 定义 道路 时 的 相应 问题 。 

对 参数 化 不 加 限制 ( 即 参数 容许 任意 光滑 改变 ) 所 给 出 的 子 流 形 族 就 几何 而 言 
更 为 自然 。 推 广 特 雷 西 斯 问题 到 n 维 , 已 知 条 件 应 该 是 满足 某 微分 系统 的 mzn-1 
条 曲线 ,使 得 过 任 一 点 及 在 该 点 的 任 一 切 方向 恰 有 一 条 这 样 的 曲线 。 用 这 些 曲 线 
取代 直线 就 定义 了 广义 射影 几何 即 正规 射影 联络 。 如 § 1 所 述 ,我 拓 广 该 结果 到 
有 给 定 的 ,满足 某 微 分 系统 的 o DO- 个 天 维 子 流 形 的 情形 。 以 同样 的 想法 我 
在 文 [21] 中 定义 了 一 个 外 尔 联络 , 它 在 Re 中 给 出 oo? 个 曲面 作为 迷 向 曲面 "。 在 
文 [22] 中 又 把 它 拓 广 到 n 维 ,但 n 维 的 详情 从 未 发 表 。 

我 在 文 [23] 文 [44] 中 研究 附加 于 芬 斯 勒 度量 的 联络 且 证 明了 有 不 止 一 种 的 
自然 选择 。 

1972 年 莫 泽 发 现 了 Cy 中 的 非 退 化 实 超 曲面 之 局 部 标准 型 ,并 请 我 判断 他 的 不 
变量 是 否 为 嘉 当 不 变量 。 数 年 前 我 曾 将 嘉 当 的 工作 拓 广 到 C,,; 的 超 曲面 。 我 未 
曾 发 表 这 些 结果 ,部 分 原因 是 其 间 田 中 发 表 了 论 同 一 主题 的 文章 ,虽然 田中 对 超 曲 
面 设置 了 一 个 假设 (他 在 以 后 的 文章 才 撤 去 )。 莫 泽 和 我 在 文 [ 108] 中 既 给 出 了 
Coo 中 非 退 化 实 超 曲面 的 标准 型 又 给 出 了 作为 CR - 流 形 的 内 蕴 联 络 , 并 把 两 个 不 
变量 集合 统一 起 来 。 我 在 文 [111] 中 就 超 曲面 是 实 解析 时 定义 了 一 个 射影 联络 。 
它 并 未 给 出 全 部 不 变量 ,但 优点 是 其 不 变量 属 全 纯 范畴 。 

这 一 切 都 是 C -结构 的 特殊 情形 。 某 些 C -结构 ,如 复 结构 ,容许 一 个 变换 的 
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无 限 伪 群 。 我 在 文 [54] 中 给 出 了 G -结构 的 导 引 ,包括 挠 型 的 概念 及 无 限 连续 伪 群 
之 嘉 当 理论 的 介绍 。 文 [83] 给 出 了 G -结构 更 完整 的 叙述 。 
我 在 文 [61] 中 注意 到 对 G C O(n) 的 无 挠 G -结构 霍 奇 的 调和 理论 成 立 ; 于 是 
霍 奇 分 解 能 被 推广 ,调和 式 分 解 为 G -作用 下 的 既 约 项 的 和 ,该 观点 使 霍 奇 的 结果 
更 好 理解 。 
在 数学 的 规矩 中 几何 学 的 领地 从 未 很 好 地 圈定 。 也 许 G -结构 概念 足够 开 
Ral ,能 满足 几何 主流 之 现代 要 求 。 


4. 积分 几何 


1934 年 我 赴 汉 堡 时 , 正 值 布 拉 施 克 以 他 特有 的 风格 开始 发 表 一 系列 称 为 "积分 
几何 ”的 论文 。 虽 然 我 对 积分 几何 有 强烈 的 兴趣 ,但 我 在 这 方面 的 工作 是 零散 的 。 

我 注意 到 克 罗 夫 顿 传统 的 积分 几何 是 处 理 具 有 相同 群 的 两 个 齐 次 空间 , 称 此 
HA C。 知 这 两 个 齐 性 空间 实现 为 陪 集 空 间 G/H 5 C/K, Ab H 5K} GZT 
群 ,又 若 当 二 陪 集 aH 5 bK a, b € CG, 有 公共 元 时 就 称 它们 是 关联 的 。 用 此 关联 概 
念 , 在 很 一 般 的 场合 下 建立 了 克 罗 夫 顿 公式 ( 文 [14,15,19])。 这 个 关联 概念 为 韦 
伊 所 看 中 且 在 后 来 黑 尔 加 松 及 蒂 茨 的 工作 中 发 现 有 用 。 

我 在 积分 几何 方面 之 其 他 工作 涉及 庞 加 莱 的 运动 学 的 密度 ,我 与 严 志 达 一 道 
证 明了 E 中 的 运动 学 基本 公式 ( 文 [1$,51j )。 

外 尔 在 其 关于 管 之 体积 的 公式 中 引进 了 E" PRR A TIE IES Bos HE et, H 
中 有 一 半 仅 依赖 于 诱导 度量 。 若 M 与 Me ON EP PAAR iE MP EEM M 
运动 ,我 在 文 [84] 中 证 明了 表示 交集 MP A M 的 一 个 不 变量 关于 运动 学 测度 之 积 
分 的 一 个 简单 公式 ,这 补充 了 处 理 超 曲面 的 运动 学 基本 公式 。 


5. 示 性 类 


我 是 通过 学 曲面 论 的 学 生 都 熟知 的 高 斯 - 博 内 公式 引进 示 性 类 的 。 早 在 1943 
年 以 前 , 当 我 给 出 n. 维 高 斯 - 博 内 公式 的 内 列 证 明 ( 文 [26,31j) 时 ,利用 曲面 论 中 么 
正 标 架 ,我 认识 到 经 典 的 高 斯 - 博 内 公式 只 不 过 是 这 个 表示 “精彩 定理 ”之 高 斯 公式 
的 整体 性 推论 。 文 [26] 中 证 明 的 代数 形象 乃 是 构 作 以 后 名 为 超度 的 首创 例子 ,而 
超度 在 纤维 从 的 同调 论 及 其 他 问题 中 起 着 根本 作用 。 

高 斯 - 博 内 公式 涉及 欧 拉 - 庞 加 莱 示 性 数 ,很 自然 要 考虑 一 般 的 斯 蒂 弗 尔 - 惠 特 
尼 示 性 类 对 应 的 结果 ,因此 重新 引进 。 我 立即 认识 到 后 者 本 质 上 由 模 2 定义 ,它们 
与 曲率 形式 的 关系 是 人 为 的 。 从 技巧 上 说 ,其 原因 在 于 正 交 群 的 复杂 的 同调 结构 ， 
例如 搁 的 出 现 。 复 数 域 上 的 格拉 斯 曼 流 形 和 斯 蒂 弗 尔 流 形 是 无 乒 的 ,同样 西 群 亦 
是 如 此 。 我 在 文 [34] 中 引进 复 向 量 从 的 示 性 类 ,凭借 德 拉 姆 定理 把 它们 与 该 从 中 
埃 尔 米 特 结构 的 曲率 型 联系 起 来 。 通 过 微分 式 的 清晰 构造 ,该 文 实际 上 包含 了 以 
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西 群 为 结构 群 的 主 从 之 同调 结构 的 精 骨 : 超度 、 示 性 类 、 万 有 从 等 等 。 这 些 示 性 类 

是 对 代数 流 形 定义 的 ,但 其 定义 不 论 用 埃 尔 米 特 结构 还 是 用 万 有 从 都 不 是 代数 的 。 

文 [54] 中 我 通过 考察 用 以 旗 流 形 为 纤维 的 配 从 ,证 明了 示 性 类 能 用 线 从 的 示 性 类 

来 定义 。 作 为 一 个 推论 ,代数 流 形 的 示 性 类 之 对 偶 同 调 类 包含 了 一 个 代表 的 代数 
闭 链 。 | 

纤维 从 的 同调 结构 之 研究 在 用 联络 后 把 局 部 性 质 融和 人 到 整体 性 质 中 ,并 且 把 
微分 几何 与 微分 拓扑 结合 起 来 。 用 任意 李 群 作 结构 群 的 主 丛 的 一 般 情 形 于 1949 
年 由 韦 伊 在 一 未 发 表 的 手稿 中 完成 ,我 的 上 述 工 作 是 关于 酉 群 的 特殊 情形 。 专 著 
[1 中 介绍 了 韦 伊 的 部 分 结果 。 其 主要 结论 是 所 谓 的 韦 伊 同 态 , 它 (通过 曲率 形式 ) 
把 示 性 类 与 伴随 群 作 用 下 的 不 变 多 项 式 等 同 起 来 。 此 等 同 的 重要 意义 应 能 直接 看 
出 ,晚近 发 现 它 在 阿 蒂 亚 - 辛 格 指标 定理 之 热 方程 证 明 以 及 关于 叶 状 结构 的 博 特 定 
理 中 是 决定 性 的 。 

通过 德 . 拉 姆 定理 代表 示 性 类 的 示 性 式 本 身 , 实 际 上 包含 更 多 的 信息 , 示 性 式 
的 零 化 不 仅 是 它们 的 示 性 类 为 零 ( 示 性 类 为 零 只 意味 着 示 性 式 是 正 合 的 ), 它 导致 
二 阶 示 性 类 。 我 和 西蒙 斯 在 文 [101, 106] 中 对 此 曾 作 过 研究 。 二 阶 示 性 类 依赖 于 
联络 的 选择 ,但 联络 改变 时 它 具 有 很 强 的 不 变性 。 在 许多 问题 中 显示 了 它们 的 作 
H: 如 共 形 浸入 以 及 紧 黎 曼 流 形 上 用 谱 来 定义 的 7 不 变量 。 我 与 怀特 合 写 的 论文 
[111j] 给 出 了 示 性 式 的 对 侦 定 理 。 

我 在 文 [41] 中 确定 了 实 格拉 斯 曼 流 形 的 模 2 上 同调 环 。 作 为 一 个 推论 , 它 证 
明了 斯 蒂 弗 尔 - 惠 特 尼 类 生成 球面 从 的 模 2 示 性 坏 。 此 结果 在 紧 黎 曼 流 形 上 闭 测 
地 线 个 数 的 估计 中 起 着 作用 。 

当 底 流 形 具有 复 结构 时 ,其 复 值 外 微分 式 环 亦 有 更 精致 的 结构 。 微 分 式 有 二 
重 次 且 存 在 两 个 外 微分 ,其 一 是 关于 复 结 构 的 ,而 另 一 是 关于 共 斩 复 结构 的 ,通常 
分 别 表 为 9,3。 博 特 与 我 在 文 [83,95] 中 研究 了 关于 算 子 i99 之 全 纯 埃 尔 米 特 向 量 
从 的 微分 式 。 它 已 应 用 于 复 几 何 ,特别 是 对 全 纯 截 面 之 零点 的 研究 。 亚 纯 函 数值 
分 布 经 典 理论 万 此 研究 的 特殊 情形 。 

我 在 文 [104] 中 给 出 关于 紧 黎 曼 流 形 示 性 数 和 其 上 的 亚 纯 向 量 场 的 残 数 之 博 
特定 理 的 初等 证 明 ( 不 涉及 层 上 同调 )。 它 是 用 超度 的 想法 来 证 明 的 。 

对 流 形 必 须 用 共 变 微分 ;曲率 乃 度量 其 非 交 换 性 。 其 组 合 为 示 性 式 , 乃 度量 所 
论 丛 的 非 平凡 性 。 这 一 系列 观念 是 如 此 朴素 而 自然 ,以 至 其 重要 性 无 论 如 何 强调 
都 不 算 夸 大 。 


6. 全 纯 有 映射 


全 纯 映 射 之 最 简单 情形 是 C> Pi, 此 处 C 表 复 直线 而 已 表 复 射影 线 。 用 通 
常 的 术语 ,C 称 为 高 斯 平面 ,而 Pi 称 为 黎 曼 球面 ,映射 理解 为 亚 纯 函数 。 经 典 的 值 
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分 布 论 之 几何 基础 由 两 个 定理 组 成 , 即 熟 知 的 第 一 、 第 二 主 定理 ,它们 只 是 把 高 斯 - 
博 内 定理 分 别 用 于 Pi 的 霍 普 夫 从 和 上 典范 从 。 据 此 再 用 微 积分 型 不 等 式 推出 妹 望 
林 纳 亏 量 关系 。 

文 [73] 中 通过 对 非 紧 歼 曼 面 到 紧 黎 曼 面 的 全 纯 映 射 之 研究 使 这 些 观 点 更 清晰 
了 。 作 为 微分 几何 学 者 ,我 当然 对 由 H. H. 外 尔 和 J. 外 尔 及 阿尔 福 斯 所 发 
展 的 ,解释 为 P, 中 一 条 全 纯 曲 线 的 一 族 亚 纯 函 数理 论 早已 感 兴趣 ,此 处 已, An 维 
复 射影 空间 。 文 [102] 中 对 P, 作 了 几何 处 理 ;山口 在 一 篇 未 发 表 的 手稿 中 对 P, E 
出 了 相应 的 结果 。 非 紧 全 纯 曲线 的 分 布 状 态 之 优 劣 主要 取决 于 弗 雷 内 型 公式 是 否 
RY, SX .维特 与 我 考察 任意 复 流 形 M 中 的 全 纯 曲 线 而 且 证 明 仅 当 M BARE 
殊 的 性 质 时 , 弗 雷 内 公式 才 成 立 ,这 些 性 质 接近 于 具有 党 全 纯 截面 曲率 ( 文 [107])。 
我 们 自然 会 考察 更 高 维 的 全 纯 映 射 , 它 有 许多 课题 尚 待 解决 。 我 在 文 [78] 中 给 出 
了 某 些 一 般 性 的 发 现 , 继 H. 莱 文 在 我 指导 下 所 作 的 一 些 工作 ,我 在 文 L[74] 中 研究 
TEARI: f: Ca > P, ,并 证 明了 在 某 些 增长 条 件 下 集合 Pn- f Cn) Z WE 

在 文 183] 中 博 特 与 我 再 将 值 分 布 问题 公式 化 为 全 纯 同 量 从 之 全 纯 截 面 的 零点 
分 布 问 题 。 复 超度 ( 即 关 于 算 子 199 的 超度 ) 之 研究 成 了 需 先 解 决 的 代数 问题 
( 文 [80,92j])。 示 性 类 是 一 个 精细 定义 的 概念 ,在 属于 全 纯 范 围 之 问题 的 应 用 中 有 
其 重要 性 。 

我 在 文 [91] 中 证 明了 作为 体积 递减 性 质 的 高 维 施 瓦尔 将 引 理 。 我 与 S.I. KRE 
贝 格 在 文 [109] 中 又 对 黎 曼 流 形 之 调和 映射 类 证 明了 一 个 类 似 的 定理 。 

在 文 [93] 中 我 与 莱 文 与 尼 伦 伯 格 在 复 流 形 M 的 实 上 同调 回 量 空间 中 导 和 人 了 
内 蕴 伪 范 数 。 该 定义 要 用 到 多 重 次 调和 函数 , 当 M 中 存在 足够 多 的 多 重 次 调和 据 
数 时 , 伪 范 数 就 变 成 了 范 数 。 在 全 纯 映 射 下 伪 范 数 为 非 增 苑 数 。 

在 复 变 函 数论 中 ,几何 学 具有 重要 的 地 位 。 在 未 来 的 多 复 变 函数 论 中 其 作用 
将 更 大 。 


7. 极 小 子 流 形 


在 E" 中 过 一 点 的 所 有 定向 平面 之 格拉 斯 曼 流 形 G6., 具 有 在 SO(n) 作 用 下 不 
变 的 复 结构 。 另 一 方面 , E 中 的 定向 曲面 通过 其 诱导 黎 曼 度量 而 有 一 个 复 结构 。 
当 且 仅 当 高 斯 映射 是 反 全 纯 时 ,曲面 是 极 小 的 ( 文 [82])。 当 n = 4 时 此 定理 为 平 
尔 所 证 明 ,这 显然 是 与 复 变 函 数论 有 关 的 极 小 曲面 论 之 起 点 。 极 小 曲面 论 的 基本 
定理 之 一 是 伯 恩 斯 坦 唯一 性 定理 , 它 断 言 E? 中 对 所 有 x.y 有 定义 的 极 小 曲面 z = 
f(x,y) 必 为 一 平面 。 伯 恩 斯 坦 定 理 是 一 个 被 奥斯曼 推广 了 的 定理 之 推论 。 推 广 
后 之 定理 断言 ,如 果 一 个 完备 极 小 曲面 不 是 平面 , 则 在 高 斯 映射 下 它 在 单位 球面 上 
的 像 是 稠密 的 , 文 [82] 将 之 推广 为 扬中 非 平面 的 完备 极 小 曲面 在 高 斯 映射 下 像 
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之 稠密 性 定理 ,我 与 奥斯曼 合 写 的 文 [89j] 建 立 了 更 精细 的 稠密 性 定理 。 

球面 S^ 上 的 极 小 曲面 几何 学 采取 了 不 同 的 主张 ,这 是 因为 人 们 自然 会 从 研究 
紧 极 小 曲面 开始 , 当 余 维 数 任意 时 必须 考察 更 高 阶 密切 的 空间 。 此 于 文 199] 中 实 
现 , 该 文 证 明了 它们 的 维 数 是 相继 偶数 。 事 实 上 对 任何 空间 形式 中 的 极 小 曲面 这 
都 是 对 的 。 根 据 E. 卡拉 比 的 结果 ,由 于 2 维 球面 的 简单 共 形 性 , S^ 中 极 小 2 维 球 
面 可 一 一 列举 。 我 在 文 [97] 中 给 出 了 S^ 中 所 有 极 小 2 维 球面 的 简单 构造 。 对 S" 
中 极 小 2 维 球面 的 该 项 工作 由 卢 卡 斯 :巴尔 博 扎 继续 进行 。 

继 西蒙 斯 单位 球面 S" 上 的 (% 维 ) 闭 极 小 子 流 形 的 著名 工作 之 后 ,我 与 陀 卡 麻 
及 小 林 在 文 [94] 中 考察 了 第 二 基本 形式 之 长 度 的 平方 。 记 为 ‖h 上 *。 由 西蒙 斯 不 
等 式 推出 ,如 果 | A |? < k(n - E)/2n - 2k - 1), ail? = 03 | Al? = 
k(n -k)/2n - 2k - 1)。 我 们 确定 了 S" 中 满足 all? = kn - k)/ 
(2n - 2k - 1) 的 所 有 闭 极 小 子 流 形 。 | 

另 一 个 空间 , 它 包 容 的 极 小 曲面 可 以 描绘 得 更 具体 者 ,是 复 射 影 空 间 ,或 更 一 
般 些 ,是 复 格拉 斯 曼 流 形 , 极 小 曲面 的 解 在 理论 物理 中 有 应 用 ,理解 为 o -模型 。 数 
学 上 讲 ,这样 的 调和 映射 曾 被 J. 伊 尔 斯 和 他 的 合作 者 研究 过 。 沃 尔 夫 森 和 我 在 文 
[134] 、 文 [138]、 文 [145 |] 中 运用 活动 标 架 法 ,从 而 给 出 这 个 专题 的 一 种 不 同 的 更 为 
几何 的 处 理 。 

在 文 [128] 中 奥斯曼 和 我 研究 欧 氏 空间 中 极 小 子 流 形 上 诱导 度量 的 内 列 刻 画 
问题 ,这 推广 里 奇 的 著名 定理 ,我 们 给 出 许多 结果 ,但 是 问题 没完 全 解决 。 

我 在 文 [117] 中 研究 仿 射 极 小 超 曲 面 。 这 里 需 极 小 化 的 积分 包含 二 阶 偏 导 数 。 
我 计算 了 第 一 变 分 并 证 明 其 为 零 力 由 仿 射 平均 曲率 为 零 来 刻画 。 

仿 射 极 小 曲面 在 贝克 隆 德 型 变换 中 起 作用 ,后 者 尚 待 更 好 理解 。 滕 楚 莲 与 我 
在 文 [119] 中 证 明 , 如 果 一 个 下- 线 汇 之 焦 曲 面 在 对 应 点 具有 平行 的 仿 射 法 线 , 那 
么 二 者 均 为 仿 射 极 小 曲面 。 

极 小 子 流 形 几 何 学 的 任务 之 一 是 提供 例子 。 其 重要 性 在 于 通过 和 例子 的 比较 
往往 可 导致 一 般 性 定理 。 


8. 网 


论文 [14] .[5] 是 我 在 汉堡 的 学 位 论文 。 我 在 文 [4] 中 对 R 中 超 曲 面 的 d -网 之 
秩 给 出 了 准确 的 上 界 。 论 文 [5] 是 我 努力 理解 嘉 当 - 凯 勒 理论 时 在 网 几何 方面 的 自 
然 结 果 。 我 定义 了 R” 中 7 维 子 流 形 的 一 个 三 网 之 仿 射 联络 ,由 此 能 得 到 一 个 不 变 
量 的 完备 系 , 并 对 其 中 某 些 不 变量 给 出 了 几何 解释 。 

我 被 命运 开 了 个 玩笑 ,40 年 后 又 转 回 到 这 一 课题 。1975 ~ 1976 ÆW P. 格 里 菲 
思 访 问 伯克利 时 ,他 对 作为 射影 复 几 何 学 的 推广 的 网 几何 感 兴趣 。 例 如 P, 中 4 次 
代数 曲线 与 一 般 超 平面 相交 于 d 个 点 ;由 对 偶 性 ,这 就 给 出 对 偶 空 间 已 ”中 超 平面 
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的 d -网 。 

我 们 感 兴趣 于 推广 博 尔 的 线性 化 定理 到 n 维 情 形 , 在 文 [113]、 文 [115] 中 我 们 
对 证 明 这 个 推广 的 努力 没有 完全 成 功 。 一 个 附加 的 条 件 必 须 加 入 ,并 且 需 用 一 个 
较 代 数 几何 的 论证 。 文 章 更 正在 文 [127] 里 。 不 管 怎 么 说 ,问题 是 有 趣 的 ,值得 进 
一 步 探讨 。 

在 文 [116] 中 我 们 给 出 了 R“ 中 余 维 数 为 之 d -网 的 k - 秩 之 准确 上 界 。 


9. 外 微分 系统 和 偏 微分 方程 


正如 我 开头 所 说 ,我 对 外 微分 系统 感 兴趣 。 这 是 很 自然 的 ,因为 微分 几何 中 的 
问题 常常 化 到 这 样 的 系统 。 基 本 而 又 一 般 的 概念 是 对 合 系统 的 概念 。 在 文 [125]、 
文 [144] , 布 赖 恩 特 、 格 里 菲 思 和 我 有 一 个 嘉 当 - 凯 勒 理 论 和 对 合 的 普法 夫 系统 的 介 
绍 。 这 将 扩充 为 我 们 与 R. WEAH. 戈 尔 德 施 米 特 合 写 的 一 本 书 。 

在 应 用 中 外 微分 系统 和 偏 微分 方程 之 间 没 有 本 质 差 别 , 因为 一 个 可 以 化 为 另 
一 个 。 对 于 庞大 的 过 定 系 统 而 言 ,前 者 有 方便 之 处 ,这 在 于 它 的 简捷 记号 和 这 样 一 
个 事实 , 即 微分 式 通常 有 几何 意义 。 在 整体 问题 中 ,后 者 胸有成竹 地 提出 微分 算 
子 , 泛 也 分 析 便 可 用 上 了 。 在 一 般 的 理论 和 特殊 的 情形 之 间 也 有 着 一 条 鸿沟 ,它们 
竞相 争夺 着 在 这 一 领域 工作 的 数学 家 的 精力 。 我 认为 持 有 开放 的 想法 是 明智 的 。 

有 一 个 例子 是 发 展 方程 ,例如 正弦 - 苞 登 方程 和 KdV 方程 。 已 经 看 到 ,这 些 方 
程 是 一 个 拟 球 曲 面 上 的 可 积 条 件 。 在 文 [130] 中 一 个 原始 观察 之 后 ,这 个 问题 我 和 
K. 特 南 布 菜 特 在 文 [142] 中 作 了 仔细 研究 。 我 和 茧 家 贵 在 文 [121] 、 文 [131]j 中 只 利 
用 35(2, 尺 ) 的 结构 方程 给 出 一 个 更 简单 的 做 法 。 

在 文 [137] 中 R. 哈密 顿 和 我 研究 三 维 紧 致 定向 流 形 ,它们 的 切 触 结 构 及 相 容 
的 黎 曼 度量 。 在 一 个 这 样 的 流 形 上 , 切 触 结构 总 是 存在 的 ,这 正如 度量 一 样 。 这 个 
结构 确定 一 个 曲率 , 它 首 次 为 S. 韦伯 斯 特 引 进 。 我 们 证 明 , 当 给 定 切 触 结构 之 后 ， 
切 触 形式 可 以 改变 ,使 得 韦伯 斯 特 曲 率 是 正 的 、 零 或 负 的 。 并 且 在 最 后 一 种 情形 
下 ,可 以 成 为 负 的 常数 。 这 个 问题 类 似 于 n 维 黎 曼 流 形 经 共 形 变换 后 ,关于 数量 曲 
率 的 山路 问题 ,这 里 n > 3。 前 一 问题 化 归 为 一 个 二 阶 次 椭圆 方程 。 切 触 结构 使 论 
证 完成 。 

10. 附 记 


在 结束 本 文 前 ,我 必须 提 及 我 的 夫人 在 我 的 生活 和 工作 中 所 起 的 作用 。 近 50 
年 来 ,无 论 是 战争 年 代 抑 或 和 平时 期 ,无 论 在 顺境 抑或 逆境 中 ,我 们 相濡以沫 ,过 着 
朴素 而 充实 的 生活 。 我 在 数学 研究 中 取得 之 成 就 实 乃 我 俩 共同 努力 之 结晶 。 
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13. (BR a Er SC) BE Se A a 


1989 年 , 张 洪 光 编辑 的 《陈省身 文选 》 由 科学 出 版 社 出 版 。 
1991 年 ,该 书 由 台湾 联 经 出 版 公司 再 版 。 作 者 为 该 书写 了 前 言 
并 为 再 版 写 了 序 。 


BY A (1988) 


我 原来 是 喜欢 写作 的 。 我 的 母校 天 津 扶 轮 中 学 ( 现 名 铁路 一 中 ) 的 校 史 资 料 室 
发 现 我 于 1926 年 曾 在 扶 轮 校 刊 发 表 过 7 篇 文章 ,其 中 有 两 首 新 诗 ,一 篇 小 说 ,一 篇 
题 为 “科学 与 宗教 "的 文章 ,和 几何 学 .化 学 .植物 学 的 论文 各 一 篇 。 我 的 太太 郑 士 
宁 读 了 那 两 首 “ 诗 ”, 说 :“ 你 的 思想 没有 改变 。 我 说 :“ 你 说 我 六 十 多 年 没有 进步 ?” 

我 育 欢 自由 与 独立 ,不 肯 随 俗 。 这 包括 我 1934 年 用 留美 的 公费 去 留 德 法 。 这 
也 包括 我 苦 读 玉 . 嘉 当 的 论文 。1946 ~ 1948 年 ,我 在 南京 中 央 研 究 院 办 数学 研究 
所 , 正 值 国民 党 政府 摇 摇 欲 倒 ,我 苦 撑 了 三 年 。 有 一 位 朋友 说 ,我 把 研究 所 办 成 了 
研究 生 院 ,这 是 很 敏锐 的 观察 。 当 时 数学 所 的 作风 与 他 所 不 同 。 

联邦 德国 斯 普 林 格 公司 曾 出 版 我 的 数学 论文 选集 第 一 集 (1978)。 预 料 此 书 问 
世 时 第 二 、 三 .四 集 都 将 出 版 。 该 公司 的 广告 说 ,我 创办 了 三 个 数学 研究 所 , 当 指 中 
央 研 究 院 .伯克利 及 南开 。 三 者 情形 不 同 。 但 都 是 落 在 我 的 头 上 ,不 是 我 所 追求 
的 。 我 1937 年 离 法 就 任 清华 大 学 教授 , 以 为 将 在 清华 园 终 此 一 生 , 做 一 点 学 问 上 
我 所 喜欢 做 的 事 。 不 料 连 清华 园 的 大 门 都 没有 看 见 。 册 到 清华 ,已 是 十 年 以 后 。 
人 生 真 如 空中 一 叶 。 

这 本 书 是 张 洪 光 同 志 建 议和 编辑 的 。 在 此 对 他 表示 深切 的 谢意 。 阁 干 原 为 英 
文 的 文章 ,经 朋友 们 译 成 中 文 和 校对 , 亦 在 此 道谢 。 


再 版 序 (1990) 





这 本 文选 的 编 印 是 张 洪 光 先生 建议 的 。 它 于 1989 年 秋 由 科学 出 版 社 出 版 , 今 
年 将 出 第 二 版 。 我 很 感谢 联 经 大 学 数学 丛书 的 项 武义 ARE .康明 上 昌 先 生 把 它 收 
为 丛书 的 一 册 。 
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我 自然 了 解 这 是 一 项 优待 ,因为 本 书 的 主题 是 “人 ”, 不 是 一 种 数学 ,与 他 书 不 
同 。 数 学 是 人 为 的 ,人 的 故事 应 在 数学 上 占 一 地 位 ,但 选择 宜 十 分 谨慎 。 数 学 的 范 
围 广 泛 而 深刻 ,而 作 准 确 的 报导 ,是 很 不 容易 的 。 

本 书 的 传记 部 分 自信 大 致 是 正确 的 。 年 来 关于 我 的 新 闻 报导 ,错误 甚 多 ,本 书 
AEE. PUA MR ROEM PES RRM CRE, HAA’ “EH 
官 帝 胜 ", 主 极 真 极 贵 。 我 只 希望 以 残 年 继续 思考 几 个 数学 问题 , 仍 能 从 此 得 到 乐 
趣 , 所 以 极 幸 极 贵 也 。 

书 中 的 “通俗 "演讲 , 病 在 简略 ,读者 需 参考 他 著 。 但 所 提 到 的 问题 ,大 都 是 活 
路 的 。 如 依 此 根据 ,向 前 发 展 , 当 有 不 少 工作 可 做 。 这 些 演讲 应 该 当 作 参 考 材 料 
来 读 。 | 

本 版 添 了 三 篇 文章 ,但 相片 却 大 大 地 减少 了 。《 示 性 类 与 示 性 式 》 一 文 由 康明 
昌 先 生 亲 自 翻 译 , 特 此 致谢 。 
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I 4 接受 张 资 宙 访 问 时 的 谈话 


此 文 首 载 于 香港 《二 十 一 世纪 》1992 年 4 月 号 。 原 题 为 《 数 
学 大 师 陈 省 身 》。 


访问 者 ( 张 英 害 ) 的 说 明 


1991 年 我 有 幸 访问 位 于 加 州 伯 克利 镇 小 山 其 上 的 美国 国家 数学 研究 所 ,因而 
般 轿 其 盛 , 得 以 参加 当年 十 月 同行 为 祝贺 数学 大 师 ( 也 是 创 所 所 长 ) 陈 省 身 教授 80 
华诞 所 举行 的 盛宴 以 及 陈 教 授 的 答谢 宾 。 随 后 ,很 幸运 地 ,又 获得 了 访问 陈 教授 的 
良机 。 

陈省身 是 20 世纪 的 数学 大 师 , 他 在 几何 学 上 的 贡献 是 划时代 的 ,影响 遍及 于 
数学 的 整体 。 他 所 得 到 的 各 种 荣誉 ,例如 数学 上 最 高 的 沃 尔 夫 (Wolf) 奖 、 中 央 研 究 
院 院士 衔 、 美 国 全 国 科 学 院 院士 衔 、 英 国 皇家 学 会 以 及 意大利 科学 院 二 者 的 国外 院 
士 衔 、 许 多 著名 大 学 的 荣誉 博士 衔 等 等 ,可 说 不 胜 枚 举 。 但 杨振宁 以 “ 欧 高 歼 嘉 陈 ” 
这 名 诗 称颂 他 ,将 他 与 欧 几 里 得 、 高斯. 黎 曼 和 嘉 当 这 几 位 有 史 以 来 最 伟大 的 几何 
学 家 相提并论 ,也许 更 能 凸显 他 在 数学 史上 的 棠 高 地 位 。 

要 了 解 陈省身 ,要 看 清楚 这 么 一 位 数学 界 的 伟人 ,也 许 我 们 应 该 先 从 他 那个 时 
代 的 数学 界 看 起 。 

1900 年 前 后 ,世界 数 坛 上 由 法 国 与 德国 争 雄 。 法 国 数学 以 庞 加 菜 为 代表 ,研究 
三 体 问 题 、 微 分 方程 定性 理论 、 组 合 拓扑 学 以 及 测度 理论 等 , 极 一 时 之 盛 。 然 而 , 德 
国 因为 大 学 不 集中 ,发 展 更 为 莲 勃 。 德 国 的 领袖 数学 家 当 推 希 尔 伯 特 。 后 起 的 外 
尔 、 诺 特 、 冯 . 诺 伊 最 等 名 家 ,全 方位 地 研究 泛 函 分 析 、 李 群 论 . 数 论 、 曲 面 几何 、 抽 象 
代数 ,数学 基础 与 数学 物理 等 ,数学 研究 充满 了 活力 。 那 时 的 法 国 、 英 国 、 俄 国 等 也 
产生 了 不 少数 学 大 家 。 但 领袖 地 位 无 疑 操 在 德国 ,而 美国 还 在 向 欧洲 派 留学 生 学 
数学 的 阶段 。 

20 世纪 初 年 , 满 清 王朝 处 于 风雨 飘摇 之 中 ,内 忧 外 患 ,使 中 国 数学 大 体 上 只 相 
当 于 17 世纪 和 牛顿 时 代 的 水 平 ,落后 于 西方 达 200 余年 。1911 年 辛亥 革命 之 后 ,中 
国 开始 现代 数学 的 征途 。 由 于 美国 退回 庚 子 赔款 的 关系 ,中 国 的 第 一 个 数学 博士 
胡 明 复 , 于 1917 年 毕业 于 哈佛 大 学 ;次 年 ,中 国 第 一 个 现代 几何 学 家 姜 立 夫 自 哈佛 
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大 学 取得 博士 学 位 ;1928 年 , 杨 武 之 和 和 孙 光 远 以 数论 和 几何 研究 同时 从 芝加哥 大 学 
取得 博士 学 位 。 因 此 ,美国 对 中 国 数学 影响 深远 。30 年 代 中 国 留 德 数学 生 中 ,杰出 
者 有 曾 炯 之 等 。 惜 曾 不 久 去 世 ,未 能 在 中 国 发 挥 作 用 。 
进入 30 年 代 之 后 ,德国 数学 由 于 希特勒 法 西 斯 上 台 而 日 见 式 微 , 大 批 犹太 血 
统 数学 名 家 流向 美国 。 二 次 大 战 前 后 ,美国 遂 成 为 世界 数学 中 心 。 不 过 ,30 FRY 
微分 几何 学 研究 , 则 仍 以 德 、 法 两 国 领先 。 在 函 数论 王国 的 巴黎 ,有 一 个 光辉 的 例 
外 , 那 就 是 “超越 时 代 ” 的 嘉 当 , 他 的 工作 当时 很 少 人 看 得 懂 , 后 来 却 成 为 几何 研究 
的 出 发 点 。 在 德国 ,汉堡 大 学 的 布 拉 施 克 则 是 几何 学 的 代表 人 物 。 
陈省身 生 于 辛 记 革 命 那 年 ,15 岁 便 到 姜 立 夫 主 桂 的 南开 大 学 数学 系 就 读 ,1930 
年 转 到 清华 大 学 ,其 后 跟 孙 光 远 研修 微分 几何 , 尽 得 国内 名 师 传授 。 他 1934 年 赴 
德国 汉堡, 两 年 后 在 布 拉 施 克 指 导 下 获 博士 学 位 ;1936 ~ 1937 年 ,又 到 巴黎 接受 嘉 
当 的 指导 。 在 两 位 大 师 晶 陶 下 ,他 迅即 达到 微分 几何 研究 的 前 沿 ,成 果 累 累 。30 年 
代 前 后 ,代数 拓扑 学 兴起 。 这 是 研究 整体 性 质 的 有 力 工具 ,对 20 世纪 后 期 的 数学 
发 展 有 决定 性 影响 。 当 时 能 注意 、 理 解 和 运用 拓扑 学 的 数学 家 很 少 ,陈省身 是 其 中 
杰出 的 一 个 。 | | 
1943 JE, € — CREE X ARGUEBE, BOE SS X IS COP Xo 18 ez 3,8] €T 
普林斯顿 高 级 研究 所 。 此 后 两 年 间 , 他 完成 了 一 生 中 最 重要 的 工作 : 证 明 高 维 的 
高 斯 - 博 内 公式 ,构造 了 现今 普遍 使 用 的 陈 示 性 类 ,为 整体 微分 几何 黄 定 了 基础 。 
陈省身 在 二 次 大 战 后 回 到 中 国 ,主持 中 央 研 究 院 的 数学 研究 所 。 后 来 再 度 赴 
美 ,成 为 美国 微分 几何 学 派 的 领袖 人 物 。 本 来 ,分 析 学 一 向 是 数学 的 主体 ,微分 几 
何 只 是 微 积 分 在 几何 上 的 应 用 。 但 爱 因 斯 坦 广 义 相 对 论 和 杨 ( 振 宁 )- 米 尔 斯 规范 
场 论 的 推动 ,以 及 整体 微分 几何 的 形成 ,使 得 微分 几何 成 为 当代 核心 数学 发 展 的 主 
流 学 科 , 反 过 来 影响 分 析 学 的 发 展 。 二 次 大 战 以 后 的 数学 ,从 线性 数学 转 到 非 线性 
数学 ,从 局 部 性 质 研究 过 渡 到 整体 性 质 研 究 ,从 现实 空间 发 展 到 研究 一 般 的 n 维 流 
形 。 徽 分 几何 恰好 顺应 了 这 一 发 展 趋势 。 正 因 如 此 ,陈省身 “由 于 对 整体 微分 几何 
学 的 杰出 贡献 ,而 对 数学 整体 产生 深远 影响 ”而 获得 “ 沃 尔 夫 奖 ”Q@。 
陈省身 虽 是 饮 誉 世界 的 大 数学 家 ,他 的 生平 却 平淡 无 奇 。 这 儿 没 有 硝烟 弥漫 
的 战场 ,没有 引人入胜 的 侦探 故事 ,没有 如 火 如 茶 的 政治 事件 ,更 没有 五 彩 缤纷 的 
感情 世界 。 他 所 拥有 的 只 是 令 人 目眩 的 数学 天 地 。 然 而 ,我 们 可 以 看 到 ,他 选择 了 
最 有 意义 的 研究 方向 ,得 到 了 举世 最 好 数学 导师 的 教育 ,因而 能 顺应 20 世纪 数学 
中 心 转 移 的 历史 脚步 ,把 握 最 佳 的 工作 机 会 。 这 里 当然 有 “机 会 "“ 幸 运 ” 的 因素 。 
但 我 们 仔细 分 析 ,就 会 看 到 一 位 执着 追求 理想 ,才华 横 溢 ,有 充实 人 生 的 数学 家 和 
HA. 


QD 见 沃 尔 夫 基金 会 公告 原文 “for outstanding contributions to global differential geometry, which have profoundly 
influenced all mathematics. . .” 


54 


-陈省身 文集 
14. 接受 张 疯 宙 访 问 时 的 谈话 





1991 年 10 月 28 日 , 张 黄 宙 来 到 数学 研究 所 三 楼 陈 先 生 的 办 公 室 ,对 着 窗外 的 
金门 大 桥 和 旧金山 海湾 ,开始 了 和 这 位 数学 大 师 的 谈话 。 


ra THR DENGI 


张 ” 第 二 次 大 战 以 后 的 几 十 年 中 ,微分 几何 学 一 直 居 于 数学 发 展 的 主流 地 位 ， 
可 算是 当今 的 一 个 “热门 ”课题 。 请 问 您 当初 为 什么 选读 几何 学 ? 

Bk ”说 到 “热门 ”, 我 倒是 从 不 赶 时 暑 的 。 我 进入 几何 领域 ,可 说 完全 由 环境 决 
定 。 我 进 南开 碰 到 了 姜 立 夫 先 生 ,他 是 研究 几何 的 ;毕业 后 ,又 遇 到 孙 光 远 先 生 ,他 
也 是 研究 几何 的 ,这 就 决定 我 走 上 微分 几何 的 道路 。 如 果 单 论 个 人 兴趣 ,我 也 许 更 
喜欢 代数 。 

张 在 30 年 代 , 微 分 几何 是 不 是 “热门 ”? 

陈 不 见得 。 分 析 一 向 是 数学 的 主流 。 那 时 德国 的 格 丁 根 学 派 有 库 朗 的 分 
OTE. 诺 特 的 代数 。 英 国有 哈代 和 李 特 尔 伍 德 的 函数 论 一 一 解析 数论 学 派 ,法 国 
的 皮卡 . 勒 贝 格 和 蒙 泰 尔 等 名 家 主导 的 函数 论 研 究 仍 然 强 盛 , 希 尔 伯 特 和 巴 拿 赫 等 
倡导 的 泛 函 分 析 相 当 流 行 。 虽 说 黎 曼 几何 学 得 到 广义 相对 论 的 推动 ,但 毕竟 是 “ 阳 
春 白雪 ”, 少 人 唱和 ,并 非 “热门 ”。 | 

张 二 次 大 战 以 前 的 世界 数学 中 心 在 德国 的 格 丁 根 ,您 为 何不 去 格 丁 根 “ 朝 
=” ,反而 去 了 汉堡 ? 

Ek ”我 觉得 选择 工作 地 点 应 该 以 自己 的 计划 为 主 ,至 于 见 大 人 物 , 虽 可 供 谈 
助 , 但 和 学 问 实 不 相干 。 当 然 , 有 大 人 物 的 数学 中 心 ,人 才 集 中 ,气氛 和 环境 与 一 般 
地 方 是 不 一 样 的。 

我 去 汉堡 ,首先 是 因为 布 拉 施 克 来 华 讲学 ,他 讲 的 内 容 我 都 懂 ( 差 不 多 同时 , 美 
国 的 G.D. 伯 克 霍 夫 也 来 讲学 ,我 却 听 不 懂 ) ,因而 可 以 进一步 讨论 。 其 次 ,我 读 过 
汉堡 大 学 的 学 报 上 面 的 论文 ,引起 很 大 兴趣 。 所 以 ,我 就 去 了 汉堡 。 

张 ” 那 时 的 格 丁 根 有 没有 很 强 的 几何 学 家 ? 

陈 ， 有。 如 科 - 福 桑 ; 还 有 赫 格 洛 茨 ,他 是 一 个 很 伟大 的 数学 家 , 搞 的 方向 很 
广 ,也 研究 几何 ,刚体 几何 中 就 有 赫 格 洛 芯 定理 。 不 过 ,我 还 是 觉得 去 汉堡 较 合 适 。 

张 ” 在 汉堡 ,你 获 益 很 多 吗 ? 

Ek ”当然 。 除 布 拉 施 克之 外 ,了 下. 阿 廷 和 赫 克 都 是 非常 强 的 数学 家 。 年 资 较 浅 
的 还 有 下 . SLB. RIRH. 察 森 豪 斯 等 ,其 中 凯 勒 对 我 帮助 很 多 。 

还 记得 1934 ~ 1935 年 间 , 我 的 主要 精力 花 在 凯 勒 的 讨论 班 上 。 讨 论 的 内 容 以 
一 本 著名 的 小 册子 《微分 方程 组 引 论 ) 为 主 , 那 就 是 后 来 有 名 的 嘉 当 - 凯 勒 定理 。 讨 
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论 班 的 第 一 天 济济 一 堂 , 布 拉 施 克 、 阿 廷 和 赫 克 等 都 到 场 , 但 以 后 参加 者 愈 来 您 少 ， 
我 是 坚持 到 最 后 极 少 数 人 中 的 一 个 。 将 凯 勒 的 理论 用 于 网 几何 ,再 加 上 先前 的 一 
些 结果 ,就 构成 了 我 的 博士 论文 。 我 做 学 问 ,不 赶 热闹 ,有 自己 的 想法 ,只 选择 最 适 
合 自己 的 工作 去 做 。 

张 在 30 年 代 , 许 多 留学 生 一 旦 得 了 博士 , 便 不 再 做 研究 了 。 您 却 到 大 数学 
家 嘉 当 那里 做 "博士 后 ” ,显示 您 在 事业 上 雄心 勃勃 。 

陈 我 读数 学 没有 什么 雄心 。 我 只 是 想 懂 得 数学 。 如 果 一 个 人 的 目的 是 名 
利 ,数学 不 是 一 条 捷径 。 当 时 ,最 好 的 几何 学 家 是 嘉 当 ,但 在 30 年 代 , 嘉 当 的 工作 
很 少 人 理解 ,被 认为 “超越 时 代 ”。 我 为 嘉 当 的 博学 精深 倾倒 , 遂 于 1936 年 10 月 到 
巴黎 ,在 那里 逗留 了 10 个 月 。 | 

话说 回来 ,做 研究 实在 是 吃力 而 不 一 定 讨 好 的 事 , 所 以 学 业 告 一 段落 便 不 再 继 
续 那 是 自然 现象 ,中 外 缘 然 。 在 巴黎 的 庞 加 莱 研 究 所 有 整 架 的 精装 博士 论文 陈列 ， 
但 大 部 分 作者 都 已 经 不 知 去 向 了 。 长 期 钴 研 数学 是 一 件 痒 藻 的 事 。 何 以 有 人 愿 这 
样 做 ,有 很 多 原因 。 对 我 来 说 ,主要 是 这 种 活动 给 我 满足 。 杨 武之 先生 赠 诗 了 予 我 说 
“独步 遥 登 百丈 台 ”, 实 道 出 一 种 心境 。 我 平生 写 了 很 多 文章 ,甘苦 自 知 ,不 是 一 言 
可 尽 的 。 

张 ”据说 嘉 当 的 工作 很 难 懂 , 但 您 却 把 他 的 思想 方法 彻底 掌握 了 ,这 可 能 是 您 
成 功 的 重要 一 步 。 | 

Ek 是 的 。 嘉 当 的 主要 工作 是 两 方面 : 李 群 和 外 微分 。 这 是 研究 微分 几何 强 
有 力 的 新 工具 。 要 做 “最 好 ”的 数学 不 掌握 它 不 行 。: 嘉 当 老 是 给 我 一 些 他 所 说 的 
“小 ?题目 ,我 回去 研究 ,就 变 成 了 一 篇 篇 的 论文 。 也 许 因为 我 对 他 的 指导 总 是 有 反 
应 ,他 破例 准许 我 到 他 家 里 访问 , 约 每 两 周一 次 。 谈 完 后 第 二 天 ,还 常会 收 到 他 的 
信 , 补 充 前 一 天 的 谈话 内 容 。 这 些 交往 ,使 我 理解 了 当时 “最 好 ”的 几何 学 。 

ok ”现在 ,大 家 都 能 理解 嘉 当 的 思想 了 吗 ? 

陈 ”不 一 定 。 他 的 许多 工作 ,即使 到 今天 ,也 未 见得 被 人 普遍 接受 。 我 甚至 说 
过 ,现在 的 许多 微分 几何 学 书籍 都 写 得 不 好 ,他 们 总 是 从 

VzVyX - VyVzX - Viy,ziX = R(Y,Z)X 

这 样 的 关系 式 出 发 ,推演 整个 微分 几何 。 其 实 , 嘉 当 的 方法 还 要 考虑 到 联络 与 w, 
以 及 曲率 与 0 这 样 两 重 关 系 。 光 是 从 上 式 出 发 ,得 不 到 许多 好 结果 ;倘若 用 我 对 
3&4 BS ERE, , 则 可 以 很 容易 得 到 。 这 一 点 我 曾经 提出 过 ,但 许多 人 仍旧 不 改 。 这 倒 
也 不 错 ,我 可 以 保留 一 种 "秘密 武器 ”, 你 们 做 不 出 的 结果 ,我 可 以 作出 来 , 聊 胜 一 
筹 。 之 所 以 发 生 这 类 情形 , 乃 是 因为 几何 是 用 代数 控制 的 ,不 同 的 代数 手段 ,会 产 
生 不 同 的 几何 结果 。 


普林斯顿 和 整体 微分 几何 


K 那么 ,“ 整 体 微分 几何 "应 是 您 想 做 的 “最 好 ”的 数学 了 。 
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14. 接受 张 竟 宙 访问 时 的 谈话 

ER ”微分 几何 学 趋向 整体 是 一 个 自然 的 趋势 。 了 解 了 局 部 的 性 质 以 后 ,自然 
想 知道 它们 的 整体 含义 ,但 是 意 想不到 的 , 则 是 有 整体 意义 的 几何 现象 。1943 ~ 
1945 年 间 在 普林斯顿 那 一 段 时 期 ,使 我 对 数学 的 了 解 更 增 大 了 。 研 究 整体 几何 学 
需要 坚实 的 经 典 几 何 知识 基础 ,要 擎 握 当 时 刚刚 诞生 不 久 的 代数 拓扑 理论 ,更 要 将 
嘉 当 创 立 的 几何 方法 加 以 改造 。 这 样 才 能 别开生面 ,独树一帜 。 这 样 做 ,很 费力 ， 
世界 上 涉足 的 人 也 很 少 ,但 这 正 是 我 追求 的 目标 。 

Jk 您 去 普林斯顿 ,是 美国 数学 家 维 布 伦 和 著名 的 外 尔 邀 请 的 。 他 们 希望 您 
研究 整体 微分 几何 吗 ? 

E 没有 。 做 甚么 研究 ,完全 由 自己 的 意愿 决定 。 我 到 普林斯顿 去 ,主要 是 和 
维 布 伦 的 联系 。1936 4E , 当 我 还 在 巴黎 时 , 维 布 伦 写 信 给 嘉 当 ,询问 有 关 投 影 正 规 
坐标 的 事 ,这 对 维 布 伦 学 派 的 “几何 途径 ”(geometry paths) 很 重要 。 他 们 想 发 展 一 个 
更 高 级 的 微分 几何 理论 ,突破 爱 因 斯 坦 理论 所 考虑 的 洛 仑 效 空 间 的 限制 ,以 便 做 出 
统一 场 论 。 我 知道 投影 正规 坐标 可 以 用 多 种 方法 定义 ,但 都 有 缺陷 ,于 是 就 提出 了 
一 种 基于 嘉 当 几何 方法 的 定义 , 寄 给 维 布 伦 ,这 给 他 很 深 的 印象 。 我 在 西南 联 大 
时 ,又 曾经 由 维 布 伦 转 交 我 自己 和 王 宪 钟 的 一 些 论文 ,因而 和 他 相 熟 ,但 从 未 谋面 ， 
他 并 不 知道 我 对 整体 微分 几何 感 兴趣 。 

张 ”战争 年 代 应 邀 去 普林斯顿 ,应 该 是 很 少见 的 事 。 

Pe ”确实 。 那 时 普林斯顿 的 经 费 很 少 ,战争 又 正在 进行 ,请 人 是 很 困难 的 。 他 
们 不 但 对 我 的 研究 感 兴趣 ,也 因为 我 是 一 个 中 国人 。 那 时 ,中 国人 搞 科学 研究 的 不 
多 ,不 会 威胁 美国 人 的 “饭碗 ”, 所 以 他 们 也 许 会 优先 安排 中 国人 访问 。 现 在 看 来 ， 
我 到 普林斯顿 是 很 幸运 的 ,我 一 生 “ 最 好 ”的 工作 就 在 那里 完成 。 

张 ” 您 去 普林斯顿 是 一 种 幸运 ,那么 做 学 问 是 否 也 有 机 遇 的 问题 ?例如 ,选择 
了 一 个 方向 ,有 时 做 得 出 成 果 , 有 时 却 做 不 出 来 。 

Ek ”机 遇 不 能 说 没有 ,但 我 想 主要 是 看 能 力 。 就 像 在 茫茫 藉 漠 上 找寻 石油 , 光 
凭 机遇 怎么 行 ?9 成 功 主要 是 靠 地 质 学 家 的 知识 积累 和 科学 判断 能 力 。 同 样 ,即使 
有 了 数学 问题 ,并 不 见得 人 人 能 解决 ,杰出 的 数学 家 就 能 解决 别人 做 不 出 的 问题 。 

张 ” 能 请 您 以 整体 微分 几何 为 例 来 谈 谈 好 吗 ? 比如 ,您 为 甚么 选择 整体 微分 
几何 作为 研究 方向 ? 

陈 ” 数 学 家 要 能 分 别 好 数学 与 坏 数 学 ,或 者 不 大 好 的 数学 。 壁 如 读 诗 看 画 , 有 
些 伟 大 的 作品 , 令 人 百 读 百 看 不 厌 , 投 地 拜 服 。 数 学 工作 亦 是 如 此 : 从 微分 几何 走 
向 整体 是 一 个 自然 的 步骤 。 

但 要 能 走 这 一 步 ,必须 作 好 工具 的 准备 。 我 很 早 就 注意 代数 拓扑 的 作用 ,1932 
年 布 拉 施 克 在 北京 作 题 为 “微分 几何 中 的 拓扑 学 问题 "的 演讲 ,实际 上 仍 是 讲 局 部 
微分 几何 。1933 ~ 1934 年 E. 施 佩 纳 来 华 讲 学 ,严格 证 明 若 尔 当 曲线 将 平面 分 为 两 
部 分 的 拓扑 定理 。 我 也 听 过 江 泽 涵 的 一 门 拓 扑 课 ,但 我 当时 党 得 并 未 进入 拓扑 学 
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之 门 。 直 至 亚 历 山 德 罗 夫 和 和 埠 普 夫 合 著 的 《拓扑 学 》 出 版 ,情况 才 有 变化 。 代 数 拓 
扑 是 很 重要 的 一 门 数学 ,我 对 它 兴 味 很 浓 。 
Kk ”那么 ,您 又 为 什么 选择 高 斯 - 博 内 公式 作为 研究 的 突破 口 呢 ? 





二 维 高 斯 - 博 内 公式 
曲面 上 由 有 限 个 曲线 弧 相 连 而 成 的 简单 闭 曲 线 C, 围 成 区 域 D, 各 绝 
线 外 角 为 a;(i = 152, mj; 则 


| oa, 十 pr * ||Kao = 2ity 
o 为 c 的 曲率 ,天 是 高 斯 曲率 。 它 的 特例 是 三 角形 的 三 个 外 角 之 和 为 2r。 


B 我 在 西南 联 大 教书 时 就 对 这 一 课题 有 不 同 平常 的 了 解 。 大 拓扑 学 家 霍 普 
AF 1925 年 的 博士 论文 就 研究 高 维 的 高 斯 - 博 内 公式 ,他 曾 预言 : 高 斯 - 博 内 公式 
在 高 维 的 推广 是 最 重要 的 也 是 最 困难 的 问题 。 他 将 它 推广 到 超 曲面 的 情形 。 外 和 尔 
也 作 过 贡献 。C. SARA A. 韦 伊 更 证 明了 一 般 高 维 黎 曼 流 形 的 高 斯 - 博 内 公 
式 。 但 他 们 的 流 形 ,都 是 识 在 欧 几 里 得 空间 中 的 。 我 到 普林斯顿 之 后 给 出 了 一 个 
完全 “内 缆 ” 的 证 明 。 我 用 的 是 长 度 为 1 的 切 回 量 丛 ,而 外 尔 ` 艾 伦 多 弗 和 韦 伊 所 处 
理 的 都 是 一 种 " 非 内 区 ”的 球 人 处。 这 一 截然 不 同 ,导致 了 高 斯 - 博 内 公式 的 彻底 解 
决 。 我 走 了 不 同 的 路 ,这 需要 能 力 。 

张 ” 您 最 著名 的 工作 是 “ 陈 示 性 类 ”(Chem Class) ,为 什么 其 他 示 性 类 ,都 没有 
“ 陈 示 性 类 "来 得 重要 ? 

陈 这 需 一 种 眼光 去 分 析 。 主 要 的 示 性 类 有 三 种 : 

(1) 惠 特 尼 示 性 类 : 一 般 的 拓扑 不 变 式 ; 

(2) 庞 特 里 亚 金 示 性 类 : 实 流 形 上 的 拓扑 不 变 式 ; 

(3) 陈 示 性 类 : 复 向 量 从 上 的 拓扑 不 变 式 。 

问题 恰恰 在 于 我 所 处 理 的 是 复 向 量 从 。 复 数 是 一 个 神奇 的 领域 。 例 如 有 了 复 
数 , 任 何 代数 方程 都 可 以 解 , 在 实数 范围 就 不 可 以 。 而 我 又 着 重 研 究 向 量 从 ,不 仅 
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刻画 底 空 间 ,更 刻画 了 纤维 人 处。 这 样 ， 陈 示 性 类 就 有 更 三 更 次 的 含义 。 这 种 既 有 
局 部 意义 又 有 整体 意义 的 数学 结构 具有 普遍 价值 ,因此 可 以 影响 到 整个 的 数学 。 
我 的 眼光 集中 在 “ 复 " 结 构 上 ,“ 复 从 ” 比 “ 实 从 "来 得 简单 。 在 代数 上 复数 域 有 简单 
的 性 质 , 群 论 上 复线 性 群 也 如 此 ,这 大 约 是 使 得 复 向 量 从 有 作用 的 主要 原因 。 

数学 家 和 数学 学 派 

张 大 家 都 要 提高 能 力 , 可 是 怎样 才能 提高 能 为 ? 是 不 是 在 于 “用 功 ”? 

陈 ”当然 必须 用 功 。 不 过 ,用 功 与 否 不 能 看 表面 。 成 天 呆 在 办 公 室 里 , 没 日 没 
夜 地 看 书 .计算 ,草稿 几 麻袋 ,这 是 一 种 用 功 。 但 有 些 人 东 跑 西 看 , 散 散 步 , 谈 谈天 ， 
TEA, MAU EMRE KR. HEFER TAR YE Es LR EMAAR EDS SE 
Bm PL eR 5 EHA LA ABR o LR TE ERIE EYE 
道路 的 。 他 东 跑 西 看 时 ,其 实 也 在 思考 。 

K ”数学 家 成 天 计算 , 练 技巧 ,证 明 难 题 和 猜想 ,往往 令 人 觉得 像 一 位 忙碌 的 
工匠 或 工艺 师 。 

陈 ”工匠 和 工艺 师 都 是 不 可 少 的 ,优秀 工艺 品 可 以 价值 连城 。 问 题 是 数学 大 
厦 的 结构 需要 数学 家 去 设计 ,而 新 竺 科 的 开辟 ,往往 有 赖 于 新 的 数学 观念 和 思想 。 
这 些 光 靠 坐 在 办 公 室 里 练 扩 巧 是 不 成 的 ,必须 广 为 涉 猜 , 与 人 交谈 通信 ,融会 贯通 ， 
扩大 视野 。 

SK ”从 您 的 谈话 中 ,觉得 您 很 重视 怎样 提问 题 ,怎样 看 下 一 步 发 展 , 观 测 未 来 。 

Ek 是 的 。 我 觉得 搞 数学 的 人 ,要 做 “以 后 有 发 展 的 东西 ,不 能 只 看 眼前 。 看 
今后 不 是 订 计划 , 写 在 纸 上 ,而 是 思考 方向 。 有 了 方向 ,才能 提出 自己 的 问题 , 目 己 
的 构想 。 解 决 别 人 提出 的 猜想 ,固然 很 好 ,很 重要 ,但 解决 自己 提出 的 有 重大 意义 
的 理论 课题 ,岂非 更 好 更 重要 ? 我 在 普林斯顿 时 , 常 和 大 数学 家 外 尔 闲 聊 ,他 就 是 
向 前 看 。 他 有 一 次 对 我 说 “看 来 代数 几何 学 将 会 有 大 发 展 。 后 来 的 事实 条 真 如 他 
所 料 。 

K 现在 大 家 都 认为 “强大 的 美国 微分 几何 学 派 " 多 半 受 到 您 的 影响 四。 您 是 
怎样 发 挥 这 种 影响 的 ? 

Ek ”学 术 影响 主要 是 看 工作 ,但 个 性 也 有 关系 。 我 喜欢 与 人 交往 : RAMA. CB 
伊 的 友谊 已 有 半 个 世纪 了 ;和 人 博 特 . 尼 伦 伯 格 . 谢 瓦 莱 、 格 里 菲 思 、 塞 尔 和 和 硕 策 布 鲁 
赫 等 著名 数学 家 也 都 合作 写 过 论文 。 此 外 ,我 带 学 生 ,由 我 任 导 师 获 博士 学 位 的 超 
过 40 人 ;我 也 和 许多 年 青 数学 家 交往 ,联合 发 表 论文 。 我 想 我 能 看 出 有 意思 的 问 
题 来 做 。 

张 有 些 数学 家 则 较 少 与 人 交往 ,例如 周 炜 良 先生 。 


D 见 本 书 收录 的 《奥斯曼 : 几何 学 在 美国 的 复兴 : 1938 ~ 1988》。 
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陈 ” 周 先生 是 我 的 老 朋友 。 当 年 他 和 M. 维 克 多 结婚 时 ,我 是 唯一 的 中 国宾 
客 。 他 是 夜间 工作 者 ,白天 睡 到 下 午 两 三 点 钟 ,德国 银行 一 点 钟 关门 ,每 次 取 钱 都 
得 找 我 帮忙 。 周 先生 在 代数 几何 方面 成 就 很 高 ,但 生性 洲 泊 ,宁愿 少 和 外 界 交 往 ， 
把 家 庭 生活 安排 得 十 分 舒适 ,享受 人 生 。 当 年 中 央 研 究 院 入选 院士 ,局 外 人 很 少 了 
解 他 。 我 于 是 出 来 说 :“ 如 果 周 炜 良 不 是 院士 ,我 们 这 些 院士 都 觉得 有 些 属 愧 了 。” 
后 来 他 选 上 了 院士 ,但 从 不 参加 任何 活动 。 

张 那么 ,您 是 否 觉 得 数学 家 应 多 担任 一 些 社会 公职 或 行政 工作 ,藉以 扩大 
影响 ? 

ER 不 ,不 ,完全 没有 那个 意思 。 我 自己 就 不 愿 负 责 行政 事务 ,曾经 拜谢 美国 
数学 学 会 主席 的 职务 。 但 开创 性 的 事务 例如 创办 本 研究 所 , 则 是 有 意思 的 。 这 里 ， 
我 不 妨 说 一 件 中 国 数学 史上 的 轶 事 。 中 国 数学 会 运 至 1935 年 成 立 ,原因 也 是 北方 
的 姜 立 夫 、 汉 祖 苟 诸 数 学 前 蕴 怕 麻烦 ,不 愿 负责 行政 。 后 来 南方 的 顾 浴 愿意 干 这 类 
事 , 但 自 知 资格 不 够 ,于 是 请 了 交通 大 学 的 胡 敦 复 先 生 任 首届 主席 ,这 样 才 在 上 海 
创 会 。 抗 战 时 顾 投 入 汪 伪 政权 ,后 方 成 立 了 新 中 国 数学 会 ,会 长 是 姜 立 夫 先 生 。 光 
复 后 ,这 两 个 会 合并 , 选 出 姜 先 生 任 会 长 , 胡 敦 复 先生 也 很 高 兴 , 大 家 相处 很 融 治 。 

Kk ”您 是 不 是 可 以 谈 谈 和 法 国 布尔 巴 基 学 派 的 交往 ? 

陈 A. 韦 伊 是 布尔 巴 基 学 派 的 灵魂 ,和 我 是 挚友 ,此 外 如 H. J. WEA 
和 C. 谢 瓦 莱 等 也 都 是 好 友 ,但 我 并 没有 加 入 他 们 的 活动 。1936 年 至 1937 年 间 ,我 正 
在 巴黎 大 学 嘉 当 处 做 博士 后 , 那 年 ,早期 的 布尔 巴 基 成 员 正 组 织 每 两 周一 次 的 “ 朱 利 
亚 ” 讨 论 班 ,中 心 议题 就 是 “ 埃 利 : 嘉 当 先生 的 工作 ”, 那 时 我 和 他 们 却 是 有 接触 的 。 

张 布尔 巴 基 学 派 最 出 名 的 工作 是 他 们 所 写 的 《4 原理》 从 书 ,您 对 它 有 其 么 
看 法 ? 

Be ER UL, E 30 年 代 , 他 们 觉得 许多 数学 家 的 工作 都 经 不 起 推荐 ,没有 严 
格 的 逻辑 基础 。 为 了 避免 以 率 传 话 , 他 们 就 从 最 基础 的 “集合 "开始 , 写 一 套 从 书 ， 
表明 凡是 写 在 他 们 书 上 的 东西 都 是 靠得住 的 。 所 以 这 是 一 套 基 础 书 , 不 是 教 本 。 

K ”现在 有 些 数 学 家 批评 布尔 巴 基 学 派 的 做 法 束缚 人 的 思想 。 

陈 ” 那 是 读者 自己 的 问题 。 作 者 写 他 的 观点 ,你 可 以 跟着 走 , 也 可 以 不 跟 , 不 
能 把 责任 推 到 作者 头 上 。 其 实 , 韦 伊 等 人 本 身 数学 工作 十 分 深刻 ,气势 恢宏 ,并 不 
是 以 那 套 4 原理》 从 书 作为 研究 模式 的 。 

张 布尔 巴 基 对 几何 学 研究 有 甚么 影响 ? 

Be ”影响 不 大 ,因为 像 微分 几何 学 中 的 斯 托 克 斯 定理 究竟 要 甚么 样 的 条 件 才 
恰恰 合适 ? 光滑 是 充分 条 件 ,但 不 光滑 到 甚么 程度 才刚 刚好 使 斯 托 克 斯 定理 能 够 
成 立 ? 这 根本 没 法 决定 。 因 此 后 来 他 们 也 意识 到 有 些 数学 结构 ,不 能 像 他 们 那样 
弄 得 一 清二 楚 。 因 此 那 套 书后 来 没有 继续 ,原来 每 一 专题 出 一 套 书 的 想法 也 没有 
实现 。 此 外 ,他 们 忽视 应 用 数学 ,也 是 不 受 的 。 
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张 ” 迪 尼 多 内 主张 在 中 学 里 "打倒 欧 几 里 得 几何 “引起 很 多 反感 。 
Bk 我 也 不 赞成 迪 尼 多 内 的 这 个 观点 。 他 们 那 套 书 ,只 是 数学 的 一 个 方面 ,并 
不 是 模范 。 数 学 如 果 只 有 一 个 模式 ,生命 就 会 枯萎 。 


数学 在 男 联 和 中 国 


张 ”能 不 能 谈 谈 苏联 的 几何 学 研究 ? 

Be 我 只 想 谈 一 点 苏联 的 拓扑 学 人 研究。 苏联 的 亚 历 山 德 罗 夫 、 柯 尔 莫 哥 党 夫 、 庞 
特 里 亚 金 等 都 作 过 很 好 的 拓扑 学 研究 。1935 年 的 莫斯科 拓扑 会 议 是 一 次 大 检阅 。 
后 来 庞 特 里 亚 金 转向 控制 论 , 亚 历 山 德 罗 夫 偏 爱 闭 集 ,似乎 有 些 偏 ,你 仔细 看 患 特 
尼 的 文章 (在 美国 数学 会 100 周年 纪念 文集 上 ) ,就 知道 1935 年 之 后 ,他 自己 代表 了 
后 来 拓扑 学 发 展 的 主要 方向 。 惠 特 尼 是 数学 大 家 ,但 他 也 是 一 个 默默 耕耘 的 人 ,只 
有 数学 家 才 知 道 他 的 工作 。 不 过 他 还 是 得 了 沃 尔 夫 奖 。 

张 ” 关 于 数学 史 研 究 ,您 还 能 谈 些 意见 吗 ? 

Ek ”我 有 一 点 想法 : 现在 的 数学 史 著 作 , 好 像 是 “新 闻 汇 集 ” ,例如 谁 得 了 甚么 
奖 、 谁 开 了 其 么 会 的 消息 之 类 ,很 少 涉及 数学 发 展 的 真正 关键 。 有 人 建议 我 写 一 部 
微分 几何 学 史 ,我 打算 试 试 , 某 段 时 期 我 当然 是 一 个 积极 参加 的 人 。 但 现在 研究 工 
作 还 很 忙 , 何 日 动笔 ,- TONE. 

另外 ,我 心中 还 有 一 个 中 国 数学 史上 的 疑问 : 宋 元 时 代 中 国 数学 发 展 得 那么 
快 ,是 否 有 外 国 的 影响 ,例如 阿拉 伯 人 的 影响 ? 秦 九 韶 在 他 的 《 数 书 九 章 ) 序 中 自己 
说 得 到 “ 蜡 人 传授 ”, 这 人 句 话 有 其 么 意思 ? 中 国 数学 家 之 间 有 无 来 往 ? 当时 是 否 有 
讲 数学 的 学 院 ?” 这 些 都 是 有 兴趣 的 问题 。 

张 您 今年 八 十 大 寿 , 大 家 都 向 您 致 贺 , 希 望 您 高 寿 。 

E& 80 岁 并 没有 太 多 可 高 兴 的 。 未 来 是 属于 年 青 人 的 ,希望 在 年 青 人 身上 。 
到 我 这 个 年 纪 已 不 可 能 有 体育 爱好 , 听 音 乐 对 我 是 浪费 时 间 。 不 过 ,我 的 脑子 并 没 
有 休息 ,所 以 每 年 仍 能 发 表 几 篇 论文 。 

SK 您 对 中 国 数学 发 展 的 前 景 有 甚么 看 法 ? 

陈 ” 总 的 来 说 很 乐观 ,因为 年 青 人 上 得 很 快 。 海 峡 两 岸 都 是 如 此 。 人 台湾 现 在 
CA 200 名 数学 博士 ,大 陆 的 博士 人 数 也 在 迅速 增加 ,现在 需要 的 领袖 人 物 自 然 会 
产生 的 。 

张 ” 中 国 数学 家 在 国际 数学 家 大 会 上 应 邀 作 一 小 时 报告 的 还 没有 , 作 45 分 钟 
报告 的 也 很 少 ,究竟 是 实际 水 平 差 ,还 是 别人 不 了 解 ”? 

Ek 我 想 还 是 别人 缺乏 了 解 的 原因 居多。 中国 长 期 在 国际 数学 联盟 
(Intemational Mathematical Union, BI] IMU) 之 外 ,别人 不 熟悉 你 的 工作 ,就 得 不 到 报告 
的 机 会 。 不 过 ,没有 被 邀 作 报告 不 太 重 要 ,反正 那 只 是 新 闻 , 过 了 就 算 了 ,不 值得 太 
计较 。 重 要 的 还 是 努力 把 工作 搞 上 去 。 许 多 极 好 的 数学 家 从 未 在 国际 数学 大 会 上 

61 





学 算 回 首 
”陈省身 文集 | 
作 过 报告 ,但 那 并 不 影响 他 们 的 学 术 地 位 。 
张 ”中 国 成 为 “二 十 一 世纪 数学 大 国 ” 的 愿望 ,能 实现 吗 ? 
陈 “数学 大 国 ” 并 不 是 要 “ 雄 中 全 球 ”“ 征 服 一 切 ”, 只 要 能 在 中 国 本 土 上 建立 
起 数学 队伍 ,与 国外 数学 家 进行 平等 的 ,独立 的 交往 就 好 了 。 以 中 国之 大 ,人 口 之 
多 ,实现 这 一 点 应 该 是 不 成 问题 的 。 
张 谢谢 您 。 





读 了 张 英 宙 先生 的 访问 记录 ,很 觉 怖 愧 。 谈 话 中 有 些 话 可 能 是 偏见 ,请 读者 不 
要 太 认 真 。 但 所 举 事实 相信 都 是 正确 的 。 

21 世纪 的 科学 将 莲 动 发 展 ,使 世界 改观 。 只 是 前 景 无 法 预测 ,但 数学 必 为 基本 
的 一 文 。 原因 是 数学 的 出 发 点 简单 ,一切 根据 逻辑 ,因此 是 一 门 坚强 的 和 学问。 它 何 
以 在 许多 科学 上 都 有 用 , 则 有 点 神秘 了 。 个 人 的 想法 是 : 天 下 美妙 的 事件 不 多 ， 
“终归 于 一 ”, 是 很 可 能 的 。 但 学 问 能 层出不穷 的 深 壹 (如 三 维 几何 ) , 则 难 解 了 。 

一 个 数学 家 的 目的 ,是 要 了 解数 学 。 历 史上 数学 的 进展 不 外 两 途 : 增加 对 于 
已 知 材 料 的 了 解 ,和 推广 范围 。 近 年 来 数学 发 展 迅 速 , 令 人 目眩 。 数 学 家 只 能 选择 
一 些 方面 ,集中 思考 。 在 一 个 小 天 地 内 ,可 以 有 无 穷 乐 趣 。 陶 济 明 说 :“ 每 有 会 意 ， 
fi EXER Et o" 杜 工 部 说 :“ 文 章 干 古事 ,得 失 寸 心 知 。” 这 也 是 数学 家 的 最 高 境界 。 

人 的 精力 有 限 。 我 想 数学 家 应 求 “ 先 精 一 经 ,如 有 余力 , 则 由 此 出 发 ,再 求 广 
博 。 要 知道 能 精 一 经 已 是 很 大 的 成 就 了 。 

20 世纪 中 国 建立 了 近代 数学 的 基础 ,成 就 可 观 。21 世纪 必然 要 看 到 中 国 数学 
的 光明 时 代 。 愿 回 志 们 抱 着 信心 ,奋勇 前 进 。 
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I5. Ssmi 


A X XX (Notices of American Mathematical Society) # 45 卷 第 
7 期 ,1998 年 ,标题 为 《Interview with Shiing Shen Chem?) ,访问 者 
A. Jackson。 中 译文 见 《数学 译 林 》 第 18 卷 第 2 期 ,1999 年 ; 田 义 梅 | 
iE, PTH AR. 


陈省身 是 目前 世界 上 仍 健 在 的 最 伟大 的 几何 学 家 之 一 。 他 出 生 于 1911 $ 10 
月 28 日 中 国 嘉 兴 。 他 父亲 有 法 律 学 位 ,供职 于 政府 部 门 。 当 陈省身 幼年 时 ,中 国 
刚刚 开始 建立 西方 式 的 学 院 和 大 学 。15 岁 他 进入 南开 大 学 攻读 物理 。 由 于 他 党 得 
自己 动手 能 力 差 ,最 后 选择 了 数学 。1930 年 ,他 进入 清华 大 学 研究 生 院 。 当 时 清华 
有 一 些 从 西方 获得 博士 学 位 的 中 国 数学 家 ,如 : 孙 光 远 , 他 是 美国 艺 加 哥 大 学 菜 恩 
的 学 生 。20 年 后 , 陈 成 为 菜 恩 在 艺 加 哥 的 继承 人 。1932 年 德国 汉堡 大 学 布 拉 施 克 
访问 清华 ,他 的 演讲 对 陈 产 生 很 大 影响 。 

杰 : 你 在 中 国学 习 之 后 ,决定 到 西方 获得 博士 学 位 ? 

陈 : 1930 年 我 在 清华 大 学 先 做 了 一 年 助教 ,然后 念 三 年 研究 生 。 之 后 清华 给 
我 奖学金 去 西方 ,我 选择 了 比美 国 好 的 欧洲 。 当 时 一 般 人 都 选择 去 美国 ,但 我 对 普 
——— 

杰 : 为 什么 ? 

Er: 当时 这 些 学 校 不 怎么 好 。 我 想 成 为 一 个 几何 学 家 ,而 美国 没有 我 想 研 究 
的 那 种 类 型 的 几何 ,所 以 我 想 去 欧洲 。 我 虽然 是 一 个 初学 者 ,但 我 有 自己 的 一 些 想 
法 。 我 对 当时 世界 的 数学 状况 , 谁 是 最 好 的 数学 家 ,哪里 是 最 好 的 数学 中 心 ,我 都 
有 想法 。 我 的 想法 也 许 不 对 ,但 这 是 我 自己 的 想法 。 我 决定 去 汉堡 ,后 来 证 实 , 这 
是 一 个 很 好 的 选择 。19 世纪 末 ,科学 (包括 数学 ) 的 中 心 是 德国 ， 德国 的 数学 中 心 是 
格 丁 根 ,柏林 和 慕尼黑 也 不 错 。 当 然 ,巴黎 一 直 是 一 个 中 心 。 

1934 年 我 从 清华 研究 生 院 毕业 。1933 年 希特勒 在 德国 掌权 。 于 是 德国 大 学 
MEH, 驱逐 犹太 人 教授 , 格 丁 根 也 月 沉 了 。 而 汉堡 变 成 了 一 个 很 好 的 地 方 。 汉 堡 
大 学 是 第 一 次 世界 大 战 之 后 建立 的 新 大 学 ,虽然 没 那 么 有 名 ， 但 数学 系 却 是 极 好 
的 ,因此 ,我 去 那里 正 合适 。 

陈 第 一 次 接触 下 上. 嘉 当 的 工作 是 在 汉堡 。 嘉 当 对 陈 的 数学 生涯 有 深刻 的 影响 。 
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那 时 ,汉堡 大 学 的 不 支 薪 讲师 凯 勒 是 嘉 当 思 想 的 主要 支持 者 。 凯 勒 正 好 写 了 一 本 
书 , 这 本 书 的 主要 定理 现在 称 为 嘉 当 - 凯 勒 定理 。 当 时 凯 勒 在 汉堡 组 织 了 一 个 讨论 
班 。 讨 论 班 的 第 一 天 ,所 有 的 正教 授 一 一 布 拉 施 克 、 阿 廷 和 赫 克 都 参加 了 。 

Ek: 讨论 班 看 上 去 像 一 个 庆祝 会 ,教室 里 坐 满 了 人 。 凯 勒 拿 着 一 释 自 己 刚刚 
出 版 的 书 , 分 发 给 每 一 个 人 。 但 是 , 书 的 主题 很 难 ,所 以 ,后 来 许多 人 都 不 来 听课 
了 。 我 想 我 是 唯一 坚持 到 最 后 的 一 个 人 ,因为 我 能 跟 上 他 讲 的 内 容 。 不 仅 如 此 ,我 
还 利用 他 讲 的 方法 解决 另 一 个 问题 ,并 写 出 一 篇 论文 。 所 以 ,讨论 班 对 我 来 说 是 非 
常 重要 的 。 讨 论 班 之 后 ,我 去 看 了 凯 勒 。 我 们 多 次 在 一 起 吃 午饭 。 那 时 ,研究 所 附 
近 有 一 个 餐馆 ,我 们 一 边 吃 饭 一 边 讨 论 各 种 问题 。 我 的 德 文 很 有 限 , 而 凯 勒 不 会 讲 
英语 。 不 过 ,我 们 相处 很 好 。 之 后 我 很 快 完 成 了 我 的 论文 。 

大 家 都 知道 嘉 当 是 最 伟大 的 微分 几何 学 家 ,但 他 写 的 文章 很 难 懂 。 一 个 原因 
是 他 用 了 所 谓 的 外 微分 运算 。 在 微分 几何 中 , 当 我 们 谈论 流 形 时 ,一 个 困难 是 几何 
是 由 坐标 来 描述 的 ,但 坐标 本 身 没有 意义 ,坐标 是 可 以 变换 的 。 为 了 处 理 这 种 情 
况 ,一 个 很 重要 的 工具 就 是 张 量 分 析 , 或 里 奇 运算 。 里 奇 运 算 对 数学 家 来 说 是 新 
的 。 在 数学 中 有 函数 ,给 你 一 个 函数 ,你 计算 ,或 加 ,或 乘 ,或 微分 ,都 很 具体 。 在 几 
何 里 ,几何 的 状态 是 由 许多 数 来 描述 的 ,但 你 能 任意 地 改变 这 些 数 ,因此 ,要 处 理 这 
些 ,你 必须 懂得 里 奇 运算 。 

陈 有 三 年 奖学金 ,但 他 只 用 两 年 时 间 就 完成 了 学 业 。 第 三 年 , 布 拉 施 克 安 排 陈 
去 巴黎 与 嘉 当 工 作 。 那 时 , 陈 法 语 说 得 不 太 好 ,而 嘉 当 只 会 说 法 语 。 当 他 们 第 一 次 
见面 时 , 嘉 当 给 陈 两 个 问题 做 。 后 来 ,他 们 偶然 在 虑 加 菜 研究 所 的 楼 梯 处 遇见 。 陈 
告诉 嘉 当 ,不 会 做 他 给 的 题 。 嘉 当 要 陈 去 他 的 办 公 室 讨论 。 此 后 , 陈 定 时 地 去 嘉 当 
DYE ,这 里 经 常 吸 引 众 多 想 与 著名 的 数学 家 见面 的 学 生 。 几 个 月 后 , 竟 当 邀请 陈 
到 他 的 家 里 去 面谈 。 

陈 : 通常 与 嘉 当 见面 的 第 二 天 ,会 接 到 嘉 当 给 我 的 信 , 他 会 告诉 我 :“ 你 离开 之 
后 ,我 想 了 很 多 你 的 问题 ……” 他 会 有 一 些 结 果 和 更 多 的 问题 等 等 。 他 熟知 所 有 关 
于 单 李 群 . 李 代 数 的 文章 。 当 你 在 街道 上 看 到 他 并 且 他 有 一 些 想法 时 ,他 会 拿 出 一 
些 旧 信封 写 些 什么 ,并 给 你 答案 。 为 了 得 到 相同 的 答案 ,有 时 我 要 花费 几 个 小 时 ， 
甚至 几 天 的 时 间 。 我 们 差不多 两 周 见 一 次 面 。 显 然 我 得 非常 努力 工作 。 这 种 状况 
一 直 延 续 到 1937 年 ,之 后 我 回 中 国 。 - 

当 陈 回 到 中 国 , 他 成 为 清华 的 数学 教授 。 但 中 日 战争 极 大 地 限制 了 他 与 中 国 
之 外 的 数学 家 的 联系 。 他 把 他 的 处 境 写 信 告 诉 嘉 当 , 嘉 当 寄 给 他 一 箱 自 己 论文 的 
预 印 本 ,包括 一 些 老 文章 。 陈 花 了 大 量 时间 阅 读 和 思考 。 尽 管 孤立 , 陈 仍 不 断 发 表 
文章 ,并 引起 国际 上 的 注意 。1943 年 他 收 到 维 布 伦 要 他 去 普林斯顿 高 级 研究 所 的 
邀请 。 由 于 战争 , 陈 花 了 一 个 星期 , 坐 军 用 飞机 才 到 达 美 国 。 在 该 研究 所 的 两 年 期 
间 , 陈 完成 了 广义 高 斯 - 博 内 定理 的 证 明 。 该 定理 把 任意 维 闭 黎 曼 流 形 的 欧 拉 示 性 
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数 表示 为 流 形 上 曲率 项 的 菜 种 积分 。 该 定理 把 局 部 几何 和 整体 拓扑 不 变量 结合 在 
一 起 ,这 在 陈 的 许多 工作 中 是 一 个 非常 深刻 的 主题 。 

杰 : 你 认为 在 你 的 数学 工作 中 哪些 是 最 重要 的 ? 

陈 : 我 想 是 纤维 空间 的 微分 几何 。 你 知道 ,数学 有 两 个 不 同 的 方面 。 一 个 是 
一 般 理论 。 例 如 : 人 人 都 得 学 习 点 集 拓扑 ,人 人 都 得 学 习 一 些 代数 ,这 样 这 些 就 形 
成 一 种 一 般 性 的 基础 ,一 种 一 般 性 的 理论 ,它们 几乎 包括 了 所 有 数学 。 还 有 一 些 课 
题 ,虽然 它们 很 特殊 ,但 在 数学 的 应 用 中 却 起 着 重要 的 作用 ,以 至 你 也 得 很 好 地 了 
解 它们 。 例 如 : 一 般 线 性 群 ,或 者 西 群 。 它 们 到 处 出 现 ,不 管 你 是 做 物理 还 是 数 
论 。 这 样 就 有 这 方面 的 一 般 理 论 , 它 包含 某 种 很 漂亮 的 结果 。 纤 维 空间 就 是 其 中 
之 一 。 给 了 你 一 个 空间 , 它 的 纤维 都 很 简单 ,是 经 典 空 间 , 但 是 它们 以 某 种 方式 放 
在 一 起 。 这 里 就 有 一 个 非常 基本 的 概念 。 在 纤维 空间 中 ,联络 概念 很 重要 ,而 我 的 
工作 就 是 从 这 里 开始 的 。 通 常 最 好 的 数学 工作 把 某 种 理论 与 某 些 最 特殊 的 问题 联 
系 起 来 。 而 特殊 问题 又 促使 一 般 理论 发 展 。 我 利用 这 种 想法 给 出 了 高 斯 ~ 博 内 公 
式 的 第 一 个 证 明 。 高 斯 - 博 内 公式 是 一 个 非常 重要 ,非常 基本 的 公式 ,这 不 仪 在 微 
分 几何 中 ,在 整个 数学 中 也 是 如 此 。 在 1943 年 到 普林斯顿 之 前 我 就 已 经 在 考虑 这 
个 问题 ,所 以 在 普林斯顿 时 的 发 展 是 很 自然 的 。 到 普林斯顿 后 我 遇见 了 韦 伊 ,他 刚 
和 艾 伦 多 弗 一 起 发 表 了 一 篇 论文 。 韦 伊 和 我 成 为 好 朋友 ,所 以 我 们 很 自然 地 讨 
论 起 高 斯 - 博 内 公式 ,之 后 我 得 到 了 我 的 证 明 。 我 想 这 是 我 最 好 的 工作 之 一 ,因为 ， 
它 解决 了 一 个 非常 重要 ,非常 基本 的 经 典 问题 ,并 且 这 其 中 的 思想 是 很 新 的 。 而 为 
了 利用 这 些 思 想 ,你 需要 某 种 创造 才能 ,这 不 是 轻而易举 的 ,不 是 有 了 这 些 想法 束 
能 施行 的 ,这 里 需要 敏捷 和 灵巧 。 所 以 我 认为 这 是 一 个 非常 好 的 工作 。 

AS: 示 性 类 也 是 你 非常 重要 的 工作 。 

陈 : 示 性 类 给 我 的 印象 不 是 那样 深 。 示 性 类 很 重要 ,因为 它 是 纤维 空间 的 基 
本 不 变量 。 而 纤维 空间 又 是 那样 重要 ,因而 示 性 类 也 就 产生 了 。 不 过 这 不 需要 我 
很 多 思考 ,它们 经 常 出 现 , 包 括 一 阶 陈 类 c1。 在 电磁 中 ,人 们 需要 复线 从 的 概念 。 
而 复线 从 导致 c ,这 在 狄 拉 克 关 于 量子 电动 力学 的 文章 中 就 有 。 当 然 犹 拉克 并 不 
称 其 为 co 5 ci 不 为 零 时 ,就 与 所 谓 的 磁 单 极 有 关 。 这 样 既然 示 性 类 出 现在 一 些 
具体 的 .基本 的 问题 中 ,所 以 非常 重要 。 

AS: 当 你 40 年 代 开 始 发 展 陈 示 性 类 理论 的 时 候 , 你 是 否 知道 庞 特 里 亚 金 的 工 
作 以 及 这 样 的 事实 , 即 一 个 实 纤 维 丛 的 庞 特 里 亚 金 示 性 类 可 以 从 它 的 复 形式 的 陈 
示 性 类 得 到 。 

Ek: 我 的 主要 想法 是 人 们 应 该 研究 复 形式 下 的 拓扑 和 整体 几何 。 复 的 情形 有 
较 多 的 结构 ,在 许多 方面 比 实 的 情形 简单 。 所 以 我 引进 了 复 情形 的 陈 示 性 类 ,而 实 





O 这 篇 文章 介绍 了 高 斯 - 博 内 公式 的 一 个 证 明 ,该 证 明 依赖 于 这 样 一 个 事实 : 一 个 黎 曼 流 形 可 以 局 部 
等 距 地 凡人 到 一 个 欧 氏 空间 。 而 陈 的 证 明 仅仅 利用 了 流 形 的 内 荀 性质。 


65 


学 算 回 首 M 

陈省身 文集 
的 情形 要 复杂 得 多 。 我 读 过 庞 特 里 亚 金 的 文章 ,但 没有 见 到 他 的 详细 文章 ,不 过 我 
想 他 在 英文 版 的 《科学 纪事 》 上 发 了 摘要 。 我 是 从 希 策 布 鲁 赫 那里 得 知 陈 和 庞 
特 里 亚 金 这 两 种 示 性 类 的 关系 的 。 陈 示 性 类 可 以 借助 曲率 ,借助 局 部 不 变量 来 表 
示 。 我 主要 的 兴趣 在 局 部 和 整体 之 间 的 关系 。 当 你 研究 空间 时 ,你 能 够 测量 的 都 
是 局 部 性 质 。 要 紧 的 是 某 些 局 部 性 质 和 整体 性 质 有 关 。 高 斯 - 博 内 公式 最 简单 的 
情形 即 是 一 个 三 角形 的 三 角 之 和 为 180*。 因 此 ,可 以 说 它 早 就 出 现在 简单 情形 
中 了 。 

杰 : 你 被 看 做 整体 微分 几何 的 主要 代表 之 一 。 像 嘉 当 一 样 ,你 在 微分 形式 和 
联络 等 方面 工作 。 但 是 德国 学 派 , 克 林 根 柏 格 是 其 中 的 一 个 代表 ,用 不 同 的 方式 做 
整体 几何 。 他 们 不 喜欢 用 微分 形式 ,他 们 用 测 地 线 和 比较 定理 等 来 推导 。 你 怎么 
看 这 种 差别 ? | 

Ek: 没有 本 质 差 别 。 这 是 一 种 历史 发 展 。 例 如 为 了 做 流 形 上 的 几何 ,标准 的 
技巧 就 是 里 奇 运 算 。 基 本 问题 是 形式 问题 ,这 些 问题 是 由 李 普 希 茨 和 克利 斯 托 费 
尔 解 决 的 ,特别 是 后 者 。 而 克利 斯 托 费 尔 的 想法 又 追溯 到 里 奇 ,里 奇 写 了 关于 里 奇 
运算 的 书 。 所 以 包括 外 尔 的 所 有 人 都 通过 里 奇 运 算 学 习 数 学 。 张 量 分 析 是 如 此 重 
要 ,以 至 人 人 都 要 学 。 这 就 是 在 微分 几何 中 人 们 从 张 量 分 析 开 始 的 原因 。 不 过 在 
某 些 方面 微分 形式 应 该 引入。 我 通常 喜欢 说 ,向 量 场 像 一 个 男人 ,而 微分 形式 则 像 
一 个 女人 。 社 会 必须 有 两 性 ,一 个 是 不 够 的 。 

陈 1943 ~ 1945 年 在 普林斯顿 研究 所 ,之 后 回 中 国 两 年 ,在 那里 他 帮助 建立 了 中 
央 研 究 院 数学 所 。1949 年 他 是 芝加哥 大 学 教授 ,1960 年 到 伯克利 加 利 福 尼 亚 大 
学 。1979 年 退休 后 , 陈 仍 很 活跃 ,特别 是 他 帮助 创建 了 伯克利 的 数学 科学 研究 所 ， 
并 于 1981 年 到 1984 年 受聘 为 第 一 任 所 长 。 陈 培养 了 41 位 博士 。 这 个 数字 不 包括 
他 经 常 回 中 国 时 与 之 接触 的 许 许多 多 学 生 。 由 于 中 国 的 “文化 大 革命 ", 这 个 国家 
失去 了 许多 天 才 的 数学 家 ,而 数学 研究 的 传统 也 几乎 趴 失 殉 尽 。 陈 做 了 许多 事 来 
恢复 这 种 传统 。 特 别 是 1985 年 在 中 国 天 津 ,他 创建 了 南开 数学 研究 所 。 

杰 : 你 多 长 时 间 回 一 次 中 国 ? 

Ek: 近年 来 我 每 年 都 回去 。 通 常 呆 一 个 月 或 更 长 一 点 。 我 创办 了 南开 数学 研 
究 所 ,而 最 重要 的 是 找 一 些 会 呆 在 中 国 的 好 的 年 轻 人 。 在 这 方面 我 们 是 成 功 的 。 
例如 龙 以 明 ( 动 力 系 统 )、 陈 永川 (离散 数学 )、 张 伟 平 (指标 理论 ), 以 及 方 复 全 (微分 
拓扑 ) ,还 有 其 他 一 些 非常 好 的 年 轻 人 。 我 想 在 中 国 数学 进步 的 主要 障碍 是 工资 太 
低 。 顺 便 提 一 句 ,国际 数学 联盟 已 选 定 北京 为 下 一 届 国 际 数学 家 大 会 的 地 点 。 

杰 : 你 认为 中 国 的 数学 会 长 足 进步 吗 ? 

Bk: 噢 ,当然 。 不 过 令 我 担心 的 是 中 国 的 数学 家 会 太 多 。 


(D 俄罗斯 科学 院 杂 志 。 
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杰 : 中 国 是 一 个 大 国 , 或 许 他 们 需要 许多 数学 家 。 

Ek: 我 认为 他 们 不 需要 太 多 数学 家 。 中 国 是 一 个 大 国 , 自 然 有 大 量 天 才 , 尤 其 
在 一 些小 地 方 。 壁 如 高 中 生 的 国际 奥林匹克 数学 竞赛 ,中 国 的 成 绩 一 般 都 很 好 。 
为 了 在 这 种 竞赛 中 取得 好 成 绩 ,学 生 就 要 训练 。 其 结果 是 其 他 科目 就 可 能 忽视 。 
现在 中 国 的 父母 要 他 们 的 小 孩 多 学 英语 ,做 生意 , 赚 更 多 的 钱 。 而 比赛 是 不 给 钱 
的 。 我 想 有 一 年 这 种 训练 少 了 , 当年 中 国 的 成 绩 会 立刻 掉 下 来 。 这 上 毕竟 是 一 个 12 
亿 人 口 的 国家 ! 任何 一 个 公正 的 人 都 会 理解 ,其 生活 水 平 不 可 能 很 高 。 

1934 年 当 陈 选择 去 德国 攻读 博士 学 位 时 ,几何 在 美国 还 是 一 个 不 起 眼 的 科目 。 
而 当 他 1979 年 退休 时 ,在 美国 数学 领域 中 ,几何 已 成 为 最 辉煌 的 方向 之 一 。 这 种 
变化 多 半 归 功 于 陈 。 而 陈 对 他 的 成 就 却 极为 谦虚 。 

Ek: 我 不 认为 我 能 高 瞻 远 瞩 。 我 只 是 在 做 一 些小 问题 。 数 学 中 大 量 概 念 和 新 
的 思想 涌 入 ,而 你 只 是 做 一 些 问题 ,试图 得 到 一 些 简 单 的 解答 ,并 给 出 一 些 证 明 。 

杰 : 这 就 是 说 你 观察 事物 ,然后 产生 想法 。 

Be: 对 。 在 大 部 分 情况 下 你 一 个 想法 也 没有 。 而 在 较 多 情况 中 你 的 想法 又 不 
管用 。 

杰 : 你 把 自己 描绘 成 为 一 个 解 题 者 ,而 不 是 一 个 创建 理论 的 人 。 

陈 : 我 想 这 中 间 的 差别 很 小 。 每 一 个 好 的 数学 家 都 应 该 是 一 个 解 题 者 。 不 然 
你 空 有 想法 ,怎么 做 出 好 的 贡献 ? 你 解决 了 某 些 问题 ,你 利用 了 某 些 概念 。 而 数学 
贡献 的 价值 ,你 可 能 就 要 等 。 你 只 能 在 未 来 看 到 它 。 评 价 一 个 数学 家 或 一 部 分 数 
学 ,很 困难 。 璧 如 可 微 性 这 个 概念 。 二 三 十 年 前 ,许多 人 不 喜欢 可 微 性 。 许 多 人 对 
我 说 :我 对 任何 有 可 微 性 概念 的 数学 不 感 兴趣 。 这 些 人 想 使 数学 变 得 简单 些 。 而 
如 果 你 排斥 和 可 微 性 有 关 的 概念 ,你 就 会 排斥 掉 许多 数学 ,而 这 就 不 行 。 这 里 牛顿 
和 莱 布 尼 茨 起 了 作用 。 有 趣 的 是 数学 中 有 些 看 法 是 有 争议 的 。 

杰 : 你 能 给 出 数学 中 有 争议 的 看 法 的 一 些 例子 吗 ? 

Bk: 其 一 是 当今 一 些 文章 太 长 。 例 如 有 限 单 群 的 分 类 。 谁 会 去 读 1 000 页 的 
证 明 ? 四 色 问 题 的 证 明 亦 如 此 。 我 想 我 们 应 该 使 数学 更 有 趣 。 

我 认为 数学 不 会 很 快 消亡 。 它 会 存留 一 些 时 间 ,因为 有 许 许多 多 漂亮 的 事情 
需 做 。 做 数学 是 个 人 的 行为 。 我 不 相信 可 以 由 一 群 人 来 做 数学 。 基 本 上 这 是 一 种 
个 人 行为 ,从 而 也 容易 做 。 数 学 不 需要 许多 仪器 。 所 以 它 会 延续 一 段 时 间 。 我 不 
知道 人 类 文明 会 持续 多 久 , 这 是 一 个 非常 大 的 问题 。 但 就 数学 本 身 ,我 们 还 会 和 它 
相处 一 段 时 间 。 | | 

陈 以 86 岁 高 龄 在 继续 做 数学 。 近 年 来 他 特别 有 兴趣 的 是 芬 斯 勒 几 何 。 两 年 
前 他 在 《Notices》 的 一 篇 文章 中 讨论 了 这 个 题目 。(《 芬 斯 勒 几何 就 是 没有 二 次 型 限 
制 的 黎 曼 几 何 ),1996 年 9 月 ,959 ~963 KH.) 

陈 : 芬 斯 勒 几何 比 黎 曼 几 何 范围 要 广 得 多 , 它 可 以 以 一 种 非常 优美 的 方式 来 
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处 理 。 在 今后 几 十 年 中 , 它 会 成 为 许多 大 学 微分 几何 方面 的 基础 课 。 在 数学 上 我 
没有 什么 困难 ,所 以 当 我 做 数学 时 ,我 是 在 欣赏 它 。 这 也 就 是 为 什么 我 一 直 在 做 数 
学 ,因为 其 他 事 我 做 不 了 。 我 已 退休 多 年 ,人 们 问 我 是 否 还 做 数学 。 我 想 我 的 答案 
是 : 这 是 我 能 做 的 唯一 一 件 事 , 没 有 其 他 我 能 做 的 事 。 我 的 一 生 就 是 这 样 。 
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16 在 南开 大 学 和 访问 者 的 谈话 


此 文 原 载 《 科 学 ) 第 52 卷 第 4 期 ,上 海 ,2000 年 , 原 标题 是 《 回 
归 故 乡 , 寄 望 南 开 一 一 陈省身 访谈 录 》。 访 问 者 为 张 黄 宙 、 王 善 
平 、 倪 明 。 


1985 年 ,国际 数学 大 师 陈 省 身 挥 笔 写 下 “21 世纪 数学 大 国 ” 的 预言 。 这 被 称 为 
中 国 数学 的 “陈省身 猜想 ”。 今 年 是 2000 年 ,在 不 少 人 心目 中 已 属 21 世纪 。“ 数 学 
大 国 ” 离 我 们 还 有 多 远 ? 

年 初 ,笔者 走访 了 在 南开 大 学 数学 研究 所 度 过 严冬 的 陈 先生 。 陈 先生 刚刚 痛 
KAE AKO 余年 的 老伴 郑 士 宁 女士 。 陈 师母 平静 地 离 去 ,南开 大 学 和 陈 先 生 决 
定 让 她 长 眠 南开 校园 。 陈 省 身 是 1948 年 的 中 央 研 究 院 的 首 批 院士 ,1961 年 的 美国 
科学 院 院 士 ,1995 年 的 中 国 科学 院外 籍 院士 。 叶 落 归 根 ,陈省身 最 终 属于 中 国 , 属 
于 南开 。 

2000 年 1 月 28 日 下 午 , 笔 者 应 约 到 达 南 开 谊 园 对 面 的 一 座 小 楼 , 敲 门 进去 , 献 
上 一 束 素雅 的 鲜花 。 

际 先 生 精 神 收 匆 , 记 忆 清 晰 , 谈 锋 仍 健 。 前 后 两 次 达 6 小 时 的 谈话 ,并 无 倦 意 。 
这 一 次 ,笔者 代表 华东 师范 大 学 出 版 社 来 向 陈 先生 报告 出 版 《< 陈省身 文集 ) 的 有 关 
事宜 ,其 中 收录 的 一 份 “ 陈 省 身 年 谱 ” 有 许多 地 方 需要 核实 。 谈 话 从 他 的 生平 谈 到 
中 国 数学 的 过 去 和 未 来 。 笔 者 摘 取 其 中 的 一 些 片段 ,写成 这 篇 访谈 录 , 不 断 地 留 下 
这 位 数学 伟人 的 思想 和 脚步 。 

|]: 陈 先生 , 听 说 您 最 近 发 表 了 关于 “数学 和 诺 贝 尔 奖 ”的 文章 。 

陈 : 数学 没有 诺 贝 尔 奖 。 经 济 学 本 来 也 没有 诺 贝 尔 奖 , 是 后 来 补 上 的 。 那 一 
次 ,瑞典 的 数学 家 如 果 努 力 一 点 ,数学 也 许 就 列 上 了 。 但 是 他 们 不 喜欢 活动 。 与 科 
学 接近 的 数学 没有 设 , 原 来 属于 人 文科 学 的 经 济 学 反倒 列 上 了 。 不 过 我 觉得 数学 
没有 诺 贝 尔 奖 也 许 是 好 事 。 研 究 数 学 不 是 为 得 奖 , 大 家 甘于 平淡 ,远离 功利 ， m 
研究 ,陶醉 于 数学 。 

问 : 能 够 有 一 个 世界 性 大 奖 ,对 于 激励 人 的 积极 性 还 是 很 有 作用 的 。 您 得 过 
沃 尔 夫 奖 ,还 有 一 个 是 菲 尔 兹 奖 。 这 两 个 世界 数学 的 最 高 奖 仍旧 是 数学 家 所 向 
往 的 。 
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陈 : 菲 尔 效 奖 的 早期 得 奖 者 声望 很 高 ,许多 得 奖 者 都 有 重要 的 工作 。 菲 尔 效 
奖 能 否 维持 这 个 水 平 似 渐 成 问题 。 我 想 这 和 菲 尔 效 奖 的 评选 过 程 有 关 。 国 际 数学 
联盟 没有 钱 ,选择 的 评审 委员 会 连 开会 的 路 费 都 没有 ,只 能 靠 通讯 发 表意 见 和 投 
票 。 于 是 委员 会 主席 权力 就 很 大 ,难免 有 一 些 片面 性 。 菲 尔 效 奖 当年 不 是 大 奖 , 所 
以 有 年 龄 限制 。 现 在 看 来 这 个 限制 似 不 合理 。 

D: 现在 国内 的 许多 资格 和 获奖 评审 ,“ 活 动 ” 得 很 厉害 。 难 免 有 不 公平 的 
地 方 。 

Bk: 凡是 要 靠 人 的 选举 产生 的 事情 ,都 需要 活动 。 有 些 活动 是 必要 的 。 例 如 
和 别人 交往 ,参加 国际 活动 ,合作 进行 研究 ,以 增进 披 此间 的 了 解 。 不 会 活动 ,人 家 
根本 不 知道 你 在 做 什么 , 连 人 都 没 见 过 , 叫 人 家 怎么 提名 ? 但 是 有 些 不 正常 的 活 
动 ,确实 令 人 讨厌 。 外 行人 只 知道 某 某 奖 , 某 某 称号 ,不 管 别 的 ,他 们 管理 起 来 很 省 
事 。 其 实 绝对 公平 是 很 困难 的 。 | 

问 : 那么 ,不 善 活动 的 数学 家 就 不 能 获得 很 高 的 声誉 么 ? 

陈 : 不 ! 只 要 数学 工作 真正 好 ,尽管 不 是 “院士 ,没有 得 奖 ,仍然 会 受到 人 们 
的 尊敬 。 例 如 ,2000 年 10 月 9 日 到 13 日 ,在 南开 将 要 举行 “ 周 炜 恨 、. 陈 国 才 数 学 工 
作 研 讨 会 ”"。 他 们 两 人 都 非常 淡 于 名 利 ,没有 什么 “院士 "称号 ,也 没有 得 过 什么 大 
奖 , 现 在 却 越 来 越 觉得 他 们 的 工作 十 分 重要 。 周 炜 良 在 代数 几何 上 的 成 就 很 高 ,以 
他 名 字 命 名 的 专 有 名 词 , 光 是 进入 《 岩 波 数 学 辞典 ) 就 有 5 个 之 多 ,很 少 有 的 。 陈 国 
才 在 美国 一 些 大 学 执教 ,地 位 不 高 。1991 年 在 伊利 诺 伊 大 学 平淡 地 过 世 。 他 很 有 
想法 ,一直 在 做 自己 的 研究 ,别人 不 理解 他 的 工作 ,他 也 不 在 乎 。 他 的 工作 类 似 于 
著名 的 德 . 拉 姆 定理 ,但 德 . 拉 姆 定理 是 把 微分 的 外 形式 与 同调 论 联系 起 来 ,而 他 用 
同 伦 论 来 联系 ,所 以 很 有 创造 性 。 现 在 人 们 认识 到 他 的 工作 很 重要 。 

问 : 中 国 的 永山 涛 、 严 志 达 先生 等 也 属于 这 一 类 型 ,默默 地 工作 ,不 愿意 出 头 
露面 ,而 数学 成 就 很 高 。 

B: 廖 山 涛 在 芝加哥 大 学 随 我 读 博 士 。 他 很 用 功 , 大 白天 把 窗帘 拉 起 来 , 躺 在 
床上 想 数学 。 其 他 的 事 不 闻 不 问 。 当 时 美国 的 麦卡锡 主义 很 猛 狐 , 他 却 完 全 不 知 
道 。 英 语 不 行 ,第 二 外 语 更 谈 不 上 ,所 以 多 年 来 无 法 毕业 。 有 一 次 我 在 教授 会 上 ， 
请 大 家 特许 他 毕业 ,于 是 举 手 通 过 ,终于 拿 到 了 博士 学 位 。 后 来 他 回国 ,在 动力 系 
统 研究 中 做 出 了 重要 工作 。 严 志 达 三 年 级 时 就 能 和 我 讨论 问题 。 这 个 人 有 才气 ， 
喜欢 念 念 唐 诗 ,有 空 了 就 想 想 数学 。 周 炜 良 、 陈 国 才 、 廖 山 涛 、 严 志 达 都 不 善 “ 活 
动 ”, 但 是 都 有 个 性 ,有 自己 的 见解 。 所 以 他 们 实际 上 是 成 功 的 。 比 一 些 徒 有 其 名 
的 要 好 得 多 。 

A: 您 的 这 几 位 学 生 和 朋友 都 不 善于 活动 ,您 自己 是 不 是 也 这 样 ? 

陈 : 不 ! 我 喜欢 活动 。 我 的 朋友 很 多 。 我 喜欢 交往 ,把 工作 和 生活 混合 。 和 
各 种 年 龄 .各 种 性 格 .各 种 身份 的 科学 家 ,主要 是 数学 家 一 起 谈话 .吃饭 .合作 研究 。 
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但 是 ,我 不 喜欢 单纯 的 应 酬 ,也 不 愿意 担任 行政 职务 。 只 有 担任 数学 研究 所 所 长 是 
例外 ( 指 美国 国 家 数学 研究 所 和 南开 数学 所 ,后 者 是 在 退休 以 后 )。 

问 : 我 们 注意 到 您 和 许多 著名 数学 家 进行 合作 研究 ,成效 齐 著 。 合 作 是 怎样 
形成 的 呢 ? 

Bk: 情况 很 不 相同 。 疯 泽 是 前 任 的 国际 数学 联盟 的 主席 。 他 写 信 给 伍 鸿 照 ， 
[n] E. 嘉 当 著作 中 的 一 个 问题 。 伍 鸿 辕 转 问 我 。 对 嘉 当 的 东西 我 当然 知道 ,于 是 就 
开始 合作 了 , 最 后 产生 了 一 篇 影响 很 大 的 文章 , 发 表 在 《数学 学 报 》( Acta 
Mathematica) 上 。 我 和 格 里 菲 思 有 许多 合作 ,他 当初 在 普林斯顿 ,该 我 的 油印 本 小 
书 《 复 流 形 》, 很 感 兴趣 ,每 年 夏天 到 伯克利 来 和 我 讨论 问题 ,不仅 是 礼节 性 的 访问 。 
数学 讨论 一 多 ,也 就 开始 了 合作 。 后 来 他 来 们 死 利 工作 , 升 了 正教 授 。 以 后 他 又 去 
普林斯顿 ,哈佛 ;接着 到 杜 克 大 学 担任 高 级 行政 职务 ,又 接着 任 普 林 斯 顿 高 级 研究 
所 所 长 。 他 还 是 国际 数学 联盟 的 秘书 长 ,以 后 大 概 也 会 当主 席 。 交 往 多 ,讨论 多 ， 
合作 也 就 会 多 。 例 如 希 策 布 鲁 赫 、 博 特等 等 名 家 都 是 在 交往 中 形成 合作 。 

问 : 还 有 一 位 西蒙 斯 。 近 来 “陈省身 -西蒙 斯 - 威 腾 不 变量 ”在 文献 上 出 现 的 频 
率 非常 高 。 

Ek: 西蒙 斯 是 一 位 传奇 人 物 。 他 在 膝 省 理工 学 院 毕 业 , 喜 欢 微分 几何 ,所 以 到 
了 伯克利 来 跟 我 学 。 那 年 是 1959 年 ,我 正在 欧洲 ,他 只 好 自学 ,自己 读 懂 了 ,就 贴 

告 让 人 家 来 听 他 讲 , 听 的 人 还 真 不 少 ,其 中 包括 教授 。 后 来 我 回 伯 克利 , 那 时 他 

已 有 导师 ,但 是 我 们 之 间 仍 然 交 往 很 多 。 西 蒙 斯 能 力 非常 强 ,一 边 读书 一 边 做 生 
意 。 他 没有 很 多 的 学 术 经 历 ,就 被 纽约 州立 大 学 ( 石 溪 ) 聘 为 数学 系 系 主任 。 我 们 
合作 的 时 候 不 知道 这 个 不 变量 在 物理 上 有 什么 应 用 。 后 来 威 腾 (1990 FERK 
获得 者 ) 把 它 用 于 物理 学 研究 ,这 也 是 始 料 不 及 的 事 。 一 些 好 的 数学 开始 时 不 知道 
有 什么 用 ,后 来 却 找到 了 大 用 处 。 所 以 我 不 大 赞成 把 纯粹 数学 和 应 用 数学 对 立 起 
来 的 提 法 。 西 蒙 斯 后 来 作 外 汇 交 易 经 商 成 功 ,发 了 财 。 数 学 家 也 是 多 种 多 样 的 ,我 
都 可 以 和 他 们 交往 。 

问 : 有 一 位 中 彩票 大 奖 的 学 生 为 “陈省身 讲座 " 捐 100 万 美元 ,是 怎么 回 事 ? 

Be: 马 米 尼 是 伯 死 利 毕业 的 。 读 本 科 时 ,他 的 成 绩 一 般 , 想 继续 读 研 究 生 ,要 
我 帮忙 。 我 觉得 他 还 可 以 试 试 ,就 写 了 一 封 推荐 信 。 他 拿 了 博士 学 位 后 在 一 家 计 
算 机 公司 工作 。 平 时 有 头 彩 票 的 习惯 。 结 果 有 一 次 真 中 了 ,得 了 2200 万 美金 。 于 
EEH 100 万 美金 ,在 伯克利 设立 “陈省身 讲座 ” ,用 利息 每 年 请 一 位 世界 级 的 数学 
家 来 讲学 。 现 在 共有 5 人 应 邀 : 先后 是 阿 蒂 亚 、 斯 坦 利 . 希 策 布 鲁 赫 、 塞 尔 、 马 宁 。 
1999 年 是 M. 阿 廷 (德国 著名 数学 家 E. 阿 廷 的 儿子 ) ,都 是 世界 顶尖 级 的 数学 家 。 

i]: 现在 国内 的 科学 研究 非常 强调 “创新 ” ,您 如 何 看 待 数学 上 的 创新 ? 

Ek: 数学 是 “ 胜 者 为 王 ”的 学 科 , 只 有 第 一 ,没有 第 二 。 无 论 国内 国外 ,已 经 有 
人 发 表 了 的 结果 ,你 不 能 再 发 表 。 在 这 个 意义 上 说 ,数学 研究 都 是 创新 。 前 些 年 ， 
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中 国 的 大 学 校长 多 是 数学 家 ,我 想 也 是 因为 数学 家 的 成 果 都 是 创新 性 ,容易 得 到 承 
认 的 缘故 。 但 是 ,虽然 数学 成 果 都 是 创新 的 ,毕竟 还 有 好 的 数学 和 不 大 好 的 数学 之 
分 。 现 在 许多 关于 创新 的 文章 大 多 停留 在 口号 阶段 。 
问 : 什么 是 好 的 数学 呢 ? 

陈 : 这 很 难 下 一 个 定义 。 但 是 大 家 心里 都 有 数 。 举 例 来 说 , 费 马 大 定理 的 叙 
述 很 简单 : x" + y" = z*, 当 n > 3 时 没有 满足 条 件 xyz 闫 0 的 整数 解 。 走 在 大 街 上 
可 以 对 行人 讲 明白 ,但 是 证 明 很 难 , 内 涵 很 深 。“ 方 程 "也 是 好 的 数学 。 从 它 产 生 以 
来 的 几 千 年 中 ,始终 在 发 展 。 一 元 一 次 方程 一 元 二 次 方程 .多 元 联 立方 程 . 微 分 方 
程 积 分 方程 .差分 方程 等 等 ,发 展 永 不 穷竭 。 至 于 不 大 好 的 数学 ,往往 是 一 些 无 病 
吨 吟 .支流 末节 .无 关 痛 痒 的 问题 。 有 些 数 学 工作 ,没有 自己 的 新 概念 和 新 方法 ,只 
是 在 别人 工作 的 基础 上 做 一 些小 的 技巧 性 改进 。 作 为 初学 者 练兵 ,这 未 尝 不 可 ,但 
不 可 满足 于 此 。 

ig]: 张 黄 宙 教授 1991 年 在 伯克利 访问 您 时 ,您 曾经 有 过 “数学 匠 ” 和 “数学 师 ” 
的 说 法 ,不 知 您 现在 有 何 看 法 ? 

陈 : 数学 研究 需要 两 种 能 力 ; 一 是 有 丰富 的 想象 力 ,能 够 提出 理论 框架 , 构 作 
概念 ,提出 问题 ,找到 关键 。 另 一 种 能 力 是 强大 的 攻坚 能 力 ,能 把 一 个 一 个 的 具体 
对 象 构造 出 来 ,把 不 变量 找 出 来 ,把 要 找 的 量 准确 地 计算 出 来 。 像 造 一 座 大 厦 , 要 

有 人 设计 (工程 师 ) ,还 要 有 人 建造 (工匠 )。 数 学 也 是 一 样 ,要 有 数学 设计 师 , 也 要 
有 数学 工匠 。 两 者 都 不 可 少 。 好 的 数学 家 都 是 一 身 二 任 ,自己 设计 自己 制造 。 就 
中 国 的 现状 来 说 ,数学 匠 比 较 多 ,数学 师 比 较 少 。 多 半 是 外 国人 设计 建造 ,中 国人 
扩建 。 有 的 连 建造 也 说 不 上 ,只 是 “修补 ”而 已 。 

i]: 近 几 年 来 ,您 在 提倡 芬 斯 勒 几何 。 这 会 是 好 的 数学 吗 ? 

Bk: 我 想 是 的 。 从 黎 曼 几 何 到 芬 斯 勒 几何 是 一 个 自然 的 进步 。 其 实 后 者 是 黎 
曼 当 初 提出 来 的 一 般 情况 。 它 是 1900 年 希 尔 伯 特 提出 的 著名 的 23 个 问题 中 的 最 
后 一 个 一 一 变 分 问题 。 我 看 到 了 前 人 没有 看 到 的 一 个 关系 , 芬 斯 勒 几 何 整个 地 改 
观 了 。 一 本 新 书 即将 出 版 。 很 遗憾 的 是 ,我 在 中 国 已 经 讲 了 5 年 了 ,可 是 没有 人 跟 
上 来 。 | 

i]: 听 说 理由 是 “没有 背景 "和 “不 是 热门 ”。 

Bk: 黎 曼 - 芬 斯 勒 几何 根据 于 1854 年 黎 曼 的 历史 性 论文 。 当 时 数学 的 重点 是 
分 析 , 所 以 它 不 太 被 人 注意 。 它 受 人 重视 是 由 于 广义 相对 论 的 应 用 。 黎 曼 当 时 只 
讨论 了 二 次 形 度 量 的 特别 情况 ,就 是 现在 的 黎 曼 几 何 ,这 种 情况 特别 简单 ,是 一 个 
了 不 得 的 深入 了 解 。 现 在 我 们 知道 ,一 般 情况 可 以 同样 处 理 。 请 看 我 们 的 新 书 。 
黎 - 芬 几何 必然 会 有 用 ,例如 固态 物理 学 。 你 说 的 两 点 批评 充分 说 明了 评 者 的 无 
知 ,不 足 为 怪 。 

间 ; 现任 的 国际 数学 联盟 主席 是 巴西 数学 家 帕 利 斯 。 有 人 说 ,巴西 .印度 .中 
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16. 在 南开 大 学 和 访问 者 的 谈话 
国 是 三 个 最 大 的 发 展 中 国家 ,您 对 这 三 个 国家 的 数学 情况 都 有 许多 了 解 。 您 认为 
哪 一 个 国家 的 数学 最 好 ? 
Ek: 中 国 。 理 由 很 简单 : 中 国有 读书 的 传统 。 要 对 巴西 的 老百姓 讲 数 学 的 重 
要 性 ,让 他 们 读数 学 ,实在 太 难 了 。 
问 : 因此 ,您 对 中 国会 成 为 “21 世纪 数学 大 国 " 依 然 充满 信心 ? 
BR: 当然 。 中 国人 的 数学 能 力 是 不 需要 讨论 的 ,现在 需要 的 是 进一步 的 努力 。 
数学 可 以 单独 发 展 ,不 需要 太 多 的 支持 。 与 其 他 科学 比 ,发 展 较 易 ,但 是 支持 仍 是 
必要 的 。 中 国 的 科学 经 费 太 少 了 ,有 时 也 用 得 不 太 有 效 。 
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17.5 ne 


[n] 国 
(1974 年 ) 


MEAL, ERRORS MR 
喜 看 家 园 成 乐土 , t-ta At, 


寿 士 宁 六 十 
(1975 年 ) 
乙 卯 九 月 值 士 宁 花 甲 之 期 级 句 述 怀 


三 十 六 年 共 欢 愁 , 无情 光 阴 逼 人 来 。 
摩天 路 海 岂 素 志 ， 养 儿 育 女 赖 汝 才 。 
+ALL RER, RAHAS. 
小 山中 和 白 首 人 生 福 ,不 觉 过 中 日 月 长 。 


访 理 论 物理 研究 所 
1980 年 9 月 3 日 去 理论 物理 研究 所 , 归 而 赋 此 。 


物理 几何 是 一 家 ,共同 携手 到 天 涯 。 
黑洞 单 极 穷 奥秘 ,纤维 联 络 织 绵 霞 。 
进化 方程 孤立 蜡 , 对 偶 曲率 瞬息 空 。 
暑 算 竟 有 天 人 用 ， 牛 花 一 笑 不 言 中 。 


七 十 五 岁 生 日 偶 成 
(1986 年 ) 


百年 已 过 四 分 三 , 浪 还 平生 亦 自 欢 。 
何 日 闭 门 读书 好 , 松 风 浓 雾 故人 谈 。 


(D EXER EL CERRITO, 系 西班牙 文 ,译名 小 山 。 
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I 8 . 立夫 师 在 昆明 
此 文 录 自 《陈省身 文选 ), 科 学 出 版 社 ,1989 年 。 


立夫 师 的 生平 业 迹 ,已 有 匡 大 任 、 姜 淑 脸 、 江 泽 涵 等 的 记述 。 本 文 只 叙 他 在 昆 
明 西 南 联 大 的 二 三 事 。 

1939 ~ 1940 年 我 们 曾 同 住 一 段 时 期 。 那 年 7 月 我 同 士 宁 结婚 ,我 们 的 家 就 在 
昆明 大 西门 内 大 富 春 街 。 那 是 一 座 中 式 的 楼 房 ,中 有 天 并。 楼 上 住 了 馈 毓 泰 先生 
及 北大 地 质 系 孙 云 铸 先 生 两 家 ,楼 下 正 房 住 了 姜 先 生 及 淑 雁 一 家 ,楼 下 厢房 则 住房 
“主人 陈 西 屏 先 生 。 陈 先生 曾 任 云南 的 地 方 官 ,房子 建 得 坚固 ,当时 也 相当 新 。 馈 先 

生 去 了 上 海 ,把 他 的 厢房 让 我 们 住 。1986 年 春 我 们 重 去 昆明 ,房子 仍 在 。 

大 西门 离 联 大 步行 约 20 4b, UA RMA, RMS, RIANA 
学 校 或 同 归 ,无 话 不 谈 。 姜 先生 知识 广博 , 见 事 清楚 ,律己 严格 , 足 为 后 学 者 的 模 
范 。 记 得 胡适 曾 有 一 文 说 姜 先 生 是 当代 的 圣人 。( 他 列举 的 人 中 还 有 一 位 是 张 元 
济 先 生 。) 我 十 分 同意 。 

当时 西南 的 科学 空气 相当 浓厚 ,聚会 渐 多 。 数 学 家 感 党 有 组 织 学 会 的 必要 。 
1935 年 上 海 交通 大 学 的 胡 敦 复 . 朱 公 谨 等 教授 倡议 并 组 织 了 “中 国 数学 会 ”会 址 设 
在 上 海 ,与 西南 各 省 无 法 联络 。 所 以 我 们 成 立 一 会 ,叫做 “新 中 国 数学 会 ,立夫 师 
任 会 长 ,我 任 文书 ,华罗庚 任 会 计 ,理事 有 陈 建 功 、 江 泽 涵 、 苏 步 青 等 人 。 记 得 成 立 
大 会 时 陈 建 功 先 生 由 贵州 赶 来 出 席 。 

这 个 会 只 为 实际 上 活动 方便 ,并 无 对 立 的 意思 。 所 以 胜利 以 后 ,1948 年 职员 全 
体 改 选 ,新 中 国 数学 会 便 没有 了 。 会 务 活动 直到 解放 以 后 才 积 极 进行 。 

立夫 师 的 另 一 活动 是 成 立 了 当时 中 央 研究 院 数学 研究 所 筹备 处 。 这 事 决 定 于 
1941 年 3 月 ,由 立夫 师 任 筹备 处 主任 。 他 洞 鉴 了 当时 中 国 数学 界 的 情形 ,只 求 切实 
工作 ,未 尝 躁 进 ,树立 了 模范 。 胜 利 后 筹备 处 迁 上 海 , 立 夫 师 去 美 。1946 年 数学 研 
究 所 正式 成 立 于 南京 ,立夫 师 任 所 长 ,我 是 代理 所 长 。 数 学 研究 所 在 南京 九 华山 盖 
了 新 楼 ,这 房子 现 为 科学 院 南 京 分 院 所 用 。 


at 


I 9 . 我 与 杨 家 两 代 的 因缘 


原 载 香 港 《 明 报 》1987 年 1 月 9 日 。 


中 文大 学 杨振宁 图 书 室 开幕 ,不 可 无 祝 。 记 与 武之 先生 \ 振 宁 两 代 半 世纪 的 关 
WARE 

我 于 1930 年 从 南开 大 学 毕业 ,投考 入 清华 研究 院 。9 月 去 报到 , 才 知 因为 只 有 
我 一 个 学 生 , 数 学 系 决定 组 办 一 年 , 聘 我 为 助教 。 那 时 数学 系 最 活跃 的 两 位 教授 ， 
是 孙 光 远 和 杨 武之 先生 。 我 从 孙 先 生 习 几何 ,比较 相 熟 。 杨 先生 专长 代数 ,有 时 在 
办 公 室 谈天 ,觉得 他 为 人 正直 ,通达 情理 。 那 时 数学 系 教员 连 我 在 内 共 7 人 , 曾 多 
次 到 杨 家 吃 饭 , 振 宁 才 8 岁 。 | 

杨 . 孙 二 先生 都 是 芝加哥 大 学 博士 。 清 华 后 来 聘请 的 胡 坤 升 先 生 也 是 芝 大 博 
士 。 振 宁 又 是 芝 大 出 身 ,而 我 则 于 1949 年 到 1960 年 在 艺 大 教 了 11 年 。 我 们 同 艺 
大 真是 有 缘 了 。 | 

TUA UI EUR E EBEN EEK PE WR. ABH CR E Ee ACH TB RA 
柯 召 ,在 同一 班 上 上。 武之 先生 有 时 同 我 们 谈 到 振 宁 的 早 慧 。 往 事 历 历 ,不 禁 沧 桑 
之 感 。 | 

我 同 杨 先生 接触 较 多 的 一 年 是 1934 年 。 那 年 他 代理 系 主 任 , 我 则 从 研究 院 毕 
业 ,准备 去 德国 留学 。 我 因 论文 导师 孙 先 生 去 了 中 央 大 学 ,成 了 了“ 孤儿” ,办理 毕 业 
与 留学 ,不 全 顺利 , 杨 先生 是 我 在 学 校 里 最 可 靠 的 朋友 。 | 

我 同 士 宁 的 婚姻 是 杨 先 生 促 成 的 ,1937 年 我 们 在 长 沙 订 婚 ,他 是 介绍 人 之 一 。 

1938 年 起 在 昆明 西南 联 大 , 杨 先 生 是 清华 的 系 主 任 , 振 宁 则 是 物理 系 的 学 生 。 
振 宁 曾 选读 过 我 的 好 几 门 课 , 包 括 为 研究 院 开设 的 法 国 大 数学 家 嘉 当 的 偏 微分 方 
AAA MHC. RK SETA. ABI RY ELMAR A EI IA RIE 
等 ,物理 系 除 振 宁 外 还 有 张 守 廉 、 黄 昆 等 ,这 些 人 后 来 都 有 独特 的 贡献 ,成 为 各 方面 
的 领袖 。“ 得 天 下 之 天才 而 教育 之 ” ,是 我 一 生 的 伴 运 。 尤 其 伴 运 的 是 这 群 好 学 生 
对 我 的 要 求 和 督促 ,使 我 对 课 材 有 更 深入 的 了 解 。 振 宁 在 班 上 是 一 个 活跃 的 学 生 。 
那 时 中 外 隔断 ,设备 奇 缺 。 但 是 我 们 的 学 术 生 活 并 不 十 分 贫乏 。 

事后 想来 ,我 们 必 曾 注意 到 嘉 当 在 1923 年 .1924 年 关于 相对 论 的 两 篇 重要 论 
文 。 他 的 处 理 方法 可 用 到 任意 纤维 从 的 联络 。 这 也 是 物理 上 规范 场 论 的 几何 基 
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19. 我 与 杨 家 两 代 的 因缘 
础 。40 年 来 这 些 都 发 展 为 数学 上 的 基本 概念 。 E | 

1945 年 振 宁 来 美国 留学 。 在 他 去 芝加哥 前 ,我们 曾 在 普林斯顿 相 见 。 

等 到 我 1949 年 夏 去 芝加哥 任教 , 振 末 在 物理 系 任教 员 , 时 常 相 会 。1954 F, 
1955 年 我 从 芝加哥 休假 ,去 普林斯顿 一 年 , 振 宁 在 彼 。 我 们 见面 常 谈 学 问 。 很 奇怪 
的 , 杨 -米尔 斯 场 论 发 表 于 1954 年 ,我 的 示 性 类 论文 发 表 于 1946 年 ,而 我 于 1949 年 
初 在 普林斯顿 讲 了 一 学 期 的 联络 论 , 后 来 印 成 笔记 ,我 们 竞 不 知道 我 们 的 工作 有 如 
此 密切 的 关系 。20 年 后 两 者 的 重要 性 渐 为 人 所 了 解 ,我 们 才 懂 然 , 我 们 所 碰 到 的 是 
同一 大 象 的 两 个 不 同 部 分 。 

矢量 从 的 联络 已 成 为 数学 的 基本 概念 ,相信 在 不 久 的 将 来 , 它 将 成 为 高 等 微 积 
分 课程 的 课 材 。 它 的 观念 其 实 很 简单 自然 。 它 有 局 部 的 和 整体 的 性 质 。 两 者 的 关 
系 便 成 为 微分 几何 学 家 研究 的 对 象 。 这 个 观念 同 物理 学 的 场 论 自然 符合 。 数 学 家 
得 到 现在 的 认识 , 花 了 几 十 年 功夫 。 壁 如 沙漠 求 泉 , 得 来 不 易 ; 海 底 探 宝 , 获 珠 为 
难 。 科 学 家 献身 而 辛勤 ,非常 人 所 可 了 解 。 他 的 酬 报 是 得 宝 后 的 快乐 。 

在 物理 上 重要 的 一 个 特别 情形 , 振 宁 与 米尔 斯 能 独立 看 出 这 些 深刻 的 数学 性 
质 ,这 是 十 分 惊人 的 。 许 多 物理 学 家 认为 物理 学 家 不 必 读 太 多 数学 ,因为 他 们 应 该 
能 发 现 所 需要 的 数学 。 这 是 一 个 例子 。1954 年 杨 -米尔 斯 的 非 阿 贝尔 规范 场 论 是 
一 个 大 胆 的 尝试 。 现 在 大 家 公认 ,物理 上 的 一 切 场 都 是 规范 场 。 

振 宁 在 基本 粒子 论 另 一 个 重要 贡献 是 他 同 李 政道 关于 宇 称 可 能 不 守恒 (Non- 
conservation of Parity) 的 建议 。 他 们 因此 于 1957 年 获得 诺 贝 尔 奖 。 振 宁 在 理论 物理 
领域 还 有 许多 重要 的 工作 ,都 富有 独立 性 与 创造 性 。 在 理论 物理 学 家 中 ,他 以 超人 
的 数学 能 力 见 长 。 

我 同 杨 氏 父 子 的 关系 ,有 几 点 值得 特别 提出 的 : 第 一 ,武之 先生 促成 我 的 婚 
姻 , 使 我 有 一 幸福 的 家 庭 。 第 二 , 振 宁 在 规范 场 的 工作 同 我 在 纤维 从 的 工作 ,有 一 
共同 出 发 点 。 我 们 走 了 不 同 的 方向 ,在 物理 和 在 数学 上 都 成 为 一 项 重要 的 发 展 。 
这 在 历史 上 当 是 佳话 。 第 三 ,他 们 每 人 送 我 一 首 诗 。 社 会 对 我 的 认识 ,这 两 首 诗 的 
作用 很 大 。1962 年 夏天 武之 先生 及 杨 师母 在 瑞士 日 内 瓦 小 住 ,我 专程 去 看 他 们 , 相 
聚 数 日 。 杨 先生 送 我 以 下 的 诗 : 

冲破 乌 烟 阔 壮 游 果然 捷 足 占 鳌头 
昔 贤 今 圣 亿 多 让 dh uk WX 
汉堡 巴黎 访 大 师 艺林 学 海 植 深 基 
萍 城 身手 传 高 奇 FERIE 
振 宁 在 一 篇 文章 中 为 我 作 了 下 诗 : 
天 衣 岂 无 终 匠心 剪接 成 
浑然 归 一 体 RAe 
造化 爱 几 何 四 力 纤维 能 
千古 寸 心 事 KAREK 
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Marat 
s ASI 
3f — MARS , ise Ur e e 
1986 年 春 ,天 津南 开 大 学 授 振 宁 名 誉 教授 名 义 。 他 来 南开 ,并 参观 南开 数学 研 
究 所 。 我 们 决定 在 所 中 成 立 理论 物理 组 ,由 他 指导 。 先 后 50 年 ， 从 联 大 到 南开 ( 南 
开 是 联 大 的 一 员 ) ,造物 主 待 我 们 厚 矣 。 
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2 () 六 十 余年 的 友谊 


《 杨 - 米 尔 斯 方程 和 杨 - 巴 克 斯 特 方程 ) 是 作者 为 庆 痪 杨振宁 
70 寿 展 而 作 ,， 本 文 是 其 中 的 第 一 部 分 。 原 作为 英文 ,收入 刘 兆 玄 
Fo fr. wx 4) 4%: (Chen Ning Yang—A Great Physicist of The Twentieth 
Century), Hong Kong: International Press, 1995 年 。 中 译 者 : 3K 
X. 


我 第 一 次 遇 到 振 宁 是 在 1930 年 秋天 , 那 时 我 刚 成 为 北京 清华 大 学 数学 系 的 一 
名 助教 。 数 学 系 很 小 ,只 有 4 位 教授 ,2 名 教员 ,我 则 是 唯一 的 助教 。 振 宁 的 父亲 杨 
武之 ( 克 纯 ) 教 授 , 是 系 里 的 一 位 代数 学 家 。 我 不 时 到 他 家 作客 ,看 到 只 8 岁 的 振 
宁 , 而 我 则 是 19 岁 。 我 们 彼此 一 定 说 过 话 ,但 没有 太 多 的 接触 。 杨 武之 教授 几 次 
提 及 作为 小 学 生 振 宁 的 聪 茵 ,这 给 我 深刻 的 印象 。 

由 于 战争 的 关系 ,清华 大 学 于 1937 年 迁 到 长 沙 ,1938 年 再 迁 到 昆明 。 我 在 国 
外 留学 三 年 后 回 清华 任教 ,而 他 则 成 为 一 名 大 学 生 。 大 约 在 1940 年 前 后 , 振 宁 修 
读 我 讲 的 微分 几何 课程 ,以 及 一 些 后 续 的 高 级 课题 讨论 班 。 那 时 我 正在 努力 学 习 
下 . 嘉 当 的 工作 ,认识 到 联络 概念 所 起 的 中 心 作用 ,并 写 了 几 篇 讨论 对 已 知 几 何 结构 
赋予 联络 的 论文 。 我 很 高 兴 地 说 ,我 们 两 人 的 工作 都 和 联络 有 关 。 

在 准备 这 篇 报告 的 时 候 ,我 学 习 了 有 关 杨 振 宁 的 者 干 工作 。 物 理学 ,对 我 来 说 
一 直 是 很 难 的 。 我 希望 同 大 家 报告 (从 数学 家 的 眼光 来 看 ) 我 已 经 学 到 了 些 什么 。 
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21. 回忆 杨 武 之 


这 是 接见 张 友 余 女士 的 访谈 记录 。 原 载 《 科 学 第 49 卷 第 1 
期 ,上 海 ,1997 年 。 | 


【访谈 者 的 说 明 】 1996 年 5 月 ,著名 数学 家 陈省身 、 吴 文俊 应 贵州 省 数学 会 邀 
请 赴 黔 访问 讲学 。 我 有 幸 受 到 约 邀 ,前 去 聆听 两 位 大 师 的 报告 。 并 借 此 机 会 ,继续 
去 年 在 清华 大 学 参加 纪念 中 国 数学 会 成 立 60 周年 会 议 时 对 陈省身 教授 的 采访 。 

5 月 23 日 下 午 , 两 位 大 师 与 贵阳 市 一 中 的 师 生 见面 后 , 陈 老 留 在 休息 室内 体 
息 ,由 于 控制 极 严 ,我 在 人 群 中 钻 空 挤 到 陈 老 跟 前 ,但 说 了 几 句 话 便 被 制止 。 陈 老 
看 出 我 的 心情 ,决定 让 我 随 车 到 他 下 桶 的 宾馆 去 。 采 访 即 在 宾馆 会 客厅 进行 ,气氛 
随意 而 融洽 ,在 场 的 还 有 郑 士 宁 师 母 及 《中 国 现代 数学 家 传 ) 编 辑 部 成 员 严 瑜 。 陈 
老 对 我 的 提问 很 感 兴趣 ,认真 思索 ， 细 叙 半 个 多 世纪 以 前 的 往事 ,我 们 谈话 的 主题 
是 杨 武 之 先生 的 史 绩 及 关于 中 国 数学 史 的 研究 。 


K: 今年 是 杨振宁 的 父亲 杨 武之 先生 诞辰 100 周年 。 杨 武之 是 您 的 老师 ,过 去 
您 曾 多 次 提 到 他 。 为 纪念 已 故 先 辈 , 想 请 陈 老 较 详细 地 介绍 杨 武 之 的 有 关 情 况 以 
及 他 的 贡献 。 | 

ER: 杨 武 之 先生 (1896 ~ 1973) ,安徽 合肥 人 。1928 年 在 美国 芝加哥 大 学 获得 博 
士 学 位 。 他 是 当时 美国 著名 的 代数 、 数 论 专家 迪克 森 的 学 生 , 杨 先 生 主 攻 数 论 方面 
的 堆 垒 问题 ,是 我 国 代数 数论 领域 的 第 一 个 博士 学 位 获得 者 。 杨 先生 获得 博士 后 
即 回国 , 先 在 厦门 大 学 教书 ,以 后 才 到 清华 。 我 到 清华 时 ,他 已 经 是 那里 的 教授 。 
清华 大 学 早期 有 关 代 数 数论 方面 的 课程 ,都 是 杨 先生 开 , 我 人 研究 院 后 , 曾 选 读 他 
开 的 “ 群 论 " 课 。 华 罗 庚 到 清华 ,最 早 就 是 跟 杨 先 生 学 习 研 究 初 等 数论 ,发 表 了 十 多 
篇 这 类 内 容 的 论文 , 杨 先 生 看 出 华罗庚 是 一 位 很 有 发 展 前 途 的 青年 ,不 久 就 辟 励 他 
研究 当时 新 发 展 的 解析 数论 ,鼓励 他 癌 新 的 方向 进攻 ;以 后 又 支持 帮助 他 到 英国 剑 
桥 大 学 ,去 跟随 名 师 哈代 深造 。 那 时 的 剑桥 大 学 是 世界 解析 数论 研究 的 中 心 之 一 ， 
华罗庚 去 剑桥 进修 两 年 ,经 世界 名 师 指 点 ,进步 很 快 。 不 出 所 料 , 几 年 后 就 写 出 了 
具有 世界 先进 水 平 的 4 堆 又 素数 论 》。 

张 : 1941 年 ,华罗庚 著 的 《 堆 垒 素数 论 》 送 交 教 育 部 申请 国家 奖励 金 。 两 位 评 
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审 专家 现 已 查 明 ,一 位 是 熊 庆 来 , 另 一 位 很 可 能 是 何 鲁 。 杨 武之 是 专门 研究 数论 的 
博士 ,为 什么 没有 直接 参加 评审 ? 

OR: 我 的 猜想 ,因为 杨 武之 是 清华 的 ,与 华罗庚 同 在 一 个 系 , 属 推荐 单位 ,评审 
人 员 可 能 需要 请 本 单位 以 外 的 专家 。 那 时 能 庆 来 是 云南 大 学 校长 , 何 鲁 是 重庆 大 
学 教授 。 华 罗 上 庚 获 奖 后 ,我 们 新 中 国 数学 会 在 西南 联 大 专门 为 此 开 了 一 个 小 型 庆 
贺 会 ,记得 杨 先 生 好 像 参 加 了 这 个 庆贺 会 ,当时 他 是 西南 联 大 数学 系 的 系 主任 。 

K: 杨 先生 对 您 主要 有 过 哪些 帮助 ? | 
Ek: 我 在 清华 读 研 究 生 时 ,数学 系 最 活 牙 的 两 位 教授 是 孙 光 远 和 杨 武之 ,我 主 
要 是 跟 孙 先生 学 几何 ,选读 杨 先生 的 课 。 与 杨 先生 接触 最 多 的 是 1934 年 前 半年 ， 
那 时 ,我 的 导师 孙 光 远 被 南京 的 中 央 大 学 请 走 了 , 系 主任 熊 庆 来 正在 法 国 进修 , 杨 
先生 代理 清华 数学 系 主 任 。 我 毕业 和 出 国 的 选择 等 问题 , 常 去 找 杨 先 生 商量 。 我 
是 清华 数学 研究 所 的 第 一 个 毕业 生 ,大 概 也 是 中 国 授予 的 第 一 个 数学 专业 的 硕士 
生 , 杨 先生 帮助 我 办 理 了 毕业 和 学 位 授予 的 手续 。 毕 业 后 ,我 得 到 清华 公费 留学 两 
年 的 资助 ,清华 公费 留学 一 般 是 派 往 美国 ,我 希望 去 德国 ,继续 跟 已 经 熟悉 的 布 拉 
施 克 学 习 。 布 氏 1932 年 曾 应 邀 来 北京 大 学 讲学 ,是 一 个 很 有 创见 的 几何 学 家 ,是 
当时 德国 汉堡 大 学 的 几何 教授 、 德 国 几 何 学 的 领袖 。 我 去 德国 的 想法 得 到 杨 先 生 
的 积极 支持 ,我 第 一 次 出 国 没有 经 验 , 在 申请 改 派 和 办 理 出 国手 续 中 , 杨 先 生 帮 了 
很 多 忙 , 他 是 我 那 时 在 学 校 里 最 可 靠 的 朋友 。 
去 德国 汉堡 读 博 士 的 决策 ,对 我 后 来 的 学 术 发 展 影响 很 大 ,是 一 个 明智 的 选 
择 。1962 年 , 杨 先 生 和 师母 去 日 内 瓦 和 振 宁 小 住 ,我 专程 从 美国 去 看 望 他 们 , 杨 先 
冲破 乌 烟 阔 壮 游 RR EEK 
d p4Xi£$ib MPBAALH 
RE LRG KIM 艺林 学 海 植 深 基 
ARI ERT | "REGNO EL 
诗 中 提 到 的 就 是 1934 年 去 德国 汉堡 ,两 年 后 又 转 到 法 国 巴 黎 继 续 研 究 ,为 我 后 来 
的 发 展 打 下 了 坚实 的 基础 。 
此 外 , 杨 先 生还 促成 了 我 和 士 宁 的 婚姻 ,使 我 一 生 有 个 幸福 的 家 庭 , 成 为 我 在 
数学 研究 中 取得 成 就 的 重要 保障 。 
K: 您 和 华罗庚 都 是 世界 著名 数学 家 ,年 轻 一 代 世 界 知名 的 陈景润 ,是 杨 武 之 
的 学 生 华罗庚 和 闵 喘 稚 的 学 生 , 与 杨 武 之 的 教育 可 以 说 有 间接 关系 。 他 的 儿子 杨 
振 宁 又 是 诺 贝 尔 奖金 获得 者 。 因 此 ,我 认为 杨 武 之 先生 是 我 国 20 世纪 育才 成 就 极 
卓著 的 一 位 数学 教育 家 。 
Ek: 杨 先生 确实 培养 了 不 少 杰 出 的 人 才 , 人 代数、 数论 方面 有 成 就 的 还 有 柯 召 、 
段 学 复 等 ,他 们 都 是 杨 武 之 的 学 生 。 从 20 年 代 末 到 40 年 代 末 ,清华 大 学 数学 系 的 
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E rr tae 
学 生 ,差不多 都 受过 杨 先 生 的 教育 ,他 教书 教 得 很 好 ,人 缘 也 好 ,对 学 生 很 负责 任 ， 
不 仅 在 学 业 上 ,其 他 各 方面 都 很 关心 ,学 生 们 把 他 当成 可 靠 的 朋友 , 遇 事 愿意 去 找 
他 商量 或 帮忙 。 

杨 先 生 最 早 学 习 人 研究 初等 数论 ,发 表 过 有 价值 的 论文 。 他 后 来 的 工作 , 偏 于 教 
育 方面 。 在 中 国 当 时 的 环境 ,这 个 选择 是 自然 而 合理 的 。 他 的 洞察 力 很 强 ,善于 引 
导 学 生 创新 ,鼓励 支持 他 们 到 世界 研究 的 前 沿 去 深造 ,去 施展 他 们 的 才能 。 迈 出 去 
这 一 步 ,不 少 青年 都 得 到 过 他 的 指点 帮助 ,经 他 培养 教育 过 的 学 生 中 ,后 来 有 杰出 
成 就 的 很 不 少 。 

抗战 前 夕 ,能 庆 来 到 云南 大 学 当 校 长 ,他 接替 了 清华 数学 系 主任 的 职务 一 直到 
1948 年 ,同时 还 兼任 清华 数学 研究 所 的 主任 。 在 工作 中 ,他 善于 团结 同事 、 知 人 善 
用 。 特 别 是 抗日 战争 期 间 ,他 担任 内 迁 设 在 昆明 的 西南 联 大 数学 系 主任 多 年 ,这 个 
系 云 集 了 清华 北大、 南开 三 所 学 校 的 十 多 位 教授 , 当时 中 国 最 好 的 大 部 分 数学 教 
授 都 聚集 在 这 里 ,下 面 还 带 有 一 批 很 聪明 能 干 的 讲师 、 助 教 。 在 战争 环境 中 ,条 件 
异常 艰苦 , 系 主 任 杨 先 生 巧妙 地 将 大 家 凝聚 在 一 起 。 让 年 长 一 点 的 教授 上 基础 课 ， 
把 好 教学 质量 关 ; 支 持 正 处 于 发 展开 拓 时 期 刚 留 学 归 国 、30 岁 左右 的 几 位 年 轻 教 
f ,带领 一 批 讲 师 助教 和 部 分 高 年 级 学 生 ,组 织 各 种 学 术 讨 论 班 ,研究 世界 前 沿 的 
数学 问题 。 虽 然 战 时 的 昆明 信息 闭塞 ,但 有 我 们 刚 从 国外 带 回 的 最 新 资料 ,充分 发 
挥 人 脑 的 思维 作用 ,人 尽 其 才 , 大 家 搞 数 学 研究 的 热情 依然 很 高 。 儿 年 中 取得 的 科 
研 成 果 是 西南 联 大 各 学 科 中 最 突出 的 ,有 些 成 果 超 过 了 战 前 水 平 ,华罗庚 、 许 宝 驿 
就 是 其 中 的 佼佼 者 ,在 他 们 的 带领 下 ,还 锻炼 培养 了 一 批 青年 。 

杨 先生 在 清华 大 学 、 西 南 联 大 数学 系 任教 授 、 当 系 主任 几 十 年 ,通过 他 的 学 术 
KE .教育 才能 和 组 织 才 能 ,培养 出 的 学 生 后 来 在 学 术 上 、 教 学 上 超过 他 的 人 才 不 
少 ,他 的 这 些 学 生 对 中 国 数学 的 发 展 起 了 很 大 的 作用 。 杨 武之 是 一 位 杰出 的 数学 
教育 家 ,确实 值得 纪念! 

O3K: 过 去 对 杨 武 之 的 事迹 宣传 很 少 ,多 数 人 仅 知 道 他 是 杨振宁 的 父亲 一 位 数 
学 教授 ,对 于 他 的 业绩 知道 的 人 不 多 。 值 此 纪念 杨 武之 诞辰 100 周年 之 际 ,我 们 很 
希望 能 够 见 到 一 本 纪念 杨 武之 的 文集 出 版 ,总 结 他 的 教育 经 验 ,以 促进 我 国 21 t 
纪 数 学 教育 事业 的 发 展 。 | 

ER: 这 是 一 件 好 事 ,最 近 我 会 见 到 振 宁 ,可 以 和 他 谈 谈 此 事 。 谁 来 任 主编 较 合 
适 呢 ?不 知 段 学 复 先 生 的 身体 怎样 ? 如 果 段 先生 能 够 出 面 牵头 比较 合适 ,再 找 其 
他 人 帮助 做 具体 工作 。 研 究 一 下 约 稿 的 内 容 和 对 象 , 我 还 可 以 写 一 点 。 

K: 最 近 十 多 年 来 ,您 多 次 向 我 国 数学 界 建 议 要 重视 数学 史 的 研究 。20 世纪 
即将 结束 ,很 希望 听 听 您 关于 开展 20 世纪 中 国 数学 史 研 究 的 指教 。 

陈 : 数学 史 研 究 是 一 项 重要 的 工作 ,并 不 容易 。 它 的 一 个 重要 条 件 , 是 工作 者 
须 有 广博 的 学 问 ,举例 如 次 。 例 一 ,何以 希 尔 伯 特 伟大 ? 除了 他 的 专长 ,如 积分 方 
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程 代 数 数论 .几何 基础 等 外 ,他 能 解决 其 他 方面 最 基本 的 问题 ,如 狄 利 克 雷 原理 
(椭圆 方程 的 基本 存在 定理 ) . 华 林 问 题 等 。 例 二 ,哈代 喜欢 提出 如 下 的 问题 : 比较 
拉 格 朗 日 与 拉 普 拉 斯 何人 伟大 ? 这 样 的 问题 有 意思 , 因为 作者 需要 了 解 两 人 的 
工作 。 | 

什么 东西 发 展 都 有 一 个 历史 的 程序 ,了 解 历史 的 变化 是 了 解 这 门 学 科 的 一 
步骤 。 数 学 也 是 这 样 , 中 国人 应 该 搞 具有 中 国 特色 的 数学 ,不 要 老 跟着 人 家 走 。 发 
展 中 国 数学 ,我 觉得 最 关键 的 一 点 是 如 何 培养 中 国 自己 的 高 级 数学 人 才 , 世 界 一 流 
水 平 的 人 才 。 总 结 20 世纪 ,了 解 这 个 世纪 中 国 数学 家 成 长 的 道路 ,现代 数学 在 中 
国 发 展 成 功 的 经 验 , 写 数学 家 传 是 一 个 重要 方面 ,还 可 以 选 一 些 好 的 专题 进行 研 
究 。 璧 如 : 清华 大 学 数学 系 早期 培养 人 才 的 经 验 , 留 法 学 生 对 中 国 数学 发 展 的 贡 
献 等 ,也 可 以 考虑 编 一 本 论文 目录 。 不 一 定 什么 都 写 , 典 型 的 专题 研究 会 有 好 的 借 
鉴 作 用 。 现 在 已 经 有 一 些 优秀 青年 数学 家 回 到 国内 服务 ,南开 就 有 几 个 ,他 们 的 工 
作 很 出 色 。 有 个 陈 永川 ,回国 后 办 了 一 份 杂 志 叫 《组 合 年 刊 )( 英 文 ), 由 德国 斯 普 林 
格 出 版 社 出 版 ,质量 很 高 ,这 将 有 利于 中 国 组 合 数学 走向 世界 。 还 有 张 伟 平等 ,都 
不 错 。 他 们 30 岁 出 头 , 很 年 轻 ,是 中 国 21 世纪 数学 发 展 的 希望 。 

谈话 间 , 郑 士 宁 师 母 有 时 也 补充 几 句 ,偶尔 伴随 两 各 笑话 ,其 乐 融融 。 不 觉 过 
了 规定 的 访谈 时 间 , 接 待人 员 进 屋 示意 。 面 对 这 位 为 发 展 中 国 数学 事业 不 锌 辛劳 
满 头 银发 的 长 此 ,我 不 禁 又 补充 了 几 和 名。 

张 : 陈 老 , 您 和 郑 士 宁 师 母 都 已 是 80 多 岁 高 龄 ,近年 您 的 腿脚 又 不 甚 方便 ,为 
了 中 国 数学 事业 的 发 展 ,你 们 每 年 仍然 奔波 于 美国 .中 国之 间 , 做 了 大 量 工作 ,培养 
了 众多 人 才 , 你 们 的 爱国 深情 ,给 我 们 做 了 好 的 榜样 。 我 想 中 国 的 子孙 后 代 是 不 全 
忘记 的 ,您 的 功德 将 永 载 史册 。 

Pk: 每 年 好 像 都 有 许多 事情 等 着 我 回来 办 。 我 愿意 尽 最 大 努力 ,为 中 国 数学 
的 发 展 ,多 做 点 可 以 办 到 的 实事 。 数 学 工作 是 分 头 去 做 的 ,竞争 是 努力 的 一 部 分 。 
但 有 一 原则 : 要 欣赏 别人 的 好 工作 ,看 成 对 自己 的 一 份 鼓励 ,排除 妨 嫉 的 心理 。 中 
国 的 数学 是 全 体 中 国人 的 。 中 国 在 21 世纪 成 为 数学 大 国 是 很 有 希望 的 1 
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AX be A> A] Mb R wt th m 4E, AR 3X (Notices of American 
Mathematical Society) % 43 卷 第 10 期 ,1996 年 。 中 译文 见 《 中 国 现 
代数 学 家 传 》( 第 四 卷 )( 程 民 德 主编 ,江苏 教育 出 版 社 )2000 年 ; 
EME, LAE, 


在 久 病 之 后 , 炜 良 于 1995 年 8 月 10 日 去 世 。 他 同 我 于 1934 年 10 月 在 德国 的 
汉堡 初次 相 见 , 那 时 我 作为 一 名 新 生 刚 刚 从 中 国 来 ,而 他 正 从 格 丁 根 往 莱比锡 去 跟 
随 范 . 德 .瓦尔 登 一 起 工作 。 

炜 良 出 吴 于 前 清 贵 族 家 庭 ,其 家 族 负 责 人 对 中 国 西化 的 重要 性 已 有 所 认识 。 
凭借 丰厚 的 家 财 和 开明 的 观点 ,这 个 家 庭 在 19 世纪 末 和 20 世纪 初期 为 中 国 社会 
的 不 同 领域 培养 出 了 不 少 领袖 人 物 。 或 许 由 于 家 庭 条 件 影响 , 炜 良 没 有 上 过 一 所 
中 国学 校 。 然 而 通过 私人 教师 的 辅导 ,他 对 中 国 的 语言 和 历史 都 非常 熟悉 。 他 的 
家 庭 状况 足以 使 他 在 美国 完成 大 学 学 业 。1931 年 ,他 在 芝加哥 大 学 取得 学 士 学 位 。 
在 芝加哥 的 岁月 里 ,他 逐渐 地 将 兴趣 集中 到 数学 上 。1932 年 ,他 去 了 当时 世界 上 最 
大 的 数学 中 心 之 一 一 格 丁 根 。 不 幸 的 是 , 那 段 时 期 德国 所 发 生 的 一 些 政治 事件 
使 他 在 格 丁 根 的 停留 十 分 不 快 ,于 是 他 决定 去 莱比锡 跟随 范 ' 德 .瓦尔 登 工作 。 

恰 值 此 际 ,我 们 在 汉堡 相遇 。 格 丁 根 的 衰落 使 得 汉堡 新 兴 为 德国 一 个 重要 的 
数学 中 心 。 其 最 具 魅 力 的 人 物 便 是 年 轻 教 授 阿 廷 ,他 的 学 术 讲座 十 分 精彩 ,数学 兴 
趣 相 当 广 泛 。 尽 管 炜 良 是 莱比锡 大 学 的 一 名 学 生 ,但 德国 的 大 学 体制 容许 他 生活 
在 汉堡 。 除 了 要 接近 阿 廷 之 外 ,他 还 有 一 个 更 重要 的 目的 ,就 是 赢得 一 位 年 轻 女士 
玛 格 特 : 维 克 多 的 爱情 。 他 们 于 1936 年 结婚 ,我 有 幸 参加 了 他 们 的 婚礼 。 

炜 良 于 婚 后 返回 中 国 ,在 当时 中 国 首都 南京 的 中 央 大 学 任 数学 教授 。 第 二 年 ， 
中 国 沦 入 战争 ,沿海 省 市 被 日 军 占领 。 

战争 结束 后 ,我 们 于 1946 年 在 上 海 重逢 。 十 年 战事 , 炜 良 实 际 上 已 经 停止 了 
他 的 研究 。 问 题 是 ,对 他 而 言 ,再 次 回 到 数学 上 来 是 否 明 智 或 者 合适 。 

他 的 再 次 投入 相当 成 功 ,我 简直 视 之 为 奇迹 。 他 以 1947 ~ 1949 年 在 普林斯顿 
高 级 研究 所 从 事 研 究 为 起 点 ,此 后 便 受 聘 于 霍 普 金 斯 大 学 ,直到 1977 年 退休 。 在 
霍 普 金 斯 他 担任 了 10 多 年 系 主任 ,同时 负责 霍 普 金 斯 出 版 的 美国 最 悠久 的 数学 刊 
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物 一 一 《美国 数学 杂志 》。 

尽管 炜 良 的 专业 是 代数 几何 ,但 他 是 一 位 富有 创见 ,涉猎 广泛 的 数学 家 。 他 对 
于 数学 作出 了 许多 重要 的 贡献 。 

1. 相交 理论 (intersection theory) 是 代数 几何 中 一 个 基本 问题 。 周 环 ( Chow ring) 
有 很 多 优点 ,并 被 广泛 应 用 。 

2. 周 配 型 (associated forms) 很 好 地 描述 了 射影 空间 代数 簇 的 模 空 间 。 相 当 漂 
亮 地 解决 了 一 个 重要 问题 。 

3. 他 的 前 明 射 影 空 间 上 的 紧 解 析 徐 是 代数 得 的 定理 相当 有 名 。 他 揭示 了 代 
数 几 何 与 代数 数论 彼此 之 间 的 类 似 之 处 。 

4. 在 推广 热力 学 卡拉 西 奥 多 里 结果 的 基础 上 ,他 建立 了 一 条 微分 系统 的 可 达 
性 定理 。 这 一 定理 在 控制 论 中 具有 重要 作用 。 

5. 他 有 一 篇 鲜 为 人 知 的 关于 齐 次 空间 的 论文 ,通过 精巧 的 计算 对 所 谓 和 矩阵 射 
影 几何 给 出 了 一 个 漂亮 的 处 理 , 他 的 论述 可 以 推广 到 更 为 一 般 的 情况 。 

周 过 着 一 种 简朴 ,恬静 的 生活 ,他 把 他 的 精力 全 部 奉献 给 了 数学 和 其 他 文化 活 
动 , 包 括 集 邮 。 他 是 一 位 中 国 邮 票 的 权威 ,还 出 过 一 本 相关 的 书 。 炜 良和 玛 格 特有 
三 个 女儿 ,他 们 拥有 一 个 幸福 美满 的 家 庭 。 

不 容 置疑 ,他 是 一 位 一 流 的 代数 几何 学 家 。 我 曾 在 扎 里 斯 基 的 支持 下 提名 他 
为 [美国 ] 全 国 科学 院 院 士 ,遗憾 的 是 未 能 获准 。 我 想 这 对 科学 院 来 说 是 一 大 损失 。 
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18 33, (X8 CUERO Jy HE e 6 CE), 江西 科学 技术 出 版 
社 ,1993 年 。 


我 是 在 1934 年 10 月 在 德国 汉堡 认识 炯 之 的 。 那 时 他 刚 完成 他 的 有 名 的 关于 
“函数 域 可 除 代数 ”(Division Algebra) 的 基本 定理 ,来 汉堡 作 博 士 后 研究 。 炯 之 为 人 
诚 恩 、 角 达 ,没有 人 不 喜欢 他 。 那 年 在 汉堡 的 中 国 数学 家 ,还 有 美 立夫 先生 、 程 毓 
淮 、 周 炜 良 等 。 我 们 时 常 共 餐 ,畅谈 对 于 发 展 中 国 数学 的 抱负 和 计划 ,回顾 半 世 纪 
中 国 数学 的 进展 ,感慨 系 之 。 炯 之 和 我 都 喜欢 吃 烧 笋 , 确 是 德 菜 中 的 美味 。 

汉堡 一 别 ,我 们 没有 再 见 ,通信 亦 稀 。 他 回国 后 没有 充分 发 展 他 的 才 力 ,是 国 
家 的 损失 。 
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本 文 为 纪念 吴 大 任 先 生 送 世 而 作 , 附 挽联 。 原 载 于 《 吴 大 任 
纪念 文集 》, 南 开 大 学 出 版 社 ,1998 年 。 


我 同 大 任 初 识 , 当 在 1926 年 我 们 同人 南开 大 学 的 时 候 。 我 们 都 是 一 年 级 新 
生 。 那 时 我 14 岁 , 他 比 我 大 3 岁 。 他 已 是 名 人 。 他 是 南开 中 学 毕业 ,得 奖学金 来 
南大 的 。 他 住 第 一 宿舍 ,我 住 第 二 宿舍 。 第 一 年 我 们 很 少 来 往 。 

我 除 国文 .英文 外 选 了 微 积 分 .物理 .理论 力学 三 课 。 下 学 期 开始 去 注册 , 见 了 
位 万 如 先生 ,他 说 “你 都 及 格 了 ”。 那 时 遇 到 这 情况 ,也 是 不 简单 的 。 

人 校 时 我 们 似乎 都 是 想 进 物 理 系 。 姜 立夫 先生 的 教学 , 似 是 吸 引 我 们 人 数学 
系 的 主要 因素 。 毕 业 后 的 理想 出 路 自然 是 出 国 留学 。 但 是 我 们 的 家 庭 都 谈 不 上 作 
这 样 的 负担 。 留 学 的 机 会 极 少 ,并且 要 经 全 国 性 竞争 。 

刚巧 1930 年 我 们 毕业 那 年 ,清华 开办 研究 院 , 有 数学 系 。 并 规定 成 绩优 秀 者 
可 资 送 留学 两 年 。 所 以 我 们 决定 去 投考 清华 研究 院 ,也 都 考取 了 。 但 大 任 因 家 庭 
关系 , 续 学 与 就 业 不 易 决 定 。 结 果 他 还 是 去 了 广州 中 山大 学 担任 助教 。 清 华 研究 
生 只 剩 我 一 个 ,决定 缓 办 一 年 , 聘 我 为 助教 。 我 也 成 了 数学 助教 了 (1930 ~ 1931)。 
1931 年 清华 研究 院 数 学 系 开 始 ,大 任 参加 了 几 个 月 ,后 来 决定 去 南开 任教 。1931 ~ 
1934 年 我 们 分 居 平 津 , 时 常见 面 , 也 常 有 陈 现 。 

1933 年 中 英 庚 款 举 行 留学 考试 ,大 任 当 然 一 试 获取 。 他 去 英 后 就 读 伦 敦 大 学 。 
陈 吏 去 后 ,两 人 都 在 伦 大 谈 书 。 

1934 年 我 从 清华 研究 院 毕 业 ,得 两 年 留学 机 会 。 清 华 留 学 生 大 多 去 美 ,但 我 要 
求 去 德国 汉堡 大 学 , 获 学 校 批准 。19 世纪 的 德国 数学 执 世界 牛 耳 ,20 世纪 初 年 此 
势 未 衰 。 去 德国 读数 学 是 明智 的 。 到 了 汉堡 ,教授 阵容 ,人 研究 空气 ,都 令 人 十 分 

我 把 这 些 情况 函告 大 任 和 陈 鸡 ,结果 把 他 们 两 人 都 引 到 汉 保 来 了 。 所 以 我 们 
又 同学 了 一 年 。 那 时 我 们 三 人 周末 或 旅游 又 常 在 一 起 。 

汉堡 是 大 任 数学 研究 最 出 色 的 两 年 。 他 发 表 了 关于 椭圆 积分 几何 的 两 篇 文 
章 ,文中 有 好 几 个 漂亮 的 公式 。 这 两 文 足够 他 在 汉堡 获得 博士 学 位 ,可惜 他 人 学 时 
未 正式 注册 。 事 实 上 有 布 拉 施 克 帮忙 ,可 以 补救 ,但 他 急于 回国 ,所 以 "博士 ? 藏 在 
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2 5 . 一 个 全 能 的 科学 家 


本 文 为 纪念 吴 有 训 先 生 而 作 。 原 载 于 《 吴 有 训 》, 中 国文 史 
出 版 社 ,1990 年 。 


我 1930 年 到 清华 大 学 ,未 去 前 已 知道 吴 有 训 先 生 的 大 名 。 那 时 中 国 科学 在 萌 
芽 时 期 ,国内 固然 闭塞 ,在 国外 工作 而 有 成 就 者 也 寥寥 可 数 。 我 们 知道 吴 先 生 有 关 
康 普 顿 效 应 的 实验 工作 ; 翻 开 康 普 顿 的 名 著 的 索引 ,在 吴 的 名 字 下 ,有 无 数 引 页 。 
大 家 以 此 自豪 。 

等 到 我 1930 年 任 清华 数学 系 助教 ,两 个 最 熟 的 朋友 是 物理 系 助 教 蒋 像 增 和 余 
瑞 瑛 。 目 然 对 于 吴 先 生 的 成 就 有 更 多 的 了 解 , 并 听 到 一 些 关于 吴 先生 的 故事 。 当 
时 吴 先生 做 领先 的 研究 工作 ,并 积极 参与 学 校 的 教育 和 行政 工作 。 

记得 德国 哈雷 科学 院 曾 授予 吴 先 生 通讯 院 士 的 名 号 ,在 该 时 的 中 国 科学 界 , 是 
一 则 麦 动 的 消息 。 

但 是 我 同 吴 先生 的 直接 关系 ,是 1937 年 才 开 始 的 。 我 的 岳母 郑 桐 苏 夫 人 同 吴 
夫人 王立 芬 女士 是 好 朋友 。 我 同 士 宁 于 1937 年 在 长 沙 订婚 , 吴 先 生 是 介绍 人 之 一 
( 另 一 介绍 人 为 杨 武 之 先生 )。 那 时 他 是 理学 院 院 长 ,我 是 一 年 轻 的 教授 。 他 对 年 
轻 人 的 了 解 是 十 分 敏锐 的 ,所 以 许多 事 我 都 同 他 商量 。 他 真是 一 个 难得 的 益友 ! 

后 来 学 校 由 长 沙 迁 昆明 ,成 为 西南 联合 大 学 。 我 同 士 宁 于 1939 年 在 昆明 结 
婚 。 人 惜 不 久 日 机 可 炸 频繁 ,我们 就 玻 散 到 昆明 近郊 的 梨 烟 村 , 同 吴 家 住 在 同一 房 
子 。 那 时 士 宁 怀孕 ,我 没有 家 事 经 验 , 相 当 狼 狐 。 痒 吴 太 太 热心 , 同 我 们 同伙 一 段 
时 期 ,等 于 做 了 她 的 食客 。 我 工作 得 不 懈 。 我 一 生 数 学 工作 的 突破 ,是 由 于 1943 ~ 
1946 年 在 普林斯顿 高 级 研究 所 完成 的 ,但 事前 在 昆明 的 准备 , 实 为 关键 。 愿 借 此 机 
会 ,对 未 太太 的 恩德 ,表示 感谢 。 

吴 先生 时 常 谈 到 对 中 国 科 学 的 大 计 。 他 深思 熟 虑 ,有 通盘 长 久 的 计划 。 他 办 
事 勤 慎 , 得 到 科学 界 的 普遍 爱戴 ,是 近代 中 国 科 学 史上 一 个 模范 的 科学 家 。 
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陈省身 的 学 生 与 好 友 严 志 达 教授 于 1999 年 4 月 30 日 逝世 
作者 特 作 此 挽联 。 
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本 文 是 陈省身 先生 于 2000 年 12 月 18 日 在 纪念 华罗庚 九 十 
诞辰 国际 数学 会 议 开 幕 式 上 的 讲话 。 首 刊 于 《光明 日 报 》2001 年 
3 月 26 日 。 


我 与 华 先 生 有 过 多 年 的 交情 ,第 一 次 见面 就 在 清华 园 ,是 1931 年 秋天 开学 的 
时 候 , 到 现在 有 七 十 年 了 。 七 十 年 之 间 , 我 们 有 了 时 在 同一 个 系 ,我 们 始终 有 不 断 的 
联系 。 他 比 我 大 不 到 一 岁 , 是 1910 年 生 的 。 

想起 我 们 最 初 在 一 起 ,1931 年 他 来 的 时 候 , 那 时 他 只 是 初中 毕业 的 学 生 , 他 的 
数学 论文 引起 大 学 的 注意 。 清 华 是 很 例外 的 ,不 但 找 他 到 清华 来 ,并 且 给 他 一 个 职 
位 ,这 在 当时 大 学 里 是 很 少 有 的 一 件 事 。 因 为 他 的 学 历 的 关系 , 刚 来 时 名 义 是 助理 
员 。 那 时 数学 系 叫 算 学 系 ,后 来 改 为 数学 系 。 一 年 以 前 ,我 是 算 学 系 的 助教 。 算 学 
系 的 办 公 室 就 在 工 字 厅 走 道 的 地 方 ,两 边 各 有 两 间 房 间 , 一 共 4 间 房间 ,是 算 学 系 
的 办 公 室 。 有 一 边 是 熊 庆 来 先生 ,他 是 主任 ,我 在 男 外 一 个 地 方 也 有 个 桌子 ,是 他 
的 助教 。 外 头 一 间 有 两 个 桌子 ,是 周 鸿 经 先生 和 唐 培 经 先生 的 办 公 桌 。 罗 庚 到 清 
华 的 时 候 就 果 在 我 的 办 公 桌 ,因为 1931 年 我 改 为 研究 生 , 是 学 生 了 ,他 就 做 助理 
员 ,用 这 个 桌子 ,所 以 我 们 的 关系 是 一 个 先后 的 关系 。 

罗 庚 是 一 个 很 好 的 数学 家 ,所 以 他 不 需要 一 般 的 数学 训练 。 他 很 快 就 跟 所 有 
的 人 ,所 有 的 研究 生 ,甚至 于 教员 ,可 以 在 同一 个 阶段 讨论 数学 的 问题 。 他 虽然 名 
义 是 助理 员 ,等 于 是 个 研究 生 ,我 也 是 研究 生 ,我 们 时 常 来 往 , 上 同样 的 课 , 那 是 很 
愉快 的 一 段 学 生生 活 。 

我 想 提 出 来 的 是 ,清华 在 那个 时 期 , 算 学 系 是 很 小 的 一 个 系 ,但 是 对 于 中 国 算 
学 的 发 展 有 相当 的 影响 ,甚至 于 可 以 说 是 中 国 数学 史上 有 意义 的 一 章 。 除 了 华 先 
生 之 外 ,我 们 当时 则 学 之 中 有 庄 折 泰 . 施 祥 林 ( 庄 十 泰 后 来 是 北大 教授 , 施 祥 林 是 南 
京 大 学 教授 ) ,还 有 同学 曾 担任 南开 大 学 教授 。 清 华 在 那 时 这 么 小 的 规模 之 中 ,也 
产生 了 相当 一 群 人 ,对 于 中 国 的 数学 有 些 影响 。 清 华 后 来 很 发 展 , 所 以 请 了 外 国教 
授 。 那 时 请 外 国教 授 不 是 什么 来 开 个 会 , 吃 吃 饭 , 拿 几 个 transparency G5 BH Rz Fr ) € 
览 一 下 。 那 时 是 在 清华 园 住 一 年 。 法 国 数学 家 阿达 马 是 国际 上 很 有 名 的 数学 家 ， 
美国 的 维 纳 ,都 是 在 清华 园 里 头 住 下 来 ,讲课 。 现 在 做 到 这 种 样子 的 安排 不 见得 很 
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容易 了 。 所 以 清华 园 规模 很 小 ,能 够 对 中 国 的 数学 发 展 产生 一 些 作 用 。 

1934 年 我 离开 了 清华 ,研究 生 毕 业 了 ,我 到 德国 去 念书 。 罗 庚 是 1936 年 出 国 
的 ,他 到 英国 剑桥 大 学 ,跟随 英国 的 大 数学 家 哈代 。 他 出 国 是 坐 西伯利亚 铁路 的 火 
车 从 北京 到 柏林 。 我 就 在 汉堡 ,也 在 德国 。 所 以 我 们 1936 年 夏天 在 柏林 相 会 。 刚 
巧 那 一 年 世界 运动 会 在 柏林 举行 ,希特勒 在 台 上 。 也 很 有 意思 ,100 米 、200 米 跑 得 
最 快 的 是 黑人 ,对 希特勒 是 个 打击 。 很 遗憾 ,中 国 的 运动 员 在 1936 年 柏林 世界 运 
动 会 的 成 绩 不 大 好 ,最 有 名 的 是 游泳 的 杨 秀 琼 ,她 游泳 有 相当 的 成 绩 ,不 过 我 记得 
她 没有 得 什么 锦标 。 中 国 地 位 最 高 的 是 符 保 户 的 撑 杆 跳 , 不 过 也 没有 得 到 任何 的 
奖牌 。 相 比 之 下 ,我 们 的 国家 现在 长 进 了 不 知 多 少 ,现在 中 国运 动员 在 世界 运动 会 
有 很 光 采 的 成 绩 。 想 起 来 ,数学 也 有 这 个 潜力 的 ,不 过 数学 需要 的 时 间 长 一 点 。 罗 
庚 和 我 在 柏林 见面 ,也 看 看 运动 会 ,一 起 谈 了 很 多 。 

1936 年 世界 运动 会 之 后 ,我 到 了 英国 剑桥 ,自然 跟 罗 庚 在 一 起 。 他 那 时 的 工作 
是 关于 解析 数论 ,解析 数论 最 要 紧 的 法 子 是 圆 法 ,就 是 圆周 的 法 子 。 很 奇怪 ,数论 
是 讨论 整数 的 性 质 , 但 是 要 研究 整数 的 深刻 的 性 质 ,需要 复 变数 。 复 变数 跟 素数 的 
关系 是 很 神 妙 的 问题 , 罗 庚 做 了 很 多 工作 ,有 他 自己 的 贡献 。 他 用 圆 法 做 华 林 问 
题 ,做 塔 里 问 题 。 关 于 圆 法 ,很 要 紧 的 一 个 人 是 印度 的 天 才 数 学 家 拉 马 努 金 ,第 一 
篇 文章 是 哈代 跟 拉 马 努 金 的 文章 。 后 来 很 大 的 一 个 进展 是 苏联 的 数学 家 维 诺 格拉 
多 夫 。 罗 庚 对 于 维 诺 格拉 多 夫 的 方法 有 很 多 的 整理 ,有 很 多 的 进展 。 他 自己 的 一 
个 贡献 是 关于 三 角 和 的 一 个 估计 ,这 是 一 个 很 重要 的 贡献 。 我 想 罗 庚 在 剑桥 的 一 
段 1936 年 到 1938 年 ,是 他 在 数学 上 有 最 深刻 贡献 的 时 候 。 关 于 解析 数论 ,他 的 页 
献 非常 多 。 

1938 年 他 回国 , 那 时 候 中 日 战争 已 经 开始 了 。 北 京 大 学 .清华 大 学 .南开 大 学 
在 昆明 组 成 为 西南 联合 大 学 。 他 是 清华 的 教授 ,因此 也 是 西南 联合 大 学 的 一 部 分 。 
我 们 现在 喜欢 讲 设备 不 够 ,或 者 支持 不 够 。 其 实 ,我 们 那 时 候 什么 都 没有 ,甚至 于 
本 来 有 的 书 都 装 在 箱子 里 头 ,也 不 知道 什么 时 候 需要 再 搬 , 所 以 图 书馆 的 先生 们 都 
不 愿意 打开 箱子 。 可 是 在 那个 情况 之 下 ,在 昆明 西南 联合 大 学 ,大 家 的 情绪 很 好 ， 
精神 很 好 ,有 很 多 很 好 的 朋友 。 例 如 说 ,我 们 跟 物 理 系 的 王 竹 溪 先 生 有 一 个 seminar 
(讨论 班 ) ,我 想 那 是 1940 年 的 样子 。 那 时 候 西 南 联合 大 学 的 数学 系 出 了 几 个 很 好 
的 学 生 ,如 王 宪 钟 . 钟 开 莱 严 志 达 、 王 浩 、 吴 光 舌 。 所 以 ,假使 有 人 ,有 这 个 精神 , 即 
使 环境 差 一 点 ,也 还 是 可 以 做 很 多 工作 。 | 

1938 到 1943 年 , 跟 罗 庚 在 一 起 大 概 有 五 年 的 光景 。 刚 到 昆明 的 时 候 , 去 了 一 
群 人 ,没有 地 方 住 啊 。 因 为 原来 学 校 不 在 那个 地 方 ,所 以 我 们 借 了 中 学 的 房子 , 那 
个 中 学 很 慷慨 , 拨 出 一 些 房子 让 西南 联 大 的 人 和 暂时 住 。 所 以 教授 像 华罗庚 、 我 ,还 
有 王 信息 先生 (他 是 日 本 史 的 专家 ) ,我 们 三 个 人 住 一 个 房间 。 每 人 一 个 床 ,一 个 书 
AK ,一 个 书架 ,一 个 椅子 ,房子 摆 得 相当 挤 了 ,不 过 生活 很 有 意思 。 三 个 人 一 清早 没 
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- ”27. 我 与 华罗庚 
有 起 床 就 开玩笑 ,互相 开玩笑 。 虽 然 物 质 上 艰苦 ,但 是 生活 也 很 有 意思 。 现 在 大 家 
希望 物质 不 断 进步 ,我 想 若 中 也 有 乐 。 

1943 年 夏天 我 去 了 美国 普林斯顿 高 级 研究 所 , 罗 庚 在 昆明 ,我 们 时 常 通讯 。 抗 
战胜 利 了 ,国家 复元 ,我 知道 他 有 许多 社会 活动 。 我 们 相 会 是 1946 年 在 上 海 。 那 
时 我 刚 从 美 返 国 , 他 则 将 去 美 。 他 负 有 使 命 ,但 我 们 仍 谈 了 不 少数 学 ,我 们 的 数学 
兴趣 逐渐 接近 。 我 1950 年 去 美 ,在 芝加哥 大 学 ,他 在 伊利 诺 斯 大 学 TREE ECTS di 
曾 来 芝 大 讲 布 侥 尔 - 嘉 当 - 华 定理 的 初等 证 明 ,很 漂亮 。 他 1950 年 夏天 返 国 , 须 过 
芝加哥 去 旧金山 登 轮 ,大 家 都 佩服 他 的 爱国 热忱 。 此 次 相 别 , 便 天 各 一 方 ,通讯 也 
稀 。 幸 媒体 有 时 有 他 的 报道 ,得 知 他 的 一 些 行动 。 

直到 1972 年 ,我 得 到 中 国 科 学 院 邀 请 ,我 们 才 在 北京 会 面 ,相隔 二 十 二 年 。 同 
顾 前 事 ,如 在 梦 中 。1980 年 他 率 团 访 美 ,过 伯克利 时 在 我 家 住 了 两 夜 , 相 谈 如 旧 日 ， 
ES. 1983 年 他 访问 加 州 理工 大 学 ,我 从 伯克利 去 访 他 ,相距 400 RAH, BOS 
车 。 这 是 我 们 最 后 一 面 了 。 
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张 英 宙 教 授 在 《现代 微分 几何 的 形成 与 发 展 ) 中 提 到 我 同 布 拉 施 克 、 嘉 当 、 外 尔 
这 三 位 大 师 的 关系 。 他 们 自然 是 20 世纪 初期 最 伟大 的 数学 家 ,学 问 广博 ,影响 至 
今 未 减 。 我 在 学 术 事 业 中 能 同 他 们 发 生 密切 的 关系 , 诚 终身 之 幸 。 

布 拉 施 克 于 1932 年 来 北平 讲学 ,我 正 是 清华 大 学 的 研究 生 。 他 的 系统 演讲 有 
六 讲 , 题 目 是 “微分 几何 的 拓扑 问题 ", 内 容 其 实 是 网 理论 (Web theory) ,与 拓扑 关联 
不 多 。 他 在 北大 演讲 ,我 每 次 进 城 去 听 , 并 作 笔 记 。 当 时 这 问题 刚刚 开始 ,内 容 不 
深 , 我 大 致 都 懂 。 | 

早 在 南开 从 姜 立 夫 先 生 习 曲 线 论 与 曲面 论 , 即 部 分 采用 布 拉 施 克 先 生 的 书 。 
所 以 对 他 并 不 大 陌生 。 他 的 著作 简要 深刻 ,趣味 无 穷 。1934 年 我 将 从 清华 研究 院 
毕业 时 ,有 望 被 派 赴 美 国 留学 , 因 之 申请 改 去 德国 汉堡 大 学 。 

事后 看 来 ,这 是 一 个 明智 的 决定 ,汉堡 除 布 拉 施 克 先 生 外 ,有 阿 廷 、 赫 克 等 教 
授 ,所 作 研 究 ,都 是 领导 性 的 。 我 1934 年 9 月 到 汉堡 , 读 了 一 个 月 德 文 ,11 月 学 校 
开始 上 课 。 上 课 前 我 去 看 布 拉 施 克 先 生 , 他 给 了 我 一 大 肆 复 印 本 。 我 发 现 一 个 基 
本 定理 的 证 明 有 点 漏洞 。 他 听 了 很 高 兴 。 后 来 我 把 定理 推广 ,并 补 了 漏洞 。 两 个 
月 时 间 ,写成 一 论文 ,发 表 于 1935 年 的 汉堡 学 报 。 总 算 给 他 一 个 好 的 印象 。 

我 在 汉堡 时 期 的 最 主要 的 工作 是 学 习 所 谓 嘉 当 - 凯 勒 理论 。 那 时 凯 勒 正在 汉 
堡 任 编外 讲师 , 写 了 有 关 此 理论 的 一 本 小 册子 ,并 开 一 讨论 班 进行 讲授 。 第 一 次 全 
研究 所 的 人 都 出 席 了 。 但 此 理论 太 难 ,两 个 月 后 , 班 上 只 剩 我 一 人 。 凯 勒 先生 学 博 
识 深 ,我 从 他 学 了 不 少数 学 。 

我 1936 年 2 月 获 博士 学 位 。 适 文化 基金 会 给 我 一 年 补助 ,可 在 国外 多 留 一 
年 。 问 计 于 布 拉 施 克 先 生 。 他 建议 二 途 : 或 在 汉堡 习 数 论 ,或 去 巴黎 从 嘉 当 续 习 
微分 几何 。 嘉 当 的 论文 一 直 难 读 ,但 我 已 有 点 基础 。 嘉 当 是 当时 最 伟大 的 微分 几 
何 学 家 。 经 布 拉 施 克 先生 的 介绍 ,他 允许 我 去 。 

我 1936 年 9 月 抵 巴 黎 , 即 去 记 见 嘉 当 。 他 是 一 个 慈祥 的 人 , 决 看 不 出 是 几何 
大 师 。 他 只 讲法 文 ,我 可 听 懂 ,但 在 最 初 几 个 月 ,答复 只 好 用 笔谈 了 。 他 每 星期 四 
下 午 在 办 公 室 接见 学 生 , 门 口 排 长 龙 。 两 个 月 后 ,他 同 我 说 ,可 到 他 家 去 谈 。 我 每 
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28. 我 同 布 拉 施 克 、 嘉 当 、 外 尔 三 位 大 师 的 关系 
两 星期 去 一 次 ,每 次 约 谈 一 小 时 ,没有 闲话 (我 的 法 文 也 不 够 谈 闲 话 )。 他 的 意见 甚 
多 ,材料 熟悉 ,简单 的 问题 ,时 常 立 刻 便 有 答案 (有 时 我 要 花 几 天 才 得 同样 答案 )。 
会 见 后 一 天 往往 接 他 的 信 ,继续 讨论 我 们 的 问题 。 我 1937 年 7 月 离 巴 黎 返 国 。 十 
个 月 工夫 全 力 应 付 每 两 个 星期 的 嘉 当 会 见 ,所 以 工作 努力 而 精神 愉快 。 这 时 期 共 
发 表 三 篇 论文 ,但 工作 范围 远 超出 这 些 论文 的 内 容 。 

1937 年 夏 返 国 , 原 拟 去 北平 清华 任教 。 适 值 日 本 侵 华 , 改 去 长 沙 临 时 大 学 及 西 
南 联 合 大 学 。 国 家 在 战争 ,学 校 在 搬迁 , 谈 不 上 图 书 设 备 。 往 嘉 当 寄 给 我 他 的 大 批 
复印 本 ,可 以 奋 读 。 他 一 生 所 写 论文 , 约 六 干 页 ,我 至 少 读 了 十 之 七 八 ,其 中 有 些 更 
十 分 熟悉 。 学 术 固 需 交流 ,有 段 闭 门 精 思 的 时 间 也 是 有 益 的 。 

我 1943 年 秋 由 昆明 去 美国 普林斯顿 ,初次 会 到 外 尔 。 他 当然 知道 我 的 名 字 和 
我 的 一 些 工 作 。 我 对 他 是 十 分 崇拜 的 。 但 我 已 不 是 学 生 。 对 于 传统 的 微分 几何 
学 ,我 的 了 解 和 我 所 掌握 的 工具 ,自信 不 在 人 下 。 我 要 搞 整 体 的 微分 几何 , 便 需 要 
拓扑 、 李 群 \ 代 数 几 何 和 分 析 等 。 外 尔 很 看 重 我 的 工作 。 他 看 了 我 关于 高 斯 - 博 内 
公式 的 初稿 , 曾 向 我 道 喜 。 我 们 有 很 多 的 来 往 , 有 多 次 的 长 谈 , 开 拓 了 我 对 数学 的 
看 法 。 历 史上 是 否 会 再 有 像 外 尔 这 样 广博 精深 的 数学 家 ,将 是 个 有 趣 的 问题 。 
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29 关于 半 世 纪 前 埃 利 . 嘉 当 的 一 封 信 


陈省身 保留 了 嘉 当 1945 年 的 一 封 来 信 ，, 交 张 芮 宙 \ 研 究 。 原 
文 为 法 文 ,由 陈 志 杰 译 为 中 文 ,发 表 于 香港 《二 十 一 世纪 》1995 年 
2 月 号 第 27 期。 发 表 前 陈省身 写 了 《 读 信 后 记 ; HH (1869 ~ 
1951)》, 妈 本文 。 


重读 恩师 五 十 年 前 的 信 ,感慨 万 千 。1936 年 我 在 汉堡 完成 学 位 ,得 中 华 
文化 基金 会 的 补助 ,决定 去 巴黎 随 他 作 一 年 博士 后 的 工作 。 事 先 通过 信 ,得 他 
的 允许 。 所 以 9 月 中 第 一 次 见 他 ,他 就 给 我 一 个 与 网 络 几 何 有 关 的 问题 。 我 
不 会 做 ,就 不 好 意思 再 去 找 他 。 有 一 天 在 庞 加 莱 研 究 所 的 楼 梯 上 遇见 了 。 他 
问 我 为 甚么 好 和 久 不 见 ,我 说 你 的 题目 我 做 不 出 。 闲 谈 之 后 ,我们 从 此 有 很 多 接 
触 。 我 住 巴 黎 大 学 的 国际 学 生 宿舍 ,他 住 同一 竺 上。 他 让 我 到 他 家 ,我 约 每 两 
星期 去 一 次 。 

嘉 当 是 一 个 慈祥 的 人 ,待人 真诚 有 礼 。 我 的 法 文 不 好 ,每 次 见 他 ,我 总 把 结果 
和 问题 写 好 ,他 的 答复 我 听 得 懂 。 我 们 的 双 周 谈话 后 ,第 二 天 往往 接 他 的 信 , 告 
讨论 后 他 的 一 些 新 想法 。 可 以 想见 ,这 段 时 间 我 的 工作 是 很 紧张 的 。 

他 给 我 的 第 一 个 问题 后 来 我 也 解决 了 ,并 于 1938 年 发 表 在 云南 大 学 学 报 。 

RF 1936 4E. 9 H EE: 22,1937 4E 7 H 10 日 由 法 经 美 返 国 。 行 前 已 得 中 日 卢 沟 
桥 冲 突 的 消息 ,心情 自然 沉重 。 

1938 ~ 1943 年 我 在 昆明 西南 联 大 。 全 球 战 火 ,但 我 们 的 通信 不 完全 中 断 。 我 
有 时 跟 他 报告 我 的 工作 。 记 得 他 也 曾 推荐 我 的 几 篇 文章 到 法 国 杂 志 。 

1943 年 起 我 在 普林斯顿 。 战 后 法 国 供应 奇 缺 ,我 不 止 一 次 寄 给 他 食品 包 圳 。 
信 中 首 句 , 当 指 比 节 。 

如 当 声名 ,晚年 始 盛 。 微 分 几何 的 一 个 中 心 区域 是 歼 曙 几何。 处 理 歼 曼 几 何 
的 基本 解析 工具 是 张 量 分 析 , 亦 称 里 奇 演算 。 那 时 外 微分 还 未 通行 。 到 了 整体 微 
分 几何 的 发 展 ,大 家 才 觉 得 外 微分 有 用 ,其 实 外 微分 在 局 部 问题 也 是 很 有 效 的 。 训 
当 的 工作 至 今 还 未 得 普遍 了 解 。 

嘉 当 专心 学 问 , 一 身 过 了 平静 的 生活 。 信 中 所 提 的 儿子 路 易 , 因 参加 抗 德 被 德 
军 枪 杀 , 自 使 他 十 分 悲痛 。 他 出 身 农家 ,幼年 受到 督学 的 注意 , 才 得 受 公费 的 教育 。 
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29. 关于 半 世 纪 前 埃 利 . 嘉 当 的 一 封 信 
1984 年 里 昂 举 行 了 嘉 当 的 记念 会 ,我 参观 了 他 的 故居 伊 泽 尔 的 多 洛 米 约 ,并 在 墓前 
致敬 。 法 国 的 农村 ,一片 恬静 的 景象 。 
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亲爱 的 陈 先生 : 

几 天 前 收 到 了 你 的 邮包 ,这 使 我 非常 感动 。 我 和 我 的 全 家 都 要 谢谢 你 。 感 谢 
你 关心 我 们 的 食品 需求 ,很 遗憾 我 们 眼下 仍 不 得 不 为 此 操心 ,尤其 是 我 那 六 个 分 别 
住 在 巴黎 和 普 瓦 蒂 埃 的 孙 儿 们 ,他 们 将 津津 有 味 地 享用 由 祖父 最 好 的 学 生 从 美国 
送 来 的 美味 的 可 可 。 那 大 一 些 的 孩子 将 会 饶 有 兴趣 地 得 知 这 位 年 青 的 数学 家 出 生 
于 中 国 , 这 对 他 们 将 是 一 党 生动 的 世界 地 理 课 。 

我 非常 感谢 ,已 拖延 了 很 多 时 间 ,你 给 我 的 播 印 本 ,我 对 此 非常 感 兴趣 。 可 能 
你 也 会 高 兴 地 听 到 以 下 的 消息 ; 我 已 经 收 到 那 本 关于 外 微分 系 及 其 几何 应 用 的 书 
的 初 校 样 。 可 是 与 此 相反 ,我 的 关于 黎 曼 空间 几何 的 书 还 不 能 付 印 。 

我 们 刚刚 遇 到 极 大 的 不 幸 ( 我 直至 最 近 才 得 知 这 一 消息 ), 我 的 小 儿子 路 
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师 友 之 忆 n 
易 一 一 普 瓦 蒂 埃 大 学 的 数学 物理 教授 ,已 在 1943 年 2 月 28 日 被 押 往 德国 ,并 再 也 
不 能 回 到 我 们 身边 了 。 他 于 同年 10 月 被 判处 死刑 ,12 月 3 日 遭 到 处 决 。 同 时 遇害 
的 还 有 同一 抵抗 小 组 的 其 他 9 个 成 员 。 他 中 下 了 三 个 9 岁 .6 岁 和 4 岁 的 孩子 , 尽 
管 孩 子 的 妈妈 非常 坚强 ,但 她 毕竟 要 面 对 一 副 沉 重 的 担子 。 

我 刚 接 到 参加 苏联 科学 院 建 院 220 年 庆典 的 邀请 ,活动 将 于 7 月 下 半月 在 莫 

斯 科 和 列宁 格 勒 举行 ,我 打算 和 我 的 同事 阿达 马 、 波 菜 尔 一 起 去 ,在 那里 我 们 也 许 
会 遇 到 美国 和 中 国 的 数学 家 。 

请 代 我 向 普林斯顿 的 同事 问候 ,并 向 你 ,亲爱 的 陈 , 致 意 。 

| X (E. Cartan) 
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本 文 是 为 HH. 霍 普 夫 的 《整体 微分 几何 》 所 作 的 序言 。 原 书 为 
(Differential Geometry in the Large), Lecture Notes, 1000. Springer- 
Verlag, 1983 年 。 中 译本 由 科学 出 版 社 于 1983 年 出 版 ; 吴 大 任 
译 , 王 启明 校 。 标 题 为 本 书 编者 所 加 。 


这 本 讲演 记录 包括 两 部 分 : 

1) 几何 选 讲 , 纽 约 大 学 ,1946, 记 录 者 P. 拉 克 斯 。 

2) 关于 整体 微分 几何 的 讲演 ,斯坦 福 大 学 ,1956, 记 录 者 本 . W. 格雷 。 

这 里 重印 的 记录 未 加 实质 改动 。 

H. 霍 普 夫 是 一 位 能 通过 特 款 发 现 重要 数学 思想 和 新 的 数学 现象 的 数学 家 。 
在 最 简单 的 背景 中 ,问题 的 核心 思想 或 其 难点 , 通 稼 变 得 十 分 明 澈 。 以 这 种 方式 解 
决 几 何 问 题 是 一 种 乐趣 。 和 霍 普 夫 的 巨大 洞察 力 使 这 种 探索 方式 能 够 导致 严格 的 数 
学 成 果 , 因 而 这 些 讲演 中 的 大 多 数 课题 已 成 为 重要 的 进一步 发 展 的 起 点 。 试 举 其 
中 少数 事例 。 

从 这 些 演 讲 可 以 清楚 地 看 出 , 霍 普 夫 强调 了 多 面体 微分 几何 。 光 滑 微 分 几何 
中 大 多 数 结果 都 有 其 关于 多 面体 的 对 应 物 , 因 而 对 后 者 的 了 解 是 重要 的 并 能 给 人 
以 启发 。 在 新 近 的 工作 中 ,可 以 举 出 罗伯特 ' 康 纳 利 关 于 刚性 的 工作 , 那 是 和 这 些 
讲演 的 精神 很 接近 的 (参看 Connelly R. Conjectures and open questions in rigidity . 
Proceedings of International Congress of Mathematicians, Helsinki, 1978, 1: 407 ~ 414). 

以 分 解 为 基础 的 关于 多 面体 面积 和 体积 的 一 种 理论 ,起源 于 波 尔 约 和 高 斯 。 
高 斯 认识 到 体积 问题 的 微妙 性 , 希 尔 伯 特 则 在 他 的 著名 “数学 问题 "中 提出 要 “构造 
两 个 四 面体 ,它们 有 相等 的 底 和 相等 的 高 ,但 无 法 分 解 为 分 别 全 等 的 四 面体 ……” 
(问题 3)。 这 个 问题 很 快 为 M. 德 恩 所 解决 ,他 的 结果 在 这 本 书 第 一 部 分 的 第 四 章 
里 作 了 介绍 ,但 有 些 修 改 。 这 项 工作 已 通过 代数 方法 作 了 进一步 探讨 和 处 理 。 关 
于 新 近 的 发 展 , 可 参看 Sah G H. Hilbert’s third problem: Scissors congruence (Research 
Notes in Mathematics, 33, Pitman, San Francisco, 1979)。 

第 二 部 分 主要 内 容 是 三 维 欧 氏 空间 魏 恩 加 滕 曲 面 的 研究 ,特别 是 那些 中 曲率 
或 高 斯 曲率 为 常数 的 曲面 。 最 近 项 武义 取得 了 重要 进展 ,他 构造 了 许多 关于 欧 氏 

101 


Bg or RP 
“陈省身 文集 
空间 里 具 常 数 中 曲率 而 不 是 超 球面 的 超 曲面 的 实例 ;参看 项 武义 的 《 欧 几 里 得 空间 


中 常平 均 曲 率 超 平面 的 广义 旋转 》I(J. Differential Geometry, 1982, 17: 337 ~ 356) fll 
他 的 其 他 论文 。 但 是 ,三 维 欧 氏 空间 里 是 否 有 具 常 数 中 曲率 的 浸 人 环 面 这 个 最 简 


单 的 问题 (“ 肥 电 泡 ” 问 题 ) 却 仍 未 解决 。 
吞 普 大 的 数学 表述 是 精确 性 和 明 滞 性 的 典范 ， 从 这 些 记录 中 可 以 看 到 他 的 


风格 。 


102 


3 I . STE BEBE — RENAE 


KRREACKHRAKMB CLA) EM PS. RBA 
«Selected Papers of Kentaro Yano), North Holland, 1982 年 。 序 言 原 
作 是 英文 ; 洪 文明 译 , 度 言 林 校 。 


矢 野 和 我 年 龄 差 四 个 月 ,他 年 轻 些 。 我 们 之 间 必 定 有 着 某 种 缘分 。 我 们 对 同 
一 个 数学 领域 产生 了 兴趣 ,从 而 在 生活 道路 上 多 次 相遇 。1936 年 秋 ,我 们 第 一 次 相 
见于 巴黎 , 当时 我 们 都 在 做 一 个 微分 几何 学 家 想 要 做 的 自然 的 事 , 那 就 是 追随 数学 
大 师 埃 利 ' 嘉 当 。 星 期 四 下 午 是 嘉 当 会 见 学 生 的 时 间 ,我 们 时 党 在 “ 庞 加 莱 研 究 所 ” 
嘉 当 的 办 公 室 外 面 过 道里 相 见 。 

矢 野 刻苦 工作 的 精力 是 有 目 共 睹 的 。 那 时 研究 所 的 图 书馆 只 是 一 间 大 房间 ， 
泊 墙 靠 着 书架 ,中 间 摆 些 果 子 。 矢 对 在 图 书馆 的 时 间 几 乎 和 图 书 管理 员 一 样 多 。 
那 时 我 们 都 在 从 事 “ 射 影 联络 ”的 研究 ,他 正 撰写 毕业 论文 ,我 写 了 两 篇 小 文章 。 

矢 野 是 里 奇 、 列 维 - 齐 维 塔 和 斯 之 滕 传统 中 的 最 优秀 的 微分 几何 学 家 ,他 是 一 
位 出 色 的 张 量 分 析 专 家 。 这 里 ,一 个 基本 的 概念 就 是 向 量 从 。 其 解析 处 理 必须 有 
个 基底 场 (或 标 架 场 )。 张 量 分 析 基 于 选择 一 个 局 部 坐标 系 的 自然 基底 。 这 种 思想 
既 自 然 又 简单 。 经 过 许多 年 ,一 套 标准 化 的 符 叶 得 到 发 展 , 它 已 为 同行 们 了 解 ,也 
便于 检查 计算 中 的 错误 ;一 般 地 ,我 相信 基底 不 应 与 局 部 坐标 联系 在 一 起 ,以 便 达 
到 自由 、 普 遍 和 简洁 ,这 正 是 活动 标 架 法 所 充分 显示 了 的 。 不 地 ,这 导致 了 符号 的 
激增 ,结果 人 们 的 交流 还 须 依赖 于 张 量 分 析 , 张 量 分 析 的 这 种 重要 作用 值得 我 们 
珍惜 。 
我 相信 ,就 介绍 和 天野 的 数学 工作 而 言 ,人 文选 ) 将 比 我 所 能 说 的 更 多 。 论 文 所 涉 
及 的 深度 和 广度 ,证 明 是 经 过 长 期 努力 的 结果 。 也 许 他 以 下 的 书 给 出 了 他 数学 工 
作 领 域 的 一 个 相当 好 的 写照 : | 

(1)《 曲 率 与 贝蒂 数 光 与 博 赫 纳 合 著 ) 

(2)《 李 导数 的 理论 及 其 应 用 》 

(3)《 黎 曼 几 何 的 积分 公式 / 

(4) OX E UE) M. FREF) 
第 一 本 书 是 他 的 最 著名 的 著作 , 它 的 影响 超出 了 微分 几何 。 第 二 本 书 是 对 广义 空 
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师 友 之 忆 m: 
陈省身 文集 | 
间 内 的 变换 群 的 论述 ,从 局 部 和 整体 的 角度 研究 它们 会 具有 一 个 可 期 望 的 前 景 。 
矢 野 对 微分 几何 方面 的 文献 了 如 指 掌 。 正 像 他 在 日 本 的 许多 数学 著作 及 其 他 
出 版 物 中 所 显示 的 那样 ,他 的 各 门 数 学 知识 是 渊博 的 。 他 显然 是 一 位 值得 我 们 极 
为 称赞 的 数学 家 的 典范 。 
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3 2 . 给 我 的 朋友 : 佐佐木 重 夫 


本 文 是 为 《 估 估 木 重 夫 论文 选 》 所 作 的 序言 。 原 书 为 《Shigeo 
Sasaki: Selected Papers), Tokyo, 1985 年 。 序 言 原 为 英文 ; 洪 文 明 
i, SRR, 


非常 荣幸 应 邀 为 佐佐木 重 夫 教授 的 “论文 选 " 作 些 介绍 ,这 对 我 是 很 有 吸引 力 
的 。 因 为 ,尽管 我 们 相隔 一 年 出 生 在 千里 之 区 (我 于 1911 ^E 10 月 28 日 出 生 于 中 国 
浙江 嘉兴 ) ,但 我 们 在 经 受 的 数学 训练 方面 有 着 相同 的 背景 ,也 有 同样 的 研究 兴趣 。 
我 们 喜欢 几何 问题 的 论证 ,又 深 受 菲 力 克 斯 ' 克 莱 因 的 爱 尔 妥 根 纲领 的 影响 , 而且 
我 们 都 首先 从 事 局 部 微分 几何 的 研究 ,然后 迎 来 了 整体 微分 几何 的 曙光 。 

如 今 能 经 受 这 种 训练 的 人 很 少 了 。 由 于 近 几 十 年 来 数学 的 令 人 注目 的 发 展 ， 
局 部 微分 几何 被 挤 出 数学 课程 之 列 ,这 是 很 遗憾 的 。 因 为 局 部 微分 几何 有 许多 有 
趣 的 结果 ,通常 也 是 进行 整体 思考 的 基础 。 在 佐佐木 重 夫 教授 的 论文 里 也 看 到 这 
样 的 数学 观点 , 令 人 辟 舞 。 

在 结束 这 个 引言 之 前 ,我 必须 谈 及 我 同 ( 东 北 数学 杂志 》 及 东北 大 学 的 联系 。 
1935 年 ,我 最 早 的 两 篇 论文 发 表 在 《东北 数学 杂志 》 上 ,当时 收 到 林 稚 一 和 芯 原 松 三 
郎 教授 给 我 的 录用 通知 时 的 激动 情景 ,如 今 依 然 历历 在 目 。1974 年 ,作为 东北 大 学 
的 客座 教授 ,我 和 夫人 住 在 大 学 的 招待 所 , 即 前 任 校 长 的 旧宅 。 那 里 的 清静 的 环境 
使 我 想起 自己 在 中 国 的 童年 。 佐 佐 木 重 夫 教授 的 热情 好 客 ,使 我 们 的 旅行 非常 愉 
快 且 类 有 收益 。 此 情 此 景 , 作 诗 抒怀 : 

牛刀 小 试 呈 初 篇 中 
EF $a F | HE 
wu + — $i 1 EO 
荷花 时 节 传 新 知 
同文 同志 寻 真 理 
一 心 一 德 探 精 微 


(D 我 最 早 的 两 篇 数学 论文 于 1933 ~ 1934 年 发 表 在 《东北 数学 杂志 》。 
© 1974 年 我 应 日 本 文部 省 之 邀 , 作 轮回 讲演 ,以 东北 大 学 为 主 校 。 
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Mia E uocis eni i 
莫 道 晨 人 天 地 人 小 
喜 看 后 学 继 前 贤 
使 我 非常 高 兴 的 是 ,我 的 朋友 王 周 (Harry Wang) 博 士 将 这 首 诗 译 成 了 英文 : 

I presented my first writing, 

Like trying a butcher's knife. 

Upon growing older I came to realize, 

For the first time learning’s strife. 

Having read my old paper, 

After forty-one years. 

It's lotus season, 

Time to disseminate new knowledge. 

With a common language and a common will, 

We search for truth and principles. 

With oneness of mind and heart, 

We seek the ultimate and the infinitesimal. 

How can anyone say, 

The mathematicians’ world is small. 

Our joy is seeing our young elite, 


Follow the footsteps of those before them. 


1984 年 12 月 
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3 3 《大 学 数学 丛书) 序 


台湾 联 经 公司 曾经 出 版 (大 学 数学 丛书 》, 由 项 武义 、 莫 宗 
坚 、. 康 明 昌 主编 。 作 者 写 的 这 份 序言 ,发 表 于 《数学 传播 》 第 12% 
第 1 期 ,1988 年 。 


联 经 出 版 公司 大 学 数学 丛书 创刊 , 约 我 写 几 句 话 ,很 高 兴 有 机 会 谈 一 谈 我 对 中 
国 数学 的 展望 。 

中 国 数学 有 长 入 和 光 采 的 历史 ;从 《 九 章 算 术 》 到 刘 徽 .祖冲之 的 割 圆 勾 股 ,从 
“大 入 求 一 ”到 天 元 四 元 ,都 是 人 民智 慧 的 结晶 。 唐 代 算 学 设 于 学 官 ,长 期 训练 学 
生 。 唐 朝 是 中 国 历史 上 最 伟大 的 一 个 朝代 。 当 时 的 中 国 是 全 世界 最 强盛 的 国家 ， 
其 设施 令 人 景仰 。 

但 是 中 国 数学 没有 产生 像 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 这 样 伟大 的 著作 。 欧 几 里 得 
根据 一 组 公理 ,用 逻辑 推理 导出 平面 和 空间 的 基本 性 质 。 和 希腊 的 科学 和 近代 的 科 
学 是 人 类 文化 史 的 奇迹 。 中 国 以 往 的 政治 社会 和 文化 背景 ,不 能 产生 这 样 的 科学 ! 

十 六 七 世纪 后 世界 数学 突 飞 独 进 。 基 本 的 现象 是 数学 的 范围 扩大 了 ,而 这 种 
新 数学 符合 于 其 他 科学 的 发 展 ,获得 应 用 。 因 为 扩大 范围 ,就 需 抽象 化 。 例 如 ,从 
一 本 书 、 两 本 书 到 1、2、3, 从 123 到 xyz ,都 是 抽象 化 。 数 学 的 基础 是 纯粹 数学 。 纯 
粹 数学 引进 基本 的 概念 ,将 繁 化 简 , 导 和 人 进一步 的 发 展 。 中 国 数学 不 如 西洋 的 一 个 
主要 原因 是 过 分 注意 应 用 。 这 种 短 浅 的 眼光 ,现在 还 很 普遍 。 

中 国 的 新 式 大 学 大 多 有 数学 系 。 到 了 三 十 年 代 有 些 可 喜 的 发 展 : 南开 大 学 的 
姜 立 夫 先生 首先 注意 到 图 书 设备 的 重要 并 培养 学 生 ; 清华 大 学 以 其 雄厚 的 财力 ,在 
熊 庆 来 . 孙 光 远 . 杨 武之 先生 的 领导 下 ,培养 一 批 优 秀 的 青年 ,包括 华罗庚 . 许 宝 又 、 
陈省身 等 ;浙江 大 学 在 陈 建 功 、 苏 步 青 先生 的 领导 下 ,训练 学 生 从 事 研究 工作 ;其 他 
许多 学 校 也 都 有 莲 勃 的 空气 。 西 南 联合 大 学 集 北 大 、 清 华南 开 三 校 的 精英 ,抗战 
8 年 ,人 才 甚 盛 。 

第 二 次 世界 大 战 后 的 一 个 现象 是 大 批 中 国学 生 去 美国 受 教育 而 发 展 成 名 。 举 
国际 数学 会 议 为 例 : 该 会 每 四 年 举行 一 次 ,有 菲 尔 效 奖 ,奖励 突出 的 研究 工作 。 也 
”有 约 16 个 的 综合 演讲 ,结论 各 方面 的 最 近 进 展 , 邀 讲 者 必 为 各 方面 研究 的 领导 人 

物 。 中 国 数学 家 曾 得 菲 尔 效 奖 , 受 邀 作 综合 演讲 前 后 已 有 5 次 。 此 外 作 专 题 演 讲 
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者 甚 多 。 中 国 数学 已 经 成 熟 了 ! 

中 国 现在 有 大 批 的 年 青 的 数学 工作 者 ,在 博士 阶段 前 后 。 人 数 空前 ,优秀 者 其 
多 。 中 国 将 成 为 数学 大 国 ,是 挡 也 挡 不 住 的 。 

我 的 朋友 ,法国 大 数学 家 韦 伊 喜欢 说 ,20 年 后 数学 家 需要 学 中 文 。 此 说 已 有 端 
fi KACAAI: 中 国人 的 姓 不 能 确定 这 个 人 , 此 张 不 是 彼 张 ,此 王 不 是 披 王 。 
数学 家 已 开始 学 中 国人 名 了 。 

中 国 数学 正在 经 历史 上 未 有 的 变化 。 如 果 大 家 努力 ,20 年 后 或 者 每 一 数学 家 
的 书架 上 都 将 有 几 本 这 个 处 书 。 
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34 对 中 国 数学 的 展望 


本 文 为 1980 年 春 在 北京 大 学 、 南 开 大 学 和 屋 南 大 学 讲话 的 
增订 稿 。 原 载 《 自 然 杂 志 》 第 4 卷 第 1 期 ,1981 年 。 


数学 是 一 门 古老 的 学 问 。 在 现代 社会 中 ,因为 科学 技术 的 进展 和 社会 组 织 
日 趋 复杂 ,数学 便 成 为 整个 教育 的 一 个 重要 组 成 部 分 。 计 算 机 的 普遍 应 用 ,也 引起 
了 许多 新 的 数学 问题 。 从 几 千 年 的 数学 史 来 看 , 当前 是 数学 的 黄金 时 代 。 工 作者 
的 人 数 是 空前 的 : 可 以 说 ,健在 的 数学 家 的 人 数 超过 了 历史 上 出 现 过 的 数学 家 人 
数 的 总 和 。 国 家 社会 供养 着 许多 人 专门 从 事 数 学 工作 ,这 是 史无前例 的 。 这 个 现 
象 的 结果 引起 数学 的 巨大 进展 , 真 到 了 日 新 月 异 的 地 步 。 现 在 第 一 流 大 学 或 研究 
院 所 讲 的 数学 ,往往 是 二 三 十 年 前 所 不 存在 的 。 

不 同 于 音乐 或 美术 ,数学 的 弱点 是 一 般 人 无 法 了 解 。 在 这 方面 数学 家 所 做 的 
通俗 化 的 工作 是 值得 赞扬 的 ,但 一 般 人 总 与 这 门 学 问 隔 着 一 段 距 离 , 这 是 不 利于 发 
展 的 。 数 学 是 一 个 有 机 体 ,要 靠 长 久 不 断 的 进展 才能 生存 ,进步 一 停止 便 会 死亡 。 

为 什么 要 搞 数学 呢 ? 答案 很 简单 : 其 他 的 科学 要 用 数学 。 我 先 讲 一 个 故事 : 
甲乙 两 人 是 中 学 同班 ,毕业 后 各 奔 前 程 。 有 一 天 相 见 了 , 甲 便 问 乙 : 你 这 几 年 做 什 
AB? 乙 说 : 我 研究 统计 ,尤其 是 人 口 问题 。 甲 便 翻 看 乙 的 论文 , 见 到 许多 公式 ， 
尤其 屡 见 x 这 个 符号 。 甲 说 : 这 个 符号 我 在 学 校 时 念 过 的 ,是 圆周 长 与 直径 的 比 
率 ,想不到 它 会 和 人 口 问题 发 生 了 关系 。 | 

在 中 国 ,通常 把 实现 现代 化 璧 成 第 二 次 长 征 。 数 学 在 这 个 长 征 中 是 小 小 的 一 
环 。 法 国 大 数学 家 庞 加 莱 说 : 在 科学 的 斗争 中 ,敌人 是 永远 在 退却 的 。 因 此 这 次 
长 征 比 第 一 次 幸运 多 了 。 但 困难 是 近代 科学 浩如烟海 ,又 是 不 断 在 进展 ;胜利 将 是 
遥远 的 ,同样 需要 艰苦 的 工作 。 | 

在 向 现代 化 进军 中 ,数学 是 占 一 些 便宜 的 : 第 一 ,设备 需要 极 少 ;第 二 ,研究 方 
向 不 很 集中 。 因 此 小 国家 和 小 的 学 校 都 可 以 有 活跃 的 数学 环境 和 受 人 尊敬 的 数学 
家 。 波 兰 ,芬兰 都 是 有 名 的 例子 。 

通常 把 数学 分 为 纯粹 的 和 应 用 的 ,其 实 这 条 分 界线 是 很 不 确定 的 。 好 的 纯粹 
数学 往往 有 意 想不到 的 应 用 。 爱 因 斯 坦 广 义 相对 论 所 需 的 微分 几何 , 黎 曼 在 六 十 
多 年 前 已 经 发 展 了 。 量 子 力学 所 要 的 算 子 论 , 希 尔 伯 特 早已 奠定 了 它 的 数学 基础 。 
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综 论 数 坛 
”陈省身 文集 

近年 来 理论 物理 的 研究 中 ,统一 场 论 是 一 个 热门 。 去 年 陕 拉 姆 和 温 伯 格 因为 统一 
了 电磁 场 与 弱 作 用 场 而 获得 诺 贝 尔 奖 。 它 的 数学 基础 是 杨 振 了 于 和 米尔 斯 的 规范 场 
论 。 后 者 在 微分 几何 中 叫做 联络 , 它 的 几何 与 拓扑 性 质 , 是 近 三 十 多 年 来 微分 几何 
研究 的 主要 对 象 之 一 。 

微分 几何 是 微 积分 在 几何 上 的 应 用 。 我 不 能 不 提 它 的 曲线 论 在 分 子 生 物 学 上 
的 作用 。 我 们 知道 , DNA 的 构造 是 双 螺 线 。 它 的 全 挠 率 的 研究 引 到 J. 怀特 的 公 
式 , 这 是 当今 实验 分 子 生物 学 的 一 个 基本 公式 。 

这 些 贡献 在 纯粹 数学 上 有 开创 性 ,在 应 用 上 成 为 基本 的 工具 ,是 第 一 流 的 应 用 
数学 。 | 

中 国 的 近代 数学 ,发 展 较 日 本 为 晚 。 但 中 国 数学 家 的 工作 ,有 广泛 的 范围 ,有 
态 出 的 成 就 。 缺 点 是 人 数 太 少 。 比 较 起 来 ,美国 数学 会 的 会 员 人 数 多 达 近 万 人 ! 

要 使 中 国 数学 突进 ,个 人 意见 , 宜 注意 以 下 两 点 : 

第 一 ,要 培养 一 文 年 轻 的 队伍 。 成 员 要 有 抱负 ,有 信心 , 肯 牺 牲 ,不 求 个 人 名 营 
和 利益 。 要 超过 前 人 ,青出于蓝 ,后 胜 于 前 。 中 国 数学 如 在 世界 取得 领导 地 位 , 则 
工作 者 的 名 字 必 然 是 现在 大 家 所 未 闻 的 。 

第 二 ,要 国家 的 支持 。 数 学 固然 不 需要 大 量 的 设备 ,但 亦 需 要 适当 的 物质 条 
件 ,包括 图 书 的 充实 ,人 研究 空间 的 完善 以 及 国内 和 国际 交流 的 扩大 。 一 人 所 知 所 能 
有 限 ,必须 和 衷 共 济 ,一 同 达成 使 命 。 

我 们 的 希望 是 在 21 世纪 看 见 中 国 成 为 数学 大 国 。 
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35. 五 十 年 的 世界 数学 


1985 年 ,中 国 数学 会 在 上 海 复旦 大 学 举行 “中 国 数学 会 50 
周年 年 会 ”。 这 是 作者 在 开幕 式 上 的 讲话 。 原 载 《 科 学 》 第 38 卷 
第 1 期 ,上 海 ,1986 +. 


中 国 数学 会 50 周年 纪念 ,今天 躺 逢 盛会 ,十 分 幸运 。 受 邀 作 报告 ,更 是 无 上 的 
光荣 。 刚 才 苏 先生 讲 了 50 年 来 中 国 数学 的 长 足 进步 令 人 兴奋 。 中 国 数学 的 最 终 
目的 是 要 达到 国际 水 平 。 所 以 我 想 借 此 机 会 回顾 一 下 50 年 来 世界 数学 的 进展 。 

先 讲 一 点 个 人 的 经 验 。1935 年 我 在 德国 汉堡 读书 。 那 是 当时 德国 数学 的 一 个 
中 心 。 记 得 教代 数 拓扑 的 是 代数 学 家 阿 廷 。 当 时 一 本 最 好 的 书 是 新 出 的 由 赛 费 特 
和 思 雷 尔 福 尔 两 人 编著 的 (此 书 曾 由 江 泽 涵 先生 译 成 中 文 )。 现 在 这 是 最 易 人 门 的 
研究 院 课程 ,其 中 前 半 本 的 内 容 是 研究 生 的 常识 ,处 理 得 比 从 前 优越 得 多 。 我 们 现 
在 的 拓扑 知识 , 改 怕 十 倍 于 这 书 的 内 容 。 现 在 研究 院 高 次 课程 的 内 容 ,30 年 前 大 多 

要 讲 50 年 的 数学 ,真是 “一 部 二 十 四 史 从 何 说 起 ”? 所 以 我 只 想 看 一 下 几 个 著 
名 的 国际 数学 奖 和 得 奖 者 的 工作 范围 。 我 要 说 清楚 ,这 并 不 包括 所 有 的 重要 工作 。 
这 50 年 中 数学 的 范围 扩大 了 ,数学 工作 者 人 数 大 量 的 增加 ,数学 内 容 变 化 之 快 是 
史无前例 的 。 | | 

SUE SU AA Est CE AE ARASH AER BRE dEZRGAGEDDEUA 
多 伦 多 大 学 的 教授 ,遗嘱 捐款 设 此 奖金 ,目的 是 奖励 年 轻 的 工作 者 。 所 以 得 奖 者 的 
年 龄 都 限于 40 岁 以 下 。 此 奖 在 开会 时 发 给 , 约 每 4 年 一 次 。 从 1936 年 起 一 共 给 过 
27 人 。 华 裔 的 丘成桐 教授 于 1982 ~ 1983 年 获 此 奖章 。 

从 1979 年 起 以 色 列 的 沃 尔 夫 基金 设 一 奖金 。 每 年 一 次 ,金额 巨大 。 有 六 个 项 
A ,包括 数学 。 因 为 没有 年 龄 限制 ,所 以 给 奖 标准 是 一 个 数学 家 的 全 部 工作 。 一 共 
给 过 14 人 。 得 奖 者 年 龄 都 在 60 岁 以 上 。1983 ~ 1984 年 我 是 得 奖 者 之 一 。 | 

先后 获 两 次 奖 的 有 两 人 ,一 是 阿尔 福 斯 ,原籍 芬兰 , 现 美 籍 。 一 是 日 本 的 小 平 
邦彦 。 

他 们 工作 的 范围 是 什么 呢 ? 这 些 人 都 是 很 广 的 ,很 难说 是 哪 一 方面 的 专家 。 
我 统计 了 一 下 ,大 多 数 与 拓扑 、 分 析 或 数论 有 关联 。 总 括 来 说 ,他 们 继承 了 从 高 斯 
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以 来 的 伟大 传统 ,不 分 纯粹 的 与 应 用 的 数学 , 熔 各 门 于 一 炉 。 我 们 可 以 叫 它 做 “ 核 
心 数学 (core mathematics)”。 数 学 是 有 连续 性 的 , 几 和 于 年 来 ,从 欧 几 里 得 到 高 斯 ,再 
到 以 上 41 位 得 奖 者 及 他 们 的 朋友 们 ,精神 是 一 致 的 。 

但 是 范围 却 大 大 地 扩充 了 。18、19 世纪 数学 的 基本 问题 是 了 解 无 穷 : 无 穷 小 
及 无 穷 大 。 所 以 分 析 是 数学 的 核心 ,变数 只 有 一 个 。 数 学 上 的 一 个 奇迹 是 复数 的 
存在 ;一 个 复数 相当 于 两 个 实数 。 因 之 复 函 数论 的 研究 牵涉 到 二 维 空间 ,以 及 高 维 
空间 。 拓 扑 的 发 展 便 势 不 可 止 。 上 面 所 说 阿尔 福 斯 教授 的 工作 在 单 复 变 函数 论 ， 
而 小 平 邦彦 教授 的 工作 则 在 超越 代数 几何 。 两 者 都 以 复数 为 基础 ,显然 是 近代 数 
学 的 一 个 重要 因素 。 

19 世纪 的 数学 是 一 维 的 ,而 20 世纪 的 数学 是 高 维 的 ,并 且 空 间 不 止 一 个 。 因 
之 拓扑 便 成 基础 。 它 所 发 展 的 整体 性 观念 可 以 用 于 其 他 数学 。 

数论 是 最 深刻 的 应 用 数学 。 整 数论 固然 美丽 ,代数 数论 才 是 党 奥 。 它 与 代数 
几何 不 可 分 割 。 一 切 都 是 上 乘 的 核心 数学 。 

我 也 应 提 到 应 用 数学 方面 的 奖 。 最 近 的 一 个 是 日 本 的 京都 奖 , 奖 额 甚 巨 。 获 
奖 的 两 个 数学 家 是 信息 论 的 竟 基 人 香农 和 系统 科学 的 奠基 人 卡尔 曼 。 因 为 科技 的 
进步 和 计算 机 的 发 展 ,应 用 数学 产生 了 许多 新 领域 。 从 男 一 方面 讲 , 数 学 的 传统 应 
用 在 物理 ,两 者 的 关系 仍旧 是 异常 密切 。 规 范 场 论 与 纤维 从 的 联络 , 弦 论 与 卡 欧 - 
穆 迪 代数 都 是 显著 的 例子 。 至 于 进化 方程 的 孤立 子 解 先 从 计算 机 测 得 则 更 是 惊人 
的 事实 。 

核心 数学 和 应 用 数学 都 在 不 断 地 推进 和 深入 ,也 不 断 地 打成一片 。 近 代数 学 
是 充满 着 活力 的 。 

诸位 同志 : 我 们 今天 庆祝 前 50 年 的 成 就 ,我 们 更 应 为 今后 50 年 作 计 划 。 年 来 
看 到 许多 年 轻 有 为 的 数学 工作 者 ,深信 今天 是 中 国 数学 黄金 时 代 的 开始 ,我 也 深信 
今后 50 年 内 (或 更 短期 内 ) 必 然 有 数学 家 基于 在 中 国 本 土 的 工作 获得 国际 上 的 最 
高 荣誉 。 中 国 数学 同 世 界 数学 是 分 不 开 的 。 

最 后 我 愿 引 苏 先生 的 几 人 句 话 结束 我 这 个 讲话 :“ 我 们 要 坚持 严谨 治学 与 团结 奋 
斗 这 两 条 …… 我 们 一 定 要 发 扬 民 主 , 集 思 广 益 ,互相 尊重 ,合作 共事 ,把 学 会 事业 办 
得 更 好 。” 
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1988 年 8 月 ,中 国 自然 科学 基金 会 等 单位 ,在 南开 大 学 举行 
"21 世纪 中 国 数学 展望 ”的 学 术 讨 论 会 。 这 是 在 会 议 开 幕 式 上 的 
讲话 ,由 张 洪 光 整理 成 文 , 收 入 《陈省身 文选 》, 科 学 出 版 社 ,1989 
年 。 标 题 为 本 书 编 者 所 加 。 


诸位 同志 : 

我 们 今天 在 这 里 讨论 21 世纪 的 中 国 数学 。 目 的 是 预测 一 下 21 世纪 中 国 数学 
界 是 何 情 状 ,策划 如 何 应 付 新 时 代 的 来 临 。 我 是 不 应 该 讲话 的 ,因为 我 不 会 参加 21 
世纪 的 工作 。( 众 笑 ) 但 是 我 充满 信心 地 看 到 中 国 数学 的 前 途 是 非常 光明 的 。 我 
所 伤心 的 就 是 ,这 个 光明 时 代 的 到 来 ,自己 顶 多 能 看 见 一 点 曙光 。 

今年 是 美国 数学 会 的 一 百 周 年 纪念 ,他 们 也 开 了 一 个 庆祝 会 ,讨论 21 世纪 的 
数学 。 这 个 会 是 8 月 5 日 至 12 日 在 美国 的 普罗 维 登 斯 城 举行 的 ,我 去 了 。 主 要 的 
节目 ,是 邀请 了 23 位 年 青 的 数学 家 作 综 合 报 告 。 报 告 的 目的 是 结论 过 去 ,计划 将 
来 。 报 告 人 条 件 之 一 是 要 在 21 世纪 仍旧 可 以 活动 的 ,所 以 都 是 年 纪 比 较 轻 的 人 。 

会 中 ,我 去 介绍 了 一 位 演讲 的 人 。 这 位 演讲 的 数学 家 的 名 字 叫 卡 仁 乌 伦 贝 
克 , 她 是 得 克 萨 斯 大 学 教授 , 忍 怕 是 当代 最 有 名 的 女 数学 家 了 。 她 的 讲 题 是 
Instantons and Their Relatives。 前 者 我 们 翻译 成 “瞬息 子 ”, 它 是 杨 - 米 尔 斯 方程 的 某 
种 解 。 她 讲 “ 瞬 息 子 ” 及 其 有 关 的 现象 。 杨 振 宁 先生 这 个 贡献 是 历史 性 的 。 杨 - 米 
尔 斯 方程 的 来 源 是 物理 ,但 是 ,最 近 它 在 数学 上 有 重要 的 作用 。 有 一 个 结果 是 说 ， 
四 维 空 间 有 一 个 微分 结构 , 它 同 原来 的 微分 结构 不 一 样 。 这 讲 起 来 相当 神 妙 , 它 牵 
涉 到 拓扑 微分 方程 和 微分 几何。 英国 的 年 青 数学 家 西蒙 . 唐 纳 森 在 这 方面 作 了 重 
要 的 贡献 ,他 现在 是 牛津 大 学 教授 。 年 纪 很 轻 , 约 30 岁 左 右 。 我 们 南开 的 王 蜀 光 
同学 现在 就 是 跟 唐 纳 森 学 习 。 他 在 牛津 已 经 有 两 年 了 ,很 高 兴 今天 看 见 他 在 场 。 

讲 到 数学 的 将 来 ,大 家 就 会 想 一 想 以 后 数学 的 发 展 是 在 哪些 方面 ? 我 们 搞 数 
学 的 人 ,特别 是 搞 儿 何 .拓扑 的 人 都 知道 : 近 几 年 来 ,最 时 比 的 一 个 题目 是 低 维 ( 即 
三 维 及 四 维 ) 拓 扑 , 例 如 唐 纳 森 的 工作 ,代表 了 数学 上 最 重要 的 一 项 进展 。 不 过 , 癌 
远 看 一 点 ,可 能 搞 低 维 拓扑 的 时 代 也 有 个 限度 。 那 么 搞 完 之 后 ,以 后 的 发 展 可 能 在 
哪些 方面 呢 ? 同 许多 人 谈 ,我 们 也 许 到 了 变化 的 时 候 了 。 我 个 人 感觉 ,许多 迹象 ， 
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指示 无 穷 维 空间 的 丰富 现象 。 可 能 10 年 以 后 大 家 会 搞 无 穷 维 的 几何 了 。 高 维 的 
尤其 是 无 穷 维 的 空间 在 物理 上 是 非常 基本 的 。 我 想 ,有 一 个 现象 一 定 是 会 继续 维 
持 的 ,这 就 是 数学 与 物理 的 关系 。 近 若干 年 来 ,这 个 关系 越 来 越 加 深 。 可 以 预料 ， 
这 个 关系 会 继续 维持 。 今 天 讲 到 21 世纪 的 数学 ,我 们 当然 是 要 想到 将 来 。 不 一 定 
MER ERRE 21 世纪 仍旧 时 片 ,因为 到 那个 时 候 ,相当 于 一 个 油井 油 开 完了 ， 
主要 的 问题 .可 以 解决 的 问题 解决 了 ,所 以 就 需要 改变 方向 了 。 我 们 要 赶 在 前 头 ， 
不 再 追随 。 

从 这 次 会 议 可 以 看 出 ,数学 仍旧 是 整体 的 ,纯粹 数学 跟 应 用 数学 的 分 界 很 少 ， 
它们 不 能 分 开 。 因 为 应 用 数学 到 相当 的 阶段 往往 非常 地 复杂 ,需要 引进 基本 的 观 
念 把 它 综合 起 来 ,把 它 简 单 化 。 纯 粹 数学 引进 基本 的 观念 会 使 得 你 可 以 有 下 一 步 
的 进展 。 但 是 纯粹 数学 不 能 空虚 , 它 需 要 实践 ,需要 应 用 数学 来 指示 正确 的 方向 。 
我 刚才 讲 过 ,数学 同 物理 的 关系 尤其 是 深刻 的 。 近 几 年 来 ,数学 跟 生物 的 关系 也 非 
常 之 要 紧 。 我 们 都 知道 DNA 的 结构 是 个 双 螺 旋 。 这 个 双 螺 旋 的 几何 性 质 , 是 生物 
科学 中 的 一 个 基本 的 现象 。 因 此 ,生物 学 家 也 需要 学 相当 多 的 数学 。 

近 几 年 来 ,大 批 的 中 国 青 年 出 国学 习 , 有 许多 位 今天 在 场 。 就 整体 说 ,成 绩 是 
特别 地 优秀 的 。 我 随便 举 几 个 具体 的 例子 ,不 能 代表 整个 。 例 如 ,浙江 大 学 的 林 芳 
华 同 学 受聘 为 芝加哥 大 学 的 正教 授 ,普林斯顿 大 学 今年 请 年 轻 的 数学 教师 ,一 共 聘 
了 6 位 ,有 2 位 是 中 国学 生 : 一 个 是 田 刚 ,一 个 是 李 岩 岩 。 田 刚 是 北京 大 学 的 , 李 岩 
岩 是 系统 所 的 。 这 次 我 在 美国 数学 会 开会 的 时 候 , 遇 到 麻 省 理工 大 学 的 维 克 多 : 卡 
茨 教授 。 卡 茨 先生 以 卡 蒋 - 穆 迪 代 数 出 名 。 他 见 了 我 第 一 句 话 就 说 ,我 最 好 的 学 生 
是 中 国人 。 他 的 口气 表示 不 但 这 个 中 国学 生 是 最 好 的 ,而 且 比 他 的 其 他 学 生 高 一 
大 截 。 前 些 时 候 我 在 瑞士 开会 ,看 到 瑞典 的 数学 家 卡尔 森 。 卡 尔 森 先生 是 国际 数 
学 联盟 的 前 主席 ,他 在 加 州 大 学 洛杉矶 分 校 开 了 一 个 课 ,他 说 开 了 一 个 课 的 结果 发 
现 最 后 的 考试 前 四 名 的 学 生 都 是 中 国学 生 。 其 他 的 例子 还 很 多 。 所 以 ,至 少 在 美 
国 , 中 国学 生 的 成 绩 是 非常 优秀 的 。 

由 此 看 来 ,我 们 可 以 结论 ,20 年 后 必然 有 大 批 的 中 国 数学 家 成 为 数学 各 方面 的 
国际 上 的 领袖 。 我 当然 也 应 该 讲 到 中 国 国内 的 数学 家 也 有 很 多 优秀 的 工作 。 现 在 
的 问题 是 ,如 何 使 得 中 国 在 国外 的 数学 家 能 够 回国 来 对 于 中 国 的 数学 发 展 起 作用 。 
从 基本 上 讲 , 我 想 中 国 数学 的 目的 是 要 求 中 国 数学 的 平等 和 独立 。 中 国 的 数学 要 
能 够 跟 西 洋 的 数学 平等 。 我 们 不 一 定 说 一 定 要 优秀 ,或 者 跟 赛 跑 似 的 , 非 要 是 第 
一 .第 二 不 可 。 但是, 一切 东西 都 要 实质 上 能 够 平等 。 我 们 也 要 求 独立 。 就 是 说 ， 
中 国 数学 不 一 定 跟 西 洋 数学 做 同一 方向 ,但 是 要 有 同样 的 水 平 。 因 此 非常 要 紧 的 
是 在 中 国 建立 基地 。 今 天 ,我 们 来 讨论 这 个 问题 ,时 间 是 适当 的 。 基 本 的 因素 是 要 
在 中 国 的 基地 有 同样 的 工作 条 件 , 即 在 中 国 能 够 有 工作 的 场所 ,有 研究 所 ,有 大 学 ， 
使 得 它 的 工作 条 件 跟 西洋 完全 是 一 样 的 。 我 想 ,在 这 方面 的 条 件 讲 起 来 大 概 是 两 
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个 部 分 : 一 个 是 设备 ,一 个 是 政策 。 要 使 得 中 国 的 数学 基地 有 良好 的 设备 ,使 得 在 
中 国 工作 跟 在 国外 工作 完全 一 样 。 这 个 设备 除了 图 书 以 外 ,还 包括 人 才 的 交流 ,有 
机 会 互相 讨论 ,也 包括 待遇 方面 。 中 国 数学 家 的 待遇 要 有 一 定 的 标准 ,要 跟 西洋 数 
学 家 的 待遇 相差 不 太 大 ,使 得 爱国 心 可 以 克服 国内 外 待遇 的 差异 ,吸引 他 们 愿意 回 
国 来 参加 重要 的 工作 。 政 策 要 灵活 。 人 允许 不 同 的 安排 ,使 得 交流 不 要 限制 在 某 些 
条 件 之 下 ,以便 我 们 能 够 充分 利用 中 国 的 人 才 资 源 。 具 体 地 讲 , 我 最 近 有 几 个 建 
议 ,也 已 经 有 些 成 效 。 比 如 说 ,我 们 要 克服 刚才 李 克 正 同学 讲 的 “中 国人 的 自卑 
感 "。 有 人 党 得 中 国 的 博士 不 如 外 国 的 博士 。 这 其 实 是 不 对 的 。 所 以 ,我 们 现在 开 
始 一 种 “联合 培养 "的 政策 , 慢 慢 地 有 中 国 的 博士 生 到 国外 去 工作 ,他 回 到 中 国 来 ， 
在 中 国 得 博士 。 我 想 这 是 一 个 具体 的 手续 ,使 得 中 外 慢 慢 就 可 以 平等 。 香 港 有 些 
实业 家 ,如 王 宽 诚 先生 霍英东 先生 、 邵 逸夫 先生 ,他们 对 于 祖国 的 教育 有 很 大 的 支 
持 。 刚 巧 ,我 也 是 霍英东 基金 委员 会 的 一 个 委员 。 以 往 大 家 要 文 持 中 国 的 教育 的 
话 ,就 派 留学 生 。 我 说 ,这 几 年 改变 了 ,我们 中 国 在 国外 的 留学 生 已 经 有 五 万 人 , 现 
在 应 该 请 他 们 回来 ,不 一 定 要 再 派 人 出 去 。 对 这 五 万 人 ,要 吸引 他 们 回来 ,尤其 是 
要 吸引 最 优秀 的 人 回来 。 所 以 ,霍英东 基金 委员 会 下 月 2 号 要 宣布 “霍英东 奖金 ”， 
奖励 青年 科学 家 ,包括 从 国外 回来 和 国内 培养 的 ,这 样 至 少 加 一 点 吸引 力 。 我 希望 
这 方面 将 来 还 可 以 扩大 地 做 。 希 望 政府 同 民 间 团 体 ( 如 霍英东 或 其 他 基金 委员 会 
都 可 以 用 灵活 的 方法 使 得 有 些 人 在 某 些 条 件 之 下 能 够 回来 参加 “四 化 "建设 的 工 
作 。 大 家 能 够 起 劲 地 去 做 ,那么 到 了 21 世纪 ,中 国 的 科学 的 确 是 能 够 平等 和 独 
WAN 

我 个 人 觉得 ,数学 还 是 一 个 个 人 的 学 问 。 交 流 固 然 要 紧 , 真 正 的 创见 还 是 出 自 
一 人 。 由 于 这 个 原因 ,数学 在 中 国 在 一 个 开发 中 的 国家 是 特别 容易 发 展 的 。 我 希 
望 同 志 们 有 充分 的 信心 ,国家 和 社会 全 力 地 支持 ,使 得 人 类 历史 上 中 国 数学 在 21 
世纪 的 发 展 能 够 有 新 的 一 章 。 

谢谢 大 家 。( 众 鼓掌 ) 
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这 是 作者 在 第 二 届 “ 陈 省 身 奖 ”颁奖 仪式 上 的 讲话 ,标题 为 
本 书 编者 所 加 。 原 载 《中 国 数学 会 通讯 )1989 年 11 月。 


首先 我 要 谢谢 吴 文俊 先生 的 精彩 的 报告 。 在 短 短 的 一 个 小 时 时 间 , 大 家 学 到 
了 很 多 关于 拓扑 学 , 它 的 历史 , 它 的 基本 观念 ,我 们 也 学 到 姜 伯 驹 教授 、 李 邦 河 教授 
对 于 拓扑 上 的 重要 贡献 。 稍 微 有 一 点 点 补充 , 吴 文俊 先生 讲 起 梅花 结 ,就 是 空间 这 
个 结 没 法 子 打开 ,他 画 了 一 个 图 。 这 个 梅花 结 好 像 是 很 简单 的 一 个 几何 的 问题 , 现 
在 在 物理 上 有 很 重要 的 发 展 。 这 个 结论 在 统计 力学 ,尤其 是 在 杨振宁 的 方程 里 是 
一 个 重要 因素 。 因 此 我 也 许可 以 提 到 杨 先 生 在 南开 数学 所 办 理论 物理 组 ,最 近 他 
和 葛 墨 林 先 生 编 了 一 本 书 ,关于 统计 力学 的 。 那 本 书 里 最 后 的 一 篇 文章 是 威 腾 的 
文章 ,我 想 威 腾 是 现代 最 了 不 起 的 理论 物理 学 家 和 数学 家 , 威 腾 的 文章 是 要 建立 一 
个 统一 场 论 ,把 所 有 的 场 都 包括 在 里 头 ,而 它 的 基础 是 拓扑 和 微分 几何 。 他 是 一 个 
物理 学 家 ,他 写 的 这 篇 文章 ,对 于 数学 家 讲 非常 难 懂 , 他 随便 说 几 句 话 但 没有 数学 
上 严格 的 证 明 。 现 在 世界 上 最 有 名 的 几何 学 家 拓扑 学 家 ,都 在 拼命 念 威 腾 的 文 
章 , 拿 他 的 一 句 话 两 句 话 想法 子 证 明 它 ,往往 都 是 对 的 ,但 证 明 有 时 很 困难 ,至 少 现 
在 没 法 子 完全 证 明 ,我 自己 个 人 现在 就 花 大 部 分 时 间 ,想法 子 死 哨 威 腾 的 文章 。 这 
个 情形 就 像 当年 庞 加 莱 一 样 , 吴 先 生 讲 ,当年 搞 拓扑 学 一 个 主要 的 态度 就 是 苦 念 斋 
加 莱 的 论文 , 庞 加 莱 说 的 简 简单 单 的 话 ,你 需要 很 多 时 间 去 了 解 它 ,更 多 的 时 间 证 
明 它 。 威 腾 的 这 篇 文章 是 在 杨振宁 和 葛 墨 林 所 编 的 统计 力学 书 里 的 最 后 -篇 。 

我 还 有 一 点 补充 , 讲 到 不 动 点 理论 ,也 是 一 点 数学 史 。 不 动 点 理论 的 一 个 结 
果 , 就 是 所 谓 代数 的 基本 定理 ,任何 代数 方程 式 一 定 有 复数 解 。 大 家 不 一 定 知道 ， 
这 是 一 个 很 难 的 问题 ,当年 高 斯 给 了 很 多 的 证 明 。 但 在 高 斯 以 前 一 个 很 伟大 的 数 
学 家 叫 欧 拉 就 证 明 不 了 , 欧 拉 想法 子 只 证 明 特殊 的 情形 ,一 般 的 情况 一 直到 高 斯 用 
到 拓扑 的 观念 才 把 它 完全 证 明 。 

今天 给 这 个 奖 , 我 先 说 一 说 它 的 过 程 。 有 一 天 我 在 加 州 的 家 里 ,杨振宁 先生 给 
我 打 电 话 ,他 说 香港 有 位 刘 永 龄 先生 要 跟 我 讲话 。 我 就 跟 永 龄 谈 , 他 就 提议 设 这 个 
奖 , 对 于 我 讲 这 是 一 个 无 上 的 荣誉 。 也 是 刘 先 生 对 祖国 的 数学 愿意 出 力 , 作 这 样 贡 
献 ,也 是 值得 我 非常 大 的 敬佩 。 我 说 当然 可 以 。 事 情 觉得 是 突如其来 ,向 来 没有 奖 
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用 过 我 的 名 字 。 这 次 是 第 二 次 颁奖 。 这 两 次 来 ,我 们 从 刚才 吴 先 生 的 报告 中 可 以 
知道 ,人 选 的 选择 非常 适当 。 得 奖 的 人 ,这 次 他 们 两 位 ( 李 邦 河和 姜 伯 驹 ) 和 上 次 两 
位 (不 幸 钟 家 庆 教 授 去 世 了 ) ,都 达到 了 国际 水 平 ,在 国际 上 得 同样 性 质 的 奖 也 毫 无 
愧 色 。 所 以 中 国 的 数学 已 经 不 必 再 有 自卑 感 了 ,已 经 达到 国际 水 平 ,不 过 可 以 做 得 
更 好 一 点 。 

在 此 我 想 提 到 一 个 事情 ,今年 一 个 重要 的 消息 是 ,在 国际 数学 竞赛 上 中 国 得 了 
第 一 名 ,在 两 年 前 中 国 参加 是 第 四 ,去 年 是 达到 了 第 二 名 ,今年 是 第 一 名 。 这 是 很 
不 容易 的 事情 。 参 加 的 有 四 五 十 个 国家 。 这 次 我 知道 发 表 消 息 之 中 举 了 考试 的 一 
道 题目 ,至 少 这 道 题目 我 不 会 做 。 题 目 是 很 难 的 。 而 中 国 的 年 轻 小 孩子 ,能 够 得 到 
这 样 的 成 就 , 面 对 强 的 国家 , 像 苏联 ,罗马 尼 亚 、 东 西 德 .美国 这 样 很 强 的 国家 ,得 到 
第 一 名 ,这 是 很 光荣 的 一 件 事情 。 我 想 我 们 应 该 继续 培养 这 些 年 轻 人 ,使 得 他 们 其 
中 有 一 部 分 能 够 成 为 数学 家 。 也 许 十 年 后 ,在 数学 上 中 国 因 为 在 中 国 本 土 的 工作 
可 以 得 菲 尔 兹 奖 。 我 们 知道 丘成桐 教授 得 菲 尔 兹 奖 ,不 过 他 的 工作 是 在 美国 做 的 。 
这 是 一 件 兴 奋 的 事情 。 

再 举 一 件 事情 。 今 年 夏天 美国 数学 会 在 加 利 福 尼 亚 开 一 个 多 复 变 函 数 讨论 
会 ,一 共 三 个 星期 。 如 果 你 参加 多 复 变 函数 讨论 会 ,你 可 以 了 解 到 ,中 国 的 华裔 数 
学 家 是 领袖 , 肖 荫 堂 .丘成桐 ,年 纪 轻 一 点 的 莫 毅 明 、 田 刚 这些 人 ,他 们 的 工作 是 完 
全 受 开 会 的 注意 ,是 这 个 会 议 中 最 重要 的 工作 。 除 了 我 刚才 提 到 的 以 外 ,还 有 很 多 
年 轻 的 中 国人 是 他 们 的 学 生 。 所 以 在 那个 星期 去 参加 这 个 会 的 话 , 差不多 等 于 是 
在 中 国 开会 似 的 ,参加 的 多 半 是 中 国人 ,表示 在 多 复 变 函数 领域 ,中 国 是 领袖 全 世 
界 的 。 这 是 很 大 的 成 就 。 另 外 这 几 年 来 因为 教委 的 支持 ,我 们 继续 派 留学 生 到 美 
国 去 ,这 些 留学 生 之 中 优秀 的 非常 之 多 。 很 多 最 好 的 学 校 .最 好 的 研究 院 , 普 林 斯 
顿 \ 哈 佛 等 ,数学 系 里 最 好 的 研究 生 是 中 国 去 的 。 稍 微 中 等 的 学 校 ,他 们 招 不 到 美 
国 的 研究 生 , 就 更 不 得 了 了 ,一 进去 的 话 , 就 像 今天 这 样子 ,做 个 报告 , 坐 的 都 是 中 
国学 生 。 

我 喜欢 说 要 把 中 国 变 成 一 个 数学 大 国 。 如 果 广 义 地 讲 , 把 全 世界 的 华裔 都 算 
中 国 ,假使 中 国 统一 了 世界 ,已 经 是 数学 大 国 。 现 在 已 经 有 些 成 就 。 刚 才 王 元 同志 
讲 到 他 年 轻 的 时 候 ,尤其 是 我 年 轻 的 时 候 , 我 们 的 自卑 感 ,他 看 到 我 的 论文 在 斯 迁 
罗 德 的 书 里 头 。 我 记得 当时 在 富 比 尼 的 书 里 头 看 到 中 国 的 唯一 的 一 篇 论文 是 我 的 
老师 孙 钳 先生 的 ,还 不 是 什么 了 不 得 的 文章 只 是 在 文献 里 头 引 到 的 论文 没有 中 国 
的 名 字 , 只 有 和 孙 鱼 先生 有 一 篇 。 那 种 情形 之 下 也 许 有 点 自卑 感 。 现 在 我 想 不 是 自 
乍 感 ,中 华 民 族 的 数学 能 力 不 需 要 再 证 明了 ,完全 明显 了 。 现 在 就 是 如 何 再 继续 发 
扬 。 我 有 几 点 具体 的 建议 ,刚才 我 讲 国际 数学 竞赛 ,证 明 有 许多 中 国 年 轻 人 数学 能 
力 很 高 。 并 且 长 宗 沪 先生 跟 我 讲 不 仅 是 出 去 这 一 队 , 中 国 可 以 再 出 一 队 , 也 都 是 很 
有 能 力 的 。 在 另外 一 方面 讲 ,我 想 也 应 该 说 ,不 一 定 把 这 种 竞赛 看 得 太 重要 。 英 国 
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当年 牛津 剑桥 的 数学 比赛 ,也 是 有 很 难 的 题目 。 据 统计 ,以 后 有 成 就 的 数学 家 ,很 
少 是 数学 竞赛 考 第 一 的 ,唯一 的 例外 是 麦克 斯 韦 尔 。 据 我 的 了 解 现在 全 世界 的 人 
都 不 愿 念 数学 ,美国 人 不 愿 念 数学 ,所 以 研究 院 不 得 不 收 中 国学 生 , 苏 联 的 学 生 也 
不 愿 念 数学 。 大 家 不 念 数学 ,我 想 刘 永 龄 先生 一 定 同意 ,这 个 时 候 你 就 要 念 数学 ， 
将 来 数学 就 值钱 了 。 我 们 要 想法 子 努 力 培 养 年 轻 有 能 力 的 人 继续 念 数学 ,不 仅 是 
中 国 的 光荣 , 负 怕 对 于 他 们 将 来 的 事业 也 是 很 有 意义 的 一 件 事情 。 我 们 并 不 希望 
所 有 的 人 都 来 念 数学 , 念 数学 的 人 太 多 了 也 并 不 好 ,但 要 有 相当 一 部 分 有 能 力 的 人 
念 数学 。 第 二 点 我 想到 的 是 ,中 国 数学 要 独立 。 既 然 有 了 自信 心 了 ,不 一 定 要 跟 其 
他 的 国家 ,或 者 其 他 的 大 师 同 样 的 方向 去 做 。 要 独立 的 话 ,最 主要 一 点 ,大 家 要 对 
数学 有 一 个 深切 的 了 解 。 为 什么 要 念 数学 ,当前 数学 的 问题 是 哪些 问题 ,大 致 看 将 
来 的 数学 ,十 年 、 二 十 年 甚至 于 五 十 年 的 发 展 应 该 是 哪些 地 方 。 观 念 往往 不 是 固定 
的 ,今天 是 这 样 想 ,也 许 明 天 你 可 以 改变 。 不 过 你 允许 这 种 改变 ,就 要 对 数学 本 身 
要 有 一 个 整体 的 看 法 。 我 觉得 中 国有 一 个 方向 可 以 发 展 , 就 是 数学 史 。 因 为 数学 
史 这 个 方向 西方 国家 现在 不 够 重视 。 这 是 我 个 人 觉得 。 什 么 东西 的 发 展 都 有 历史 
的 程序 ,了 解 历史 的 变化 是 了 解 这 门 科学 的 一 个 步骤 。 据 我 知道 中 国有 很 多 位 对 
数学 史 有 兴趣 ,我 觉得 应 鼓励 他 们 在 这 方面 的 工作 。 数 学 史 很 难 搞 , 是 很 花 功夫 的 
事情 。 并 且 老 的 西方 数学 史 不 大 好 搞 。 你 要 搞 老 的 一 一 中 古 ,甚至 于 近代 一 点 的 ， 
19 世纪 的 数学 史 都 很 困难 ,需要 很 多 年 拉丁 文 的 训练 。 不 过 我 想 近 代 的 可 以 。 我 
记得 有 一 种 建议 ,中 国 开放 之 后 ,许多 第 一 流 的 科学 家 到 中 国 来 访问 ,其 中 包括 许 
多 第 一 流 的 数学 家 。 为 什么 不 趁机 会 写 一 个 访问 记 。 他 们 在 这 里 访问 ,我 们 轮流 
的 有 几 位 ,尤其 是 对 数学 史 有 兴趣 的 人 写 一 些 访问 记 。 我 想 50 年 后 这 是 有 价值 的 
材料 。 数 学 其 他 的 发 展 , 现 在 工作 很 多 的 是 离散 数学 。 我 们 这 些 岁数 大 的 人 有 这 
个 训练 一 一 拓扑 学 。 拓 扑 学 念 好 很 不 容易 ,拓扑 学 要 念 进去 ,或 者 数论 要 念 进去 ， 
十 年 苦 功 也 许 才 能 人 门 。 离 散 数学 问题 就 比较 多 了 ,尤其 因为 最 近 计 算 机 的 发 展 ， 
产生 很 多 有 意思 新 的 离散 数学 的 问题 。 总 而 言 之 ,我 的 意思 是 说 ,从 此 不 要 再 跟着 
人 家 。 想 法 子 找到 新 的 有 意义 的 方向 ,在 这 个 方向 中 国 的 数学 家 领头 地 作 一 些 工 
作 , 不 再 跟 了 。 

其 次 有 些 实际 的 问题 ,我 觉得 在 中 国 这 个 情形 之 下 也 许可 以 做 的 。 我 觉得 中 
国 应 该 多 一 些 地 域 性 的 数学 会 议 。 因 为 国家 太 大 了 , 开 一 个 全 国 性 的 会 要 花 很 多 
钱 。 地 域 性 或 从 其 他 地 方 邀 请 几 个 人 来 做 几 个 报告 ,比较 来 说 用 钱 用 得 不 多 。 去 
年 我 们 开 一 个 21 世纪 的 数学 会 议 ,李铁映 同志 特别 拨 了 一 点 点 钱 ,他 还 跟 我 讲 我 
们 有 希望 以 后 可 拿 到 更 多 的 钱 。 为 什么 要 注意 地 域 性 的 呢 ? 吴 文 俊 先 生 给 我 们 的 
报告 是 个 模范 。 怎 样 能 够 在 短 时 间 内 把 一 个 重要 的 方面 讲 一 个 大 概 。 很 要 紧 的 是 
全 国 对 数学 有 兴趣 的 人 要 有 一 个 水 平 。 刚 才 我 讲 搞 新 的 方面 , 搞 不 同 的 方面 ,我 们 
一 定 要 维持 一 个 水 平 。 没 有 这 个 水 平 ,普通 一 个 人 对 数学 有 兴趣 ,有 些 老 先生 可 以 
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花 很 多 时 间 , 作 一 些 费 马 问 题 . 哥 德 巴赫 问题 。 我 们 要 不 断 努 力 , 最 重要 是 工作 , 因 
为 这 些 人 缺乏 数学 训练 ,根本 不 了 解 什么 叫 作 数学 的 证 明 。 像 这 类 基本 的 训练 , 基 
本 的 了 解 ,了 解数 学 有 个 水 平 ,我 想 大 家 也 者 应 该 作 的 。 

最 后 我 想到 ,最近 几 年 来 ,也 许 交 流 的 机 会 会 减少 一 些 ,我 就 想到 毛 主 席 讲 的 
自力 更 生 , 我 想 什 么 事情 最 后 都 要 靠 自 己 ,尤其 是 年 轻 的 人 ,今天 可 惜 年 轻 的 人 不 
多 ,不 过 大 家 回去 可 以 转告 。 年 纪 轻 的 人 应 该 联合 起 来 搞 自己 的 工作 ,不 一 定 靠 外 
国 专家 ,甚至 不 一 定 靠 中 国 专 家 。 一 个 很 有 名 的 例子 ,是 法 国 的 布尔 巴 基 学 派 , 布 
尔 巴 基 成 了 一 个 重要 的 学 派 。 这 些 人 就 是 因为 巴黎 的 数 竺 领袖 人 物 ,巴黎 大 学 教 
授 大 部 分 都 搞 肾 数论 。 对 于 后 来 发 展 的 新 的 数学 , 老 教授 们 不 知道 ,所 以 年 轻 有 为 
有 志 的 法 国 数学 家 ,他 们 自己 成 立 一 个 学 派 , 自 己 阅 。 我 深切 地 了 解 科 学 家 稍微 有 
点 虚名 就 忙 得 不 得 了 。 虚 名 涨 高 ,数学 退步 ,精力 又 差 , 没 有 什么 用 处 , 越 来 越 没 用 
处 。 所 以 年 轻 人 要 靠 自 己 ,自己 来 组 织 ,日 己 来 找 题目 , 目 己 来 讨论 。 不 要 徘 国 外 
的 专家 ,也 可 以 少 徘 国内 的 老师 的 帮助 ,自动 地 去 做 ,我 记得 从 前 看 法 国有 名 的 小 
说 家 罗曼 :罗兰 的 一 本 书 ,这 本 书 讲 德 国 无 名 音乐 家 的 历史 ,当年 德国 一 些 年 轻 的 
音乐 家 到 罗马 去 学 音乐 ,罗马 人 说 这 些 人 是 野蛮 人 ,他 怎么 能 仅 音乐 。 可 是 没有 多 
少年 ,德国 出 瓦格纳 ,出 册 多 分 ,出 巴赫 一 大 群 伟大 的 音乐 家 。 所 以 一 切 都 徘 努 力 ， 

志气 ,尤其 是 搞 数学 ,现在 这 个 情况 下 ,即使 有 困难 也 都 是 可 以 克服 的 ,有 些 物质 
E RS BRE CAT Ta SE UK RS CAE o 

大 家 要 了 解 ,数学 是 很 有 布 望 的 ,两 干 年 来 历史 ,现在 成 为 伟大 的 学 科 , 跟 应 用 
的 关系 ,计算 机 理论 甚至 生物 学 工程 各 方面 的 关系 多 得 不 得 了 。 这 是 一 个 奇怪 极 
了 的 事情 。 你 在 解 一 个 方程 式 x + 1 = 0 的 根 ,结果 , 像 这 种 样子 的 讨论 会 有 应 用 ， 
不 能 想像 。 这 个 方程 式 要 有 意思 ,就 击 要 有 复数 ,结果 ,复数 是 会 有 应 用 ,真是 神 妙 
极 了 的 一 件 事 情 。 所 以 数学 的 前 途 是 非常 有 布 望 的 。 在 中 国 这 个 环境 下 有 很 多 很 
多 的 事情 要 做 。 

我 的 话 就 到 此 结束 。 
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这 是 作者 在 第 三 届 “ 陈 省 身 奖 ”颁奖 仪式 上 的 讲话 ,标题 为 
本 书 编者 所 加 。 原 载 《 中 国 数学 会 通讯 3)1991 年 6 月 。 


主席 、 各 位 同志 : 

三 年 以 前 在 这 里 开会 ,我 就 说 过 ,21 世纪 和 我 没关系 ,我 不 应 该 说 话 , 没 想到 三 
年 以 后 又 讲 了 ,我 想 我 希望 我 还 有 机 会 参加 第 三 次 会 .第 四 次 会 .第 n 次 会 ,但 是 不 
再 讲话 了 。 | 

上 礼拜 我 们 几 个 朋友 到 西安 去 ,看 见 西安 的 发 展 , 想 像 当 年 大 唐 帝 国 的 伟大 。 
唐 朝 很 大 的 贡献 是 唐 朝 的 诗 , 诗 到 了 晚 唐 慢 慢 衰落 , 慢 慢 没有 新 的 气象 .新 的 活力 。 
因此 我 们 想到 数学 是 不 是 有 同样 的 现象 ,数学 在 19 到 20 世纪 有 很 大 的 发 展 ,一般 
讲 起 来 , 它 是 有 连续 性 的 ,有 一 个 主要 的 主题 ,然后 由 这 个 主题 向 各 方面 的 推展 ,有 
的 是 基础 方面 的 澄清 ,有 的 是 癌 各 方面 的 应 用 。 这 个 活力 是 不 是 可 以 保持 下 去 ? 
天 下 的 任何 东西 都 不 见得 永远 有 生机 、 永 远 可 以 发 展 。 我 个 人 随便 看 一 看 ,维持 到 
21 世纪 大 概 没 有 问题 。 最 近 数 学 和 理论 物理 的 关系 ,在 数论 方面 的 重大 发 展 ,计算 
机 的 引进 在 数学 上 引出 新 的 问题 ,对 老 的 问题 有 很 多 帮助 。 这 种 种 表明 数学 是 有 
很 多 活力 的 ,所 以 21 世纪 是 有 很 多 事情 要 留 给 大 家 做 的 。 

刚才 听 程 先生 的 报告 和 王 先生 的 谈话 ,这 三 年 来 中 国 的 数学 有 很 大 进展 ,怎样 
再 根据 这 个 进展 ,再 向 前 推 一 步 。 讲 几 个 故事 ,国内 一 般 的 感觉 就 是 跟 国外 交流 不 
太 多 ,或 者 是 缺少 能 够 指导 的 人 才 , 往 往 感 觉 到 研究生 其 至 于 年 青 教师 们 缺少 指 
导 ,我 想 这 不 应 该 很 要 紧 。 比 方 说 , 王 元 先生 的 谈话 中 说 ,科学 院 数 学 所 有 7 万 多 
册 书 ,根据 这 样 的 设备 ,中 国 数学 家 要 自己 发 展 自己 的 中 国 的 数学 ,自己 找到 研究 
的 方向 。 一 个 很 好 的 例子 是 法 国 布尔 巴 基 、 李 群 ,20 年 代 法 国有 很 伟大 的 数学 家 ， 
如 皮卡 、 阿 达 马 、 蒙 泰 尔 , 那 时 他 们 都 老 了 ,他 们 的 工作 方向 都 是 在 复 变 函数 论 ,对 
于 近代 的 数学 , 像 抽象 代数 .拓扑 都 失掉 了 联络 。 那 时 候 法 国 一 些 年 青 的 数学 家 ， 
觉得 不 一 定 要 跟 这 些 老 先生 学 ,我 们 来 念书 ,自己 来 想 发 展 ,这 就 是 后 来 有 名 的 布 
尔 巴 基 学 派 , 在 数学 的 发 展 史上 起 了 很 大 作用 。 我 的 一 个 合作 人 ,也 是 我 的 学 生 ， 
J .西蒙 斯 ,当年 我 们 的 工作 是 在 理论 物理 上 的 应 用 ,他 进 伯克利 做 研究 生 时 , 伯 殉 
利 还 是 一 个 小 的 数学 系 , 很 多 近代 数学 的 科目 没有 代表 性 ,没有 教授 能 开 这 些 课 。 
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西蒙 斯 自己 念书 , 念 了 一 个 东西 , 念 懂 的 话 , 他 出 一 个 布告 ,今天 我 要 讲 某 某 题目 ， 
是 莫 尔 斯 理论 .对 称 黎 曼 空间 ,他 的 兴趣 是 在 微分 几何 ,他 讲 得 好 的 地 方 ,同学 们 去 
Ur ,后 来 教授 也 去 听 。 

这 些 例子 说 明 ,数学 的 研究 靠 自 己 的 主动 .自己 的 努力 。 当 然 有 人 指导 最 好 ， 
指导 不 是 很 重要 的 因素 ,重要 的 是 要 造成 一 个 空气 一 个 潮流 。 数 学 的 研究 是 需要 
努力 的 ,一 个 人 为 什么 要 努力 昵 ? 不 努力 舒服 多 了 ,一 个 人 为 什么 要 念书 呢 ? 都 是 
有 一 点 点 目的 。 我 当年 看 数学 杂志 论文 ,到 了 一 定 地 步 ,就 觉得 我 也 可 以 写 出 论 
文 ,至 少 和 这 个 一 样 好 ,当然 给 你 一 个 理由 可 以 去 努力 。 假 使 我 们 造成 一 个 相当 的 
环境 ,有 这 个 设备 ,使 在 中 国有 一 个 数学 的 潮流 ,有 些 目 己 的 朋友 ,有 些 年 至 的 朋友 
互相 讨论 互相 探讨 。 国 外 的 影响 是 非常 需要 , 慢 慢 地 自己 想法 子 把 这 个 需要 渐渐 
地 减少 。 具 体 的 ,我 有 一 个 看 法 ,最 近 到 西安 去 ,也 到 别 的 地 方 去 ,交流 对 中 国 数学 
的 发 展 是 很 必要 的 ,交流 是 分 两 方面 的 ,一 种 是 全 国 性 的 ,一 种 是 国际 的 是 世界 性 
的 ,全 国 性 的 就 是 我 们 在 这 里 ,我 们 有 这 种 幸福 ,有 很 多 的 机 会 和 最 近 的 潮流 接触 ， 
有 很 好 的 设备 。 很 要 紧 的 是 想法 子 帮 助 中 国 其 他 内 地 的 地 方 , 它 的 设备 , 它 的 环境 
不 能 够 和 这 里 比较 。 是 不 是 可 以 制度 化 ,设立 访问 的 学 者 .访问 的 讲座 .访问 的 奖 
学 金 , 使 内 地 的 可 以 到 条 件 优越 的 地 方 做 相当 一 个 时 间 。 我 到 过 太原 ,现在 还 不 
多 ,最 好 能 制度 化 。 我 们 了 解 有 一 批 年 青 很 有 为 的 数学 家 在 国外 ,中 国政 府 当 局 已 
经 放松 了 对 科学 家 的 限制 , 听 说 可 以 出 境 自由 ,要 有 具体 办 法 ,不 只 可 以 出 境 自由 ， 
要 让 他 们 到 各 处 跑 一 跑 , 看 一 看 国家 的 情形 ,了 解 他 们 当年 生长 的 中 国 ,怎样 尽 个 
人 的 力量 帮助 中 国 科 学 的 发 展 。 最 要 紧 的 是 ,不 要 用 太 固 定 的 办 法 ,能 用 灵活 的 办 
法 ,使 大 家 自己 从 内 心 发 出 这 个 思想 ,愿意 帮助 中 国 的 科学 发 展 。 

我 的 看 法 ,21 世纪 中 国 数学 的 讨论 是 中 国 四 化 的 一 部 分 ,中 国 的 数学 家 要 参加 
四 化 的 运动 ,讨论 一 下 数学 在 四 化 中 如 何 作出 贡献 。 我 讲 一 个 事实 ,前 几 年 美国 罗 
素 基金 会 有 一 个 报告 ,他 们 调查 了 一 下 发 展 中 国家 跟 已 发 展 国 家 的 距离 ,这 个 距离 
并 没有 接近 ,而 是 越 差 越 远 了 。 中 国 的 高 科技 的 建设 ,包括 在 数学 方面 做 的 工作 ， 
不 是 一 个 奢侈 的 事情 ,是 求生 存 。 科 学 在 进步 ,世界 在 变化 ,一 切 东西 都 有 高 科技 
在 侵 和 人 我 们 的 生活 ,要 生存 ,不 管 你 喜欢 不 喜欢 ,我 想 我 不 喜欢 ,没有 高 科技 ,用 不 
着 这 人 么 一 下 于 万 里 往来 , 采 在 家 里 要 舒服 多 了 ,但 是 维持 国家 、 社 会 的 生存 , 非 要 这 
样 发 展 不 可 。 

要 我 讲 一 讲 ,我 就 随便 讲 一 点 意见 ,谢谢 大 家 。 
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1992 年 4 月 24 日 ,陈省身 、 杨 振 宁 、 李 政道 、 李 远 哲 应 台湾 清 
华 大 学 (新 竹 ) 校 长 刘 兆 玄 的 邀请 ,参加 清华 大 学 80 周年 校庆 ,并 
在 《杰出 校友 座谈 会 》 上 回答 师 生 的 问题 。 本 文 是 座谈 会 的 谈话 
记录 。 和 转载 自 ( 杨 振 宁 文集 ), 华 东 师 范 大 学 出 版 社 ,1998 年 。 


WRK: 今天 藉 着 清华 大 学 建 校 80 周年 的 机 会 ,非常 亲 幸 能 邀请 到 四 位 杰出 
的 校友 ,来 校 作 学 术 演 讲 。 承 蒙 他 们 在 时 间 上 的 帮忙 与 配合 ,四 位 今 能 共聚 一 毓 。 
对 清华 庆祝 校庆 而 言 ,没有 比 这 样 更 具 意 义 了 。 由 于 时 间 宝 贵 ,我 现 简单 介绍 四 位 
在 数学 .物理 、 化 学 界 各 有 顶尖 成 就 的 杰出 校友 : 

陈省身 院士 ,清华 34 级 校友 ,1983 年 沃 尔 夫 奖 得 主 ,是 国际 闻名 的 数学 大 师 ; 
杨振宁 院士 ,清华 42 级 校友 ,1957 年 诺 贝尔 物理 学 奖 得 主 , 目 前 担任 纽约 大 学 石 溪 
分 部 教授 ; 李 政 道 院士 ,清华 45 年 到 46 年 校友 ,1957 年 与 杨 院 士 共同 获得 诺 贝 尔 
奖 ,现任 哥伦比亚 大 学 教授 ; 李 远 哲 院 士 ,清华 61 级 校友 ,1986 年 诺 贝 尔 化 学 奖 得 
主 , 目 前 担任 加 州 大 学 伯克利 分 校 化 学 系 教授 。 

在 座谈 会 之 前 ,我 与 他 们 作 简 单 意见 交换 ,决定 采取 非 正 式 , 不 指定 课题 的 方 
式 进 行 , 但 焦点 仍 放 在 下 列 几 项 ; 一 是 四 院士 求学 历程 中 的 可 贵 经 验 , 足 供 后 学 者 
借 镜 之 处 ,二 是 中 国 未 来 的 前 途 , 三 是 科学 未 来 发 展 的 展望 ,四 是 对 清华 大 学 未 来 
的 建议 与 期 许 , 包 括 对 我 们 青年 学 子 的 期 许 。 围 绕 着 这 些 相关 题目 ,请 他 们 先 提出 
看 法 ,再 将 时 间 交 给 大 家 ,与 诸位 教授 、 同 学 讨论 。 

首先 ,请 陈省身 教授 先 为 我 们 说 几 句 话 。 

我 想 ,一 百年 的 清华 应 该 可 以 达到 
全 世界 第 一 流 大 学 的 水 平 

陈省身 : 让 我 先 讲 一 个 小 故事 。 我 是 1930 年 至 1931 年 间 ,在 清 大 数学 系 担任 
助教 。 当 时 学 校 的 大 事 是 招考 一 一 没有 联 招 ,由 各 校 自行 招生 。 记 得 那 时 清华 全 
校 连 研究 生 在 内 有 一 千 二 三 百人 。 招 考 对 我 这 个 年 轻 助 教 而 言 是 件 大 事 , 因 为 能 
在 工 字 厅 内 阅卷 ,并 且 有 一 顿 丰 盛 的 饭 吃 ,所 以 内 心 很 高 兴 。 大 家 共聚 在 厅 内 阅 


卷 , 一 些 有 趣 的 试卷 可 以 传 观 。 有 一 年 是 陈寅恪 先生 出 国文 试题 ,他 认为 中 文 很 重 
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要 的 训练 之 一 是 对 对 子 ,因此 第 一 题 就 出 了 对 对 子 题目 一 一 “ 孙 行 者 ”给 学 生 对 。 
有 些 学 生 觉 得 很 困难 ,有 人 则 以 “胡适 之 ”对 ,很 好 的 对 子 。 但 对 学 数学 的 人 而 言 ， 
更 好 的 答案 应 是 “祖冲之 ” ,他 是 南北 朝 时 一 位 伟大 的 数学 家 。 
陈 先生 那 年 出 的 国文 试题 是 “梦游 清华 园 记 ”。 我 今天 也 出 一 题 供 大 家 思 
考 一 一 “ 百 岁 清华 ”"。 清 华 今天 80 周年 ,再 20 年 就 100 岁 了 ,我 们 希望 届时 的 清华 
是 何 种 面貌 呢 ?” 这 20 年 中 我 们 可 做 些 什么 事 来 达成 这 些 愿 望 ? 我 思考 了 一 下 , 清 
华 在 80 年 前 是 留美 预备 学 校 , 约 在 1930 年 左右 ,留美 学 生 回 到 国内 ,把 学 术 风 气 
提高 不 少 , 成 效 显著 。 如 今 我 们 又 达到 了 男 一 新 的 阶段 ,我 想 ,100 年 的 清华 应 该 可 
以 达到 全 世界 第 一 流 大 学 的 水 平 。 如 何 能 达到 这 个 目标 呢 ? 首先 要 充实 研究 院 ， 
继续 加 强 。 其 次 ,学校 最 初 是 希望 将 西洋 科技 移 转 到 中 国 来 ,但 不 久之 后 ,就 发 现 
到 西方 社会 在 物质 方面 昌 有 进步 ,但 也 充满 了 矛盾 .冲突 ,因此 ,如 何 把 西洋 文化 与 
中 国 传 统 文化 思想 相 结合 ,创造 出 更 新 更 完美 的 文化 ,应 是 当务之急 。 新 竹 人 文 社 
会 学 院 的 建立 ,这 是 很 重要 的 。 
当然 ,在 此 我 也 不 禁 想到 北京 的 清华 大 学 ,两 所 学 校 应 该 多 来 往 , 加 强 合 作 , 才 
能 对 中 国 未 来 发 展 起 更 大 的 影响 。 


在 西南 联 大 与 研究 院 那 六 年 时 间 ， 
可 以 说 是 葛 定 了 目 己 后 来 研究 工作 的 基础 


杨振宁 : 去 年 年 底 ,我 收 到 刘 校 长 邀请 参加 清华 建 校 80 周年 活动 的 信 ,我 很 快 
就 答应 了 ,因为 我 个 人 与 清华 有 极 密切 的 关系 。 我 父亲 在 1929 年 ,我 7 岁 时 ,到 清 
华 担任 数学 系 教授 ,于 是 父亲 、 母 亲 与 我 就 在 那 一 年 的 秋天 搬 到 清华 园 ,因此 清华 
园 是 我 童年 熟悉 之 地 , 留 下 许多 美好 回忆 。 抗 战 开始 后 ,清华 先 迁 到 长 沙 ,再 迁 到 
昆明 ,在 昆明 与 北京 大 学 .南开 大 学 合并 成 立 了 西南 联合 大 学 。 我 在 西南 联 大 读 了 
四 年 书 ,毕业 后 又 考 进 清华 的 研究 院 念 了 两 年 书 , 获 得 硕士 学 位 ,然后 又 考取 最 后 
一 届 的 留美 公费 , 赴 美 念书 ,所 以 我 与 清华 实 有 深厚 的 渊源 。 

回想 我 这 一 生 ,对 这些 多 重 关系 , 怀 有 非常 感激 的 心情 ,尤其 在 西南 联 大 与 研 
究 院 那 六 年 时 间 ,可 以 说 是 奠定 了 自己 后 来 研究 工作 的 基础 ,当时 写 的 学 士 、 硕 士 
论文 ,是 我 后 来 工作 主体 的 开端 。 西 南 联 大 那 时 教学 、 人 研究 的 风气 非常 浓厚 ,我 深 
受 其 影响 ,学 习 了 很 多 。 各 位 同学 在 美好 的 新 竹 清华 园 内 ,也 一 定 可 以 学 习 很 多 ， 
希望 大 家 能 利用 这 美好 的 环境 ,创造 自己 美好 的 前 途 。 

经 济 的 发 展 与 生活 的 享受 是 相对 的 ， 
而 文化 的 进步 与 科学 的 成 就 是 比较 绝对 的 

李 政 道 : 我 这 几 十 年 来 , 常 回 台北 ,发 觉 台 湾 的 经 济 情况 进步 飞速 ,尤其 是 这 
十 年 之 间 。 因 此 ,我 想 跟 各 位 谈 谈 ,经 济 的 发 展 与 生活 的 享受 是 相对 的 ,而 文化 的 
进步 与 科学 的 成 就 是 比较 绝对 的 。 刚 才 杨 先生 提 到 西南 联 大 ,我 是 1945 年 进 西南 
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联 大 , 那 也 是 最 后 一 届 ,我 1946 年 就 到 美国 了 。 

各 位 屎 怕 很 难 想像 西南 联 大 当时 恶劣 的 物质 条 件 ,念书 的 教室 是 草 屋 ,外面 下 
大 雨 ,里 面 下 小 雨 。 宿 舍 都 是 双 层 床 ,紧密 相连 成 排 ,吸血 的 臭虫 很 多 ,因此 每 两 个 
月 ,就 要 把 床 轮流 放 进 一 个 大 锅子 中 煮 一下, 拿 回来 晒 干 一 天 ,然后 可 以 有 两 天 没 
有 臭虫 ,两 天 后 ,臭虫 就 从 隔壁 床铺 疏 过 来 了 。 生 活 的 条 件 十 分 不 良 , 最 高 的 生活 
享受 就 是 每 两 个 月 有 两 天 没有 臭虫 ,可 以 舒服 睡 上 一 觉 ,可 是 这 些 并 未 阻 扰 我 们 求 
知 作 学 问 的 精神 。 所 以 说 ,经 济 的 发 展 与 生活 的 享受 是 相对 的 。 

至 于 在 科学 文化 进步 方面 ,从 19 世纪 开始 ,量子 力学 、 原 子 物理 .原子 能 、 核 
物理 核能、 分 子 、 镭 激光 ,再 到 超导体 ,一 切 近代 文化 高 技术 ,都 是 在 前 人 基础 上 
逐渐 发 展 的 。 文 化 是 人 所 创造 ,而 近代 文化 与 基础 科学 有 绝 大 的 关系 ,而 这 些 之 产 
生 可 能 是 在 很 困难 之 阶段 。 所 以 物质 享受 是 暂时 的 ,科学 文化 则 比较 永久 。 我 们 
在 20 世纪 末 ,21 世纪 即将 开始 ,应 该 要 有 什么 样 的 发 展 与 贡献 ,这 将 来 的 文化 抱负 
就 落 在 你 们 大 家 的 身上 。 


把 握 生 命 ,克服 知识 上 的 不 美满 


李 远 哲 : 首先 我 要 欢迎 这 几 位 远道 而 来 的 朋友 ,我 是 在 新 竹 长 大 的 ,也 算是 
“地 头 蛇 "。 在 日 据 时 代 , 清 华 大 学 的 现 址 是 一 高 尔 夫 球 场 ,记得 念 幼稚 园 时 ,我 们 
做 飞机 模型 ,老师 带 我 们 到 此 竞赛 。 当 时 幼稚 园 学 生 只 能 用 纸 折 飞机 ,但 我 父亲 善 
于 工艺 ,就 帮 我 用 竹子 做 了 一 个 模型 ,很 大 型 的 747, 要 跟 其 他 同学 的 纸 飞 机 比赛 。 
老师 说 不 准 ,只 好 换 成 纸 做 的 。 不 过 ,我 的 纸 飞 机 一 样 飞 得 很 远 。 

我 高 中 毕业 后 就 去 读 台 大 ,回来 念 清华 是 1959 年 ,清华 在 新 竹 复 校 不 入 。 由 
于 庚 子 赔款 累积 了 很 多 钱 ,因此 清 大 有 了 原子 炉 及 加 速 右 ,这 在 那 时 是 新 鲜 的 东 
西 ,很 多 人 来 此 念书 ,都 满怀 着 热忱 在 此 工作 。 当 时 校舍 很 少 ,山上 有 很 多 蛇 , 晚 上 
到 实验 室 必 须 带 手电 简 及 竹 棒 子 , 以 免 遭 到 蛇 咬 。 因 为 物质 条 件 不 佳 ,大 家 生活 都 
很 朴素 ,但 校内 的 设备 则 很 完善 。 我 是 念 化 学 的 ,来 此 读 的 是 原子 科学 研究 所 ”， 
倒是 念 了 不 少 原子 物理 .近代 物理 实验 方面 的 书 , 这 对 我 后 来 发 展 有 很 大 的 帮助 。 

有 一 件 事 也 可 一 提 。 那 时 学 校 刚 创 办 ,除了 第 一 届 的 吴 大 於 院 长 回来 讲学 , 讲 
“量子 力学 "很 精彩 以 外 ,其 他 的 师资 并 非 很 理想 ,我 不 是 叛逆 ,说 的 是 老实 话 。 我 
们 是 土生 土 长 ,但 是 也 希望 不 丢脸 ,如 日 本 教授 上 课 , 我 们 总 是 特别 认真 ,希望 他 们 
了 解 台湾 小 孩 比 起 日 本 小 孩 是 聪明 一 些 ,果然 后 来 很 多 日 本 的 老师 都 有 同感 ,认为 
台湾 长 大 的 学 生 都 做 得 不 错 。 不 过 ,也 有 很 多 不 理想 的 地 方 , 如 当时 很 多 人 想 考 清 
华 研究 所 ,优秀 的 学 生 考 上 第 一 、 二 届 ,很 多 人 没 考 上 。 过 了 两 个 月 ,国际 原子 能 委 
员 会 招考 一 些 科学 家 , 送 到 国外 受训 八 个 月 ,回来 后 , 开 了 记者 招待 会 , 变 成 原子 能 
专家 ,被 聘 为 清 大 的 副教授 。 所 以 高 我 两 届 的 同学 就 常 党 得 奇怪 , 某 位 教授 似 曾 相 
见 , 原 来 是 一 起 参加 考试 坐 在 旁边 的 ,他 没 考 上 ,我 考 上 了 ,但 是 他 回来 却 成 了 教 
授 , 我 们 还 必须 去 修 他 的 课 。 
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EN c 
39. 在 清华 大 学 (台湾 新 竹 ) 论 学 
上 “量子 力学 ”的 课 也 不 是 很 理想 。 记 得 第 一 次 考试 完 后 ,老师 骂 我 们 笨 ,因为 
没有 一 个 人 考 $0 分 ,他 就 叫 我 们 晚上 回去 ,重新 再 教 我 们 。 结 果 全 班 都 回去 上 课 ， 
发 现 原 来 是 老师 做 错 了 百 分 之 五 十 ,所 以 我 们 最 高 分 数 只 有 50 分 。 我 说 这 些 , 倒 
不 是 批评 当时 清华 如 何不 好 , 而 是 指出 我 们 学 生 满怀 热忱 , 却 看 到 许多 的 不 美满 ， 
包括 社会 上 与 知识 上 的 现象 。 我 们 也 知道 ,知识 的 不 美满 ,一 半 源 自 老师 ,一 半 则 
是 人 类 社会 累积 的 知识 并 非 很 完美 。 因 此 ,我 们 就 逐渐 学 会 了 自力 更 生 , 靠 自己 的 
努力 慢 慢 学 。 我 后 来 到 了 美国 伯克利 做 研究 , 跟 一 位 老师 学 ,可 是 讨论 很 多 问题 
时 ,他 总 是 说 “我 怎么 晓得 ! 要 是 晓得 ,何必 要 你 去 做 研究 1” 我 很 能 适应 ,因为 我 在 
清华 两 年 就 已 学 会 了 自力 更 生 。 所 以 ,我 们 固然 要 满怀 热忱 ,但 不 要 太 相 信和 老师 ， 
“ 尽 信 书 不 如 无 书 ”, 对 老师 教学 也 是 一 样 。 
我 以 自己 切身 的 体验 奉劝 各 位 ,要 好 好 把 握 自己 的 生命 ,社会 上 很 多 事 、 人 类 
很 多 知识 都 不 是 美满 的 ,我 们 应 该 要 努力 奋斗 ,克服 这 些 不 美满 ,创造 更 完美 的 
知识 。 
WRK: 谢谢 四 位 先生 的 引言 ,把 他 们 的 想法 告诉 我 们 。 接 下 来 的 时 间 , 欢 迎 
各 位 同学 提问 题 , 大 家 交换 意见 。 


数学 中 很 多 思想 的 泉源 是 从 物理 现象 来 的 


数学 系 林 同 学 : 在 科学 研究 的 领域 中 ,存在 很 多 问题 ,这 些 问 题 有 大 有 小 ,我 
们 研究 应 该 从 大 问题 着 手 较 好 ,还 是 从 小 问题 着 手 ? 

杨振宁 : 我 念书 时 ,有 一 位 教授 是 当时 世界 著名 的 物理 学 家 之 一 , 常 跟 研 究 生 
座谈 ,有 一 次 同学 问 他 : 应 该 做 大 题目 ,还 是 小 题目 ? 他 说 ; 多 半 的 时 间 应 该 做 小 
题目 ,大 题目 不 是 不 能 做 ,只 是 成 功 机 会 较 小 , 若 能 透 过 做 小 题目 的 训练 , 则 更 能 掌 
握 解 决 大 题目 的 精神 。 几 十 年 来 ,我 仍 觉得 他 的 劝告 是 正确 的 。 

RES: 科学 工作 的 好 与 坏 、 大 与 小 ,都 很 难说 ,要 看 各 人 不 同 的 判断 。 像 爱 2 
因 斯 坦 当年 在 瑞士 联邦 工学 院 做 学 生 时 ,数学 、 物 理 是 同一 系 ,二 者 不 分 , 据 他 的 自 
传 中 说 ,他 可 能 学 物理 ,也 可 能 学 数学 ,但 数学 都 是 搞 小 问题 ,物理 则 是 大 问题 ,而 
他 要 研究 大 问题 。 爱 因 斯 坦 是 成 功 了 ,但 我 还 是 希望 大 家 先 选 小 问题 来 研究 比较 
有 把 握 一 些 ( 哄 堂 一 笑 )。 

物理 系 同学 : 数学 对 科学 而 言 是 一 相当 严谨 而 有 用 的 工具 ,但 不 知 诸位 在 研 
究 过 程 中 ,会 不 会 觉得 数学 限制 了 你 的 思考 路 径 , 发现 数 学 并 非 十 全 十 美 ,有 些 问 
题 并 非 数学 能 解决 的 ”有 时 在 研究 问题 时 , 若 能 以 数学 以 外 的 方法 去 看 待 ,反而 会 
变 得 很 简单 ? | 

RES: 有 很 多 问题 数学 家 的 确 不 能 解决 。 当 年 我 在 芝加哥 大 学 教书 ,有 一 
位 哈密 先生 就 认为 ,学 物理 的 人 不 要 念 太 多 数学 。 这 话 不 知 是 否 正确 ? 他 说 ,一 个 
物理 学 家 所 需要 的 数学 ,他 自己 就 可 以 发 现 ,用 不 着 去 念 太 多 书 。 
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陈省身 文集 | 

李 政道 : 物理 跟 数 学 的 确 有 很 密切 的 关系 ,可 是 数学 不 是 物理 ,物理 的 目的 是 
解释 自然 界 的 现象 ,解释 要 用 到 数学 ,可 是 关键 在 自然 界 本 身 。 有 一 个 故事 说 : 有 
个 人 拿 脏 衣 服 要 去 洗 , 看 到 有 家 店 外 面 , 写 着 “洗衣 店 ”, 于 是 他 就 提 着 那 包 脏 衣服 
进 店 里 。 里 面 的 人 间 他 :“ 你 干什么 ?” 他 说 :“ 我 来 送 洗衣 服 。”“ 我 们 店 不 洗衣 服 !” 
“ 那 为 什么 外 面 牌子 写 着 “洗衣 店 '?”“ 我 们 是 卖 那 牌子 的 1" 这 故事 是 说 ; 物理 是 真 
正 洗 衣服 的 ,而 数学 是 那 牌 子 , 不 过 牌子 也 很 重要 。( 这 时 陈省身 院士 不 疾 不 徐 接 
过 话 ) 

陈省身 : 奇怪 的 是 ,这 牌子 会 有 用 ! (又 是 哄 堂 大 笑 ) 

杨振宁 : 我 有 -- 点 补充 意见 。 物 理 和 数学 有 很 微妙 的 关系 。 在 十 八 九 世纪 ， 
数学 和 物理 发 展 的 时 候 ,两 者 的 关系 十 分 密切 。 牛 顿 之 所 以 发 展 出 微 积 分 ,是 因为 
他 想 知 道行 星 的 轨道 与 万 有 引力 ,以 及 牛顿 的 三 大 定律 。 可 以 说 直到 19 世纪 的 上 
半 叶 ,数学 中 很 多 思想 的 泉源 是 从 物理 现象 来 的 。 可 是 后 来 数学 的 价值 观 逐 渐 独 
立 ,20 世纪 一 位 重要 的 数学 家 ,也 是 陈 教授 从 前 在 芝加哥 大 学 的 同事 ,他 在 30 年 前 
说 : 20 世纪 数学 最 大 的 成 就 ,是 从 物理 的 约束 中 自我 解放 出 来 。 这 句 话 以 现在 来 
说 并 不 完全 正确 ,物理 学 者 通过 他 们 的 价值 观念 ,研究 了 自然 现象 , 发 现 其 中 有 很 
奥妙 的 数学 结构 ,这 些 结构 不 是 物理 学 家 本 来 所 学 过 的 ,而 数学 家 已 从 不 同 的 价值 
观 独 立 研究 过 ,这 情形 已 屡见不鲜 ,最 有 名 的 例子 是 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 。 

爱 因 斯 坦 在 1908 年 开始 , 想 推 广 他 1905 年 的 狭义 相对 论 ,使 其 在 引力 场 中 也 
可 运用 相对 的 观念 ,这 其 中 所 需要 的 数学 是 爱 因 斯 坦 所 不 知 的 ,可 是 他 有 了 一 个 思 
考 的 方向 。 后 来 他 的 一 位 数学 朋友 告诉 他 ,这 在 上 世纪 黎 曼 已 经 开始 ,是 19 世纪 
数学 的 一 个 重要 发 展 方向 。 这 使 他 在 1915 年 完成 了 他 的 广义 相对 论 。 所 以 ,一 个 
物理 学 家 如 果 不 了 解数 学 可 能 在 他 的 研究 范围 里 所 能 发 生 的 作用 ,往往 不 易 成 功 。 


走 对 路 ,左右逢源 ; 走 错 路 ,再 努力 也 难 有 大 成 


物理 系 同学 : 很 抱歉 再 提 一 问题 ,刚才 谈 的 是 物理 跟 数 学 的 关系 ,现在 能 否 谈 
一 谈 物 理 和 哲学 的 关系 ? 

李 远 哲 : 虽然 是 学 物理 化 学 的 ,但 主席 说 我 名 字 有 “ 哲 ”, 故 要 我 来 回答 。 我 们 
在 谈 哲学 时 ,常会 谈 到 对 宇宙 世界 、 客 观 世 界 的 看 法 ,而 哲学 观点 与 自然 界 现象 的 
关系 是 很 深刻 的 。 壁 如 说 ,以 前 的 人 以 为 地 球 是 宇 窗 的 中 心 ,太阳 ,月 球 都 绕 着 地 
球 走 ,因此 产生 君主 帝王 是 中 心 ,我 们 围绕 着 他 走 的 观念 。 但 后 来 大 家 知道 原来 
是 我 们 围绕 着 太阳 走 , 社 会 上 遂 有 了 平等 观念 ,帝王 .君主 不 再 是 中 心 。 所 以 我 们 
对 客观 世界 的 了 解 ,会 影响 到 社会 上 很 多 事情 。 

杨振宁 : 如 果 观 察 一 下 全 世界 各 地 方 的 哲学 .科学 发 展 的 历史 ,就 会 得 到 以 下 
的 结论 : 近代 自然 科学 在 萌芽 时 ,如 哥 白 尼 、 牛 顿时 候 ,与 哲学 是 有 密切 关系 的 。 
我 们 看 牛顿 的 东西 可 知 ,他 的 自然 科学 与 哲学 思想 是 同一 起 源 ,不 过 ,牛顿 以 后 ,到 
今天 20 世纪 ,很 明显 地 ,自然 科学 受 哲 学 的 影响 程度 已 逐渐 降低 。 目 前 是 物理 学 
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| 39. 在 清华 大 学 (台湾 新 竹 ) 论 学 
的 发 展 大 大 影响 了 哲学 ,反之 则 日 益 减少 ,我 觉得 这 也 是 自然 的 规律 。 

电机 系 黄 教授 : 我 有 两 个 问题 想 请 教 诸位 院士 。 第 一 ,如 何 选取 研究 的 方向 
与 领域 ? 刚才 几 位 先生 谈 到 ,即使 在 西南 联 大 物质 贫乏 的 时 代 , 如 杨 教授 说 ,他 的 
学 士 论 文 就 能 葛 定 他 日 后 研究 的 基础 。 不 过 , 知 从 另 一 观点 来 看 ,诸位 所 遭逢 的 正 
是 近代 物理 学 蓬勃 发 展 的 阶段 ,时 也 ? 命 也 ? 运 也 ? 我 们 到 底 要 如 何 选择 ? 第 二 ， 
清华 师资 的 基干 大 概 在 四 十 岁 左 右 ,很 多 教员 很 努力 ,也 愿意 努力 ,不 过 有 一 点 困 
难 , 即 不 知 如 何 做 学 术 生 涯 的 规划 ,关于 这 一 点 , 想 请 教 各 位 。 

杨振宁 : 我 想 把 这 个 问题 用 另 一 个 方式 说 明 。 大 学 中 有 很 多 优秀 的 研究 生 ， 
他 们 自己 和 老师 都 不 能 预测 未 来 的 成 就 有 多 大 ,可 是 二 三 十 年 后 ,成 就 却 可 能 悬 
殊 。 回 想 一 下 ,成 功 的 同学 在 当时 并 不 见得 比 不 成 功 者 优秀 许多 , 这 其 中 有 一 基本 
的 道理 , 即 有 人 走 对 了 路 ,左右 着 源 ;有 人 走 错 了 路 ,再 努力 也 不 能 有 大 成 。 那 么 将 
来 有 大 发 展 的 方向 是 什么 呢 ? 这 无 法 有 一 定 的 答案 。 一 个 研究 生 对 自己 前 途 最 重 
要 的 责任 ,是 必须 掌握 自己 所 念 的 学 科 中 哪些 部 分 是 比较 有 前 途 发 展 的 ,还 要 掌握 
住 整个 领域 发 展 的 大 方向 。 如 何 做 到 呢 ? 我 的 建议 是 ,把 “天 线 ? 放 长 些 ,多 方 济 
览 ,不 只 是 浏览 本 身 学 科 狭 窄 范围 的 文献 ,更 要 随时 留意 其 他 的 学 科 , 透 过 广泛 接 ， 
触 ,才能 找 出 这 门 领域 的 大 方向 。 

陈省身 : 选择 科目 与 方向 是 很 难 决定 的 ,中 间 有 很 多 是 靠 机 会 。 我 的 建议 是 ， 
要 有 广博 的 知识 ,不 要 只 念 自己 本 身 科目 的 东西 ,不 管 有 无 相关 ,都 能 尽量 吸收 ,了 
解 的 犯 围 愈 广 ,做 正确 决定 的 可 能 性 就 愈 增加 。 

李 政 道 : 这 个 问题 即使 是 我 们 自己 也 必须 面 对 , 物 理 可 能 比 数学 容易 些 ,因为 
物理 是 要 解决 自然 界 基本 的 构造 ,这 构造 较 清 楚 , 有 许多 大 问题 在 那里 ,因此 ,第 一 
步 是 要 了 解 有 哪些 大 问题 ,第 二 步 是 考虑 要 不 要 做 这 些 大 问题 。 一 个 大 问题 ,其 困 
难 常 在 观念 ,而 非 数 学 。 每 个 人 对 自己 本 身 的 优 缺点 也 必须 知道 ,估计 自己 能 力 多 
寡 , 看 看 哪些 路 别人 走 过 , 而 自己 也 能 走 , 能 走 的 原因 在 哪里 ? 很 多 问题 之 所 以 成 
为 问题 ,是 因为 看 不 清楚 ,而 没有 花 足 够 时 间 ,也 很 难 一 下 子 看 得 准 。 


抓 住 大 题 小 作 、 小 题 大 作 的 原 风 


李 远 哲 : 我 们 做 科学 研究 工作 的 人 , 花 了 很 多 心血 时间 ,总 希望 能 有 些 创 新 
与 成 果 , 但 往往 达 不 到 目的 。 我 喜欢 打 棒 球 ,现在 依然 常 跟 研 究 生 去 打 棒 球 ,虽然 
我 年 纪 大 了 ,但 偶尔 还 会 击 出 全 仅 打 , 打 到 界外 。 有 一 次 ,我 打 到 电线 杆 的 右边 ,篇 
COPIED ,球赛 必须 停止 ,因为 要 把 球 捡 回来 才能 继续 打 。 而 通常 学 生 都 会 说 : E 
授 , 你 坐 着 ,我 们 去 捡 球 。 于 是 10 个 学 生 就 一 起 去 找 。 他 们 看 到 我 打 到 球场 外 、 电 
线 杆 的 右边 ,于 是 他 们 都 去 那里 找 , 但 找 了 20 分 钟 , 还 没有 把 球 找 回来 。 我 就 去 帮 
忙 捡 球 , 那 时 我 就 不 去 电线 杆 右边 ,而 跑 到 左边 ,学 生 都 说 我 跑 错 地 方 ,结果 我 在 左 
边 20 米 处 找到 那个 球 。 这 件 事 恰好 说 明 ,我 们 做 科学 研究 工作 ,常常 根据 自己 的 
观察 下 判断 ,但 这 观察 不 一 定 正确 ,判断 也 不 一 定 对 。 
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一 个 老师 ,必须 把 自己 知道 多 少 告诉 学 生 ,同时 也 要 让 学 生 知道 哪些 是 我 们 不 
懂 的 ,年 轻 人 才 知 道 哪些 地 方 有 待 克 服 。 至 于 大 小 题目 熟 优 讨 劣 ,我 觉得 都 无 妨 ， 
只 要 抓 住 * 大 题 小 作 ”、“ 小 题 大 作 ”, 是 指 在 研究 一 个 小 题目 时 ,也 要 观照 到 这 个 题 
目 背后 所 反映 出 来 的 普遍 性 ;有 的 人 则 喜欢 “大 题 小 作 ” ,例如 分 子 结构 与 化 学 反应 
的 关系 ,分 子 有 数 百 万 个 ,如 此 普遍 ,庞大 的 研究 要 如 何 着 手 ? 必须 从 小 处 开始 , 先 
挑 几 种 分 子 ,研究 跟 它 的 化 学 反应 有 何 关系 。 小 题目 处 理 得 好 , 才 有 能 力 解 决 大 题 
目 。 所 以 ,做 化 学 研究 者 是 没有 一 定 的 方向 .规律 ,只 要 努力 知道 哪些 题目 尚未 解 
决 ,做 小 题目 者 能 注意 其 普遍 性 ,而 做 大 题 者 应 从 小 处 着 手 , 这样 或 许 就 能 找到 自 
已 的 路 。 

数学 系 王 同学 : 我 有 两 个 问题 。 第 -个 问题 想 请 教 李 远 哲 教授 , 当 您 获得 庶 
贝尔 奖 之 后 ,在 台湾 的 声望 便 直 线 上 升 ,尤其 是 一 句 “ 教 授 治 校 ”, 让 教育 部 长 .大 学 
校长 们 面临 一 阵 混乱 ,也 是 在 声望 正隆 时 ,您 参加 了 国 统 会 ,可 否 请 您 谈 谈 参加 国 
统 会 的 理由 ? 第 二 个 问题 则 想 请 教 四 位 ,你 们 都 是 在 获奖 之 后 ,就 一 直 留 在 美国 研 
究 ,事实 上 也 都 归 化 为 美国 籍 ,这 是 否 说 明了 你 们 的 研究 生命 必须 在 美国 才 得 以 开 
展 、 延 续 ? 西方 世界 是 否 有 比 华人 世界 更 优越 的 科学 研究 潜力 ? 诸位 是 否 曾 考虑 
在 未 来 的 日 子 里 回 到 华人 世界 ,在 大 陆 、 台 湾 或 香港 ,从 事 科 学 研究 或 教育 下 一 代 ? 

李 远 哲 : 今天 在 座 的 还 有 一 位 国 统 会 的 研究 委员 沈 君 山 博士 ,如 果 我 的 回答 
不 够 清楚 ,我 想 他 可 以 补充 一 下 。 

看 海峡 两 岸 的 现状 ,我 党 有 许多 不 完满 的 地 方 , 还 要 再 努力 ,才能 使 中 国 社会 
趋 于 理想 。 台 湾 这 几 十 年 来 ,民主 步伐 在 加 速 ,但 积累 的 很 多 问题 ,使 步伐 无 法 走 
快 。 大 陆 上 也 有 很 多 问题 。 现 在 ,两 岸 交往 日 益 频繁 ,我 住 在 海外 ,也 感到 高 兴 。 
但 忧心 的 是 ,有 些 人 只 想 赚 钱 , 有 些 则 想 维护 既得 利益 ,这 都 是 不 正常 的 ,因此 希望 
两 岸 在 未 来 交流 时 ,能 走 正规 .好 的 方向 ,并 且 是 对 人 民有 利 的 。 

”另外 , 若 从 长 久 来 看 ,两 岸 都 进步 ,中 国 的 统一 对 中 国人 是 有 利 的 , 国 统 会 若 和 
做 好 该 做 的 事 , 民 主 化 的 步伐 或 许 会 快 些 , 正 是 基于 这 样 的 希望 与 期 待 ,我 接受 了 
国 统 会 的 邀请 。 

李 政道 : 研究 的 环境 是 不 断 在 变 的 ,陈省身 杨振宁 与 我 当时 的 中 国 环境 跟 今 
天 又 有 不 同 ,我 大 部 分 的 工作 是 在 美国 。 但 很 多 新 的 成 功 科学 家 ,如 高 温 超 导体 的 
朱 经 武 、. 吴 茂 昆 . 赵 忠 贤 等 人 , 赵 忠 贤 可 说 完全 是 在 大 陆 进 行 , 而 吴 茂 昆 则 是 在 新 
竹 。 我 们 是 一 代 传 一 代 , 尽 自己 的 努力 帮助 下 一 代 人 成 长 ,我 相信 不 久 ,两 岸 中 国 
人 与 海外 可 以 联合 起 来 ,届时 中 国 科学 的 发 展 一 定 可 以 获 致 极 大 的 成 功 。 

陈省身 : 我 个 人 一 向 对 中 国 数学 有 热忱 ,因此 希望 能 为 中 国 数学 做 些 事 ,1948 
年 我 在 南京 ,在 现今 南港 中 研 院 数学 研究 所 做 事 , 也 是 那 一 年 我 到 了 美国 。 一 部 分 
工作 在 国内 进行 ,一 部 分 在 美国 。 至 于 谈 到 将 来 ,我 是 “与 校 同 寿 ” ,1911 年 生 的 ,所 
以 没什么 “将 来 "好 谈 了 。 
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陈省身 文集 
39. 在 清华 大 学 (台湾 新 竹 ) 论 学 
下 一 世纪 ,中 国人 将 走向 每 一 科技 的 最 前 端 


杨振宁 : 我 想 提 两 点 补充 意见 。 首 先 ,我 的 研究 工作 大 不 在 美国 的 环境 中 是 
否 做 得 出 来 ? 我 曾经 思考 过 ,有 一 大 部 分 工作 , 若 我 在 50 年 代 初 回 到 大 陆 , 是 不 可 
能 做 的 ,而 这 些 都 是 和 物理 现象 比较 发 生 关系 的 ,因为 这 些 现象 发 生 的 地 方 ,主要 
是 在 美国 ,美国 有 很 多 人 才 、 财 富 、 大 型 加 速 器 .新 资讯 ASN AR ,恐怕 就 不 会 
朝 这 些 方 问 发 展 了 。 

但 是 也 有 一 些 另 外 的 工作 是 可 以 不 在 美国 做 的 ,一 些 不 与 立刻 发 生 的 事情 有 
紧密 关系 的 工作 ,我 也 做 过 很 多 ,而 且 很 重要 ,如 果 我 回 到 大 陆 , 这 些 工 作 慌 怕 不 仅 
能 做 出 来 ,甚至 会 提早 ,因为 我 的 精力 只 好 用 在 这 上 面 。 

杨振宁 : 刚才 那 问 题 背后 或 许 还 有 一 层 涵 义 , 即 中 国 的 传统 文化 ,是 否 与 目前 

政治 、. 社 会、 经济 发 展 的 条 件 , 与 对 个 人 科技 研究 的 前 途 是 不 利 的 。 关 于 这 一 点 ,我 
觉得 眼光 应 该 放 远 。19 世纪 末 ,中 国文 化 受 西方 文化 冲击 ,发 生 激烈 辩论 ,产生 如 
“中 学 为 体 ,西学 为 用 "这 种 说 法 。 从 近 上 距离 看 ,党 得 中 国 在 近代 科学 发 展 上 很 缓 
慢 , 但 从 远 距 离 看 , 其实 不 慢 。 第 一 次 两 个 中 国人 得 到 物理 学 博士 学 位 ,都 是 在 
1910 年 代 于 美国 获得 的 ,他 们 回 到 中 国 , 教 育 了 一 批 人 , 当 我 于 1938 至 1942 年 间 
在 西南 联 大 读书 时 ,其 课程 跟 当 时 世界 第 一 流 的 大 学 相 比 ,完全 是 有 过 之 而 无 不 
及 ,“ 有 过 之 ” ,是 因为 我 们 良好 的 教育 传统 。 西 南 联 大 得 天 独 厚 , 有 强大 的 师资 阵 
A ,我 得 到 很 大 益处 。 这 是 因为 1910 年 那 少数 的 几 个 人 ,通过 我 父亲 那 一 辈 , 再 到 
陈省身 那 一 辈 ,等 到 了 我 念书 时 ,已 经 可 以 在 国内 接触 到 国外 最 前 卫 的 学 问 , 从 这 
个 角度 看 , 那 时 间 其 实 是 很 短 的 。 

再 举 一 例 。 中 国 大 陆 一 直 给 人 落后 的 印象 ,这 是 错误 的 ,大 陆 的 科技 其 实 相 当 
进步 。 在 1948 4F 1949 年 时 ,中 国 根本 不 知 何 处 有 铀 矿 ,更 不 用 谈 开 采 了 ,但 到 了 
1964 年 ,他 们 不 仅 试 爆 第 一 颗 原 子弹 ,两 年 八 个 月 后 ,又 试 爆 了 和 氢弹 。 这 足以 说 明 
他 们 培养 了 千 千 万 万 的 科学 家 ,所 以 中 华 民族 与 中 国 传统 ,在 有 组 织 的 情况 下 ,从 
科技 上 进军 ,是 完全 可 以 跟 西方 社会 抗衡 的 ,西方 人 也 很 清楚 这 一 点 。 因 此 ,他们 
对 中 国人 能 做 科技 工作 不 仅 非 常 之 佩服 ,而 且 害怕 ,这 害怕 也 不 是 自 今日 始 , 而 是 
从 19 世纪 末 就 开始 了 ,当时 中 国人 所 做 之 事 补 偿 了 几 百 年 之 落后 。 对 于 在 下 一 世 
纪 , 中 国人 将 走向 每 一 科技 的 最 前 端 ,我 深 表 乐观 。 


抛 开 面 子 之 争 , 人 与 人 平等 相 待 


李 远 哲 : 杨 教 授 的 意见 我 同意 。 如 果 毕 业 后 ,我 一 直 留 在 台湾 ,大 概 以 后 的 成 
就 完全 不 一 样 。 我 做 的 实验 固然 所 需 物 质 上 的 条 件 较 好 ,但 这 并 不 是 主要 原因 ,而 
是 到 了 美国 之 后 ,看 了 不 少 科 学 家 ,学 了 不 少 东西 ,做 过 多 次 讨论 , 慢 慢 培养 出 不 管 
任何 事 , 只 要 想 完 成 就 可 做 到 的 自信 心 , 这 是 美国 社会 给 我 的 。 
1961 年 我 得 硕士 学 位 后 赴 美 ,当时 台湾 的 科研 设备 、 经 费 与 国外 相 比 , 差 得 很 
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多 。 但 现在 看 到 清华 教授 的 设备 、 经 费 比 起 国外 已 经 相当 不 错 了 。 不 过 ,你 若 问 在 
目前 台湾 的 科研 情况 下 ,我 们 是 否 能 作出 大 贡献 呢 ? 我 觉得 时 间 仍 未 成 熟 ,原因 有 
二 : 第 一 ,年 轻 人 从 事 科 研学 术 工作 的 热忱 不 够 ,低迷 很 多 , 台湾 的 功利 社会 迫使 
这 些 年 轻 人 走向 容易 找 工 作 .追求 安逸 生活 的 道路 ,而 任何 事情 若 缺 少 有 心 人 去 全 
力 以 赴 , 是 无 法 开创 新 局 面 的 。 第 二 ,在 科学 探讨 中 , 面 对 真 理 , 大 家 应 该 平心静气 
讨论 问题 ,来 提高 学 术 气 氛 。 但 我 回 台 后 发 现 ,也 许 是 历史 包 补 过 于 沉重 ,或 是 封 
建 社会 留 下 的 遗 毒 ,或 是 士大夫 思想 ,使 得 我 们 还 没 学 会 “人 与 人 平等 ”的 观念 。 我 
在 美国 30 年 ,学 会 很 多 事情 ,其 中 最 重要 的 一 点 是 人 与 人 的 平等 相 待 , 所 以 ,我 与 
学 生 讨论 问题 也 是 完全 平等 。 但 这 里 似乎 讨论 不 容易 , 谁 也 不 服 谁 ,有 些 是 面子 问 
题 作 崇 , 这 是 不 健康 的 ,不 正常 的 。 因 此 ,虽然 物质 条 件 改善 了 , 仍 使 我 的 一 些 合作 
计划 进行 得 不 很 顺利 。 我 希望 大 家 能 平等 相 待 ,不 要 因为 面子 问题 阻碍 了 我 们 的 
进步 。 


用 热忱 、 奉 献 的 心 创 造 更 完美 的 知识 领域 


化 学 系 同 学 : 能 否 请 李 远 哲 教授 给 我 们 大 学 部 还 在 建构 基本 化 学 知识 的 学 生 
一 些 建议 ? 

李 远 哲 : 我 只 能 提供 一 点 经 验 。 我 到 台大 念书 时 ,满怀 热忱 ,但 我 没有 想 成 为 
伟大 科学 家 的 野心 .抱负 , 只 想 成 为 一 名 不 错 的 科学 家 。 我 初 进 台大 就 问 学 长 学 
姐 ,如 果 往 后 四 年 ,我 好 好 努力 ,会 成 为 一 名 很 好 的 科学 家 吗 ? 他 们 都 对 我 说 : 不 
会 。 他 们 说 ,二 次 大 战 后 ,许多 新 兴 的 科学 ,如 量子 力学 .统计 力学 等 ,都 对 化 学 很 
重要 ,但 系 里 既 无 此 课程 ,也 无 人 教 ,因此 , 若 想 好 好 学 ,就 到 物理 系 多 选 几 门 课 吧 ! 
我 就 去 选 了 几 门 课 作 实验 , 念 量子 ,果然 收获 不 少 。 也 是 在 那 时 ,我 明白 了 即使 修 
课程 、 拿 学 分 ,考试 90 分 ,毕业 后 也 不 一 定 能 成 为 好 的 科学 家 。 我 跟 物理 系 同学 利 
用 晚上 念 量子 力学 。 跟 年 轻 讲师 一 起 读书 ,一 起 做 研究 。 所 以 ,没有 一 条 路 是 必须 
的 ,只 要 大 学 四 年 能 掌握 生命 ,有 目的 地 培养 自己 , 按 阶段 去 学 习 , 这 样 就 可 以 做 得 
很 好 。 

刘 校 长 : 非常 谢谢 四 位 杰出 的 校友 在 此 与 大 家 交换 意见 ,四 位 对 我 们 做 学 问 、 
选 题目 的 建议 ,都 很 有 启发 性 。 此 外 ,四 位 也 告诉 我 们 ,经 济 、 物 质 的 成 长 是 比较 相 
对 .短暂 的 ,学 术 文化 .科学 的 成 就 是 比较 绝对 .永久 的 。 更 希望 同学 们 能 用 很 大 
热忱 ,奉献 的 心 , 去 努力 求 取 心 得 , 获 致 自信 ,届时 不 必 管 老师 是 好 是 坏 , 也 不 必 尽 
信 书 中 所 言 ,也 不 必 抱 怨 知 识 的 领域 不 够 完美 ,在 创造 更 完美 的 知识 领域 时 ,我 们 
要 有 使 我 其 谁 的 胸襟 抱负 。 也 许 有 一 天 , 透 过 大 家 的 努力 ,两 岸 都 能 加 速 改 革 的 步 
伐 , 创 造 出 对 两 岸 人 民 都 有 利 的 条 件 , 更 进一步 ,把 中 西 文化 融合 .创造 成 新 的 中 华 
文化 。 在 这 样 大 的 潮流 、 大 的 题目 之 下 ,清华 愿 尽 其 一 份 努力 ,从 自身 努力 与 两 岸 
清华 的 合作 开始 , 朝 此 一 方向 迈进 ,到 “百年 清华 ”时 ,能 更 有 一 番 新 的 气象 , 诚 如 四 
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39. 在 清华 大 学 (台湾 新 竹 ) 论 学 
位 的 勉励 ,希望 那 时 清华 真正 是 在 学 术 上 有 世界 地 位 的 一 流 学 府 。 在 此 我 谨 代 表 
全 校 师 生 ,再 次 感谢 四 位 的 抽空 莅临 与 热忱 指导 。 


“四 位 杰出 校友 座谈 会 ”历时 两 个 小 时 , 却 欲 轩 不 能 ,同学 们 反应 热烈 。 会 后 ， 


刘 校 长 代表 校方 致 赠 四 位 校友 “清华 之 光 ” 盾 有 牌 纪念 ,与 会 师 生 均 报 以 热烈 掌声 。 
四 位 院士 于 校庆 期 间 , 避 各 有 数 场 学 术 研 讨 会 , 亦 涡 场 场 爆满 ,盛况 空前 。 
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本 文 是 1992 年 5 月 31 日 在 “纪念 国家 自然 科学 基金 十 周年 
学 术 报 告 会 上 的 讲话 。 原 载 4( 中 国 数学 会 通讯 》1992 年 6 月 。 


今天 我 很 荣幸 能 有 这 个 机 会 同 大 家 讲话 。 我 先 讲 两 个 故事 。 

我 们 都 知道 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》, 这 是 一 本 数学 方面 的 论著 。 完 成 于 两 千 
多 年 以 前 。 它 对 于 人 类 是 一 个 很 伟大 的 贡献 。 书 中 包括 了 分 析 和 代数 ,不 限于 几 
何 ,目的 是 用 推理 的 方法 得 到 几何 的 结论 。 其 中 ,第 13 章 的 内 容 讲 的 是 正 多 面体 
的 面 数 。 正 多 面体 就 是 这 样 一 个 多 面体 : 它 的 面 互相 重合 ,同时 通过 一 个 顶点 和 
每 面 的 边 数 是 相同 的 。 正 多 面体 在 平面 上 的 情形 是 正 多 边 形 。 正 多 边 形 很 多 ,有 
正三 角形 、 正 四 边 形 …… 等 等 。 当 时 发 现 ,到 了 空间 ,讨论 正 多 面体 就 不 这 么 简单 
了 。 空 间 的 正 多 面体 少 得 多 ,一 共有 五 种 正 多 面体 : 四 面体 .六 面体 、 八 面体 .十 二 
面体 ,最 大 的 一 个 是 正二 十 面体 。 有 个 朋友 写 了 一 本 书 , 把 这 些 漂 亮 的 几何 图 形 都 
收 进去 了 ,我 这 里 有 一 份 彩色 的 拷贝 。 

有 些 人 可 能 会 想 ,数学 家 们 一 天 到 晚 没 有 事情 可 做 ,无 中 生 有 , 搞 这 些 多 面体 
有 什么 意思 ? 不 过 我 跟 张 存 浩 先生 讲 , 现 在 化 学 里 的 钛 化 合 物 就 跟 正 多 面体 有 关 
系 。 这 就 是 说 ,经 过 2000 年 之 后 , 正 多 面体 居然 会 在 化 学 里 有 用 ,有 些 数学 家 正在 
研究 正 多 面体 和 分 子 结构 间 的 关系 。 我 们 也 知道 ,生物 学 上 的 病毒 也 具有 正 多 面 
体 的 形状 。 这 表明 ,当年 数学 家 的 一 种 “空想 ” ,经 历 了 这 么 长 的 时 间 之 后 ,竟然 是 
很 “实用 ”的 。 
”我 再 讲 一 个 许多 人 都 在 讲 的 故事 。 有 两 个 中 学 时 代 的 朋友 ,多 年 未 见 了 ,一 天 
忽然 碰 到 。 甲 对 乙 说 :“ 你 这 些 年 在 做 什么 事 ?” 乙 说 :“ 我 在 研究 人 口 问题 。” 甲 当然 
很 想 看 看 老 朋友 的 工作 ,于 是 拿 来 乙 的 人 口 学 论文 一 读 ,发 现 论文 出 现 很 多 x。 他 
觉得 好 奇怪 : x 是 圆周 率 ,圆周 与 直径 之 比 ,这 怎么 会 和 人 口 学 扯 上 关系 ?这 个 问 
题 与 上 面 的 正 多 面体 问题 说 明了 同样 的 一 点 , 即 基础 科学 ,特别 是 纯粹 数学 很 难说 
将 来 会 在 什么 时 候 会 有 用 ,并 且 起 到 很 重要 的 作用 。 如 果 要 求 基础 科学 立刻 就 要 
有 应 用 , 那 是 太 短视 了 。 

数学 家 经 常 在 家 里 想 问 题 , 想 出 来 的 东西 为 什么 会 有 用 ? 我 想 ,主要 的 原因 就 
是 它 的 基础 非常 简单 ,又 十 分 坚固 , 它 的 结果 是 根据 逻辑 推理 得 出 来 的 ,所 以 完全 
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可 靠 。 逻 辑 推 理 比 实验 证 实 所 获 的 结果 要 更 为 可 靠 些 。 数 学 由 于 它 的 逻辑 可 靠 
性 ,因而 是 一 门 有 坚实 根 底 的 学 问 ,这 是 数学 有 用 的 一 种 解释 。 | 

还 有 一 个 问题 是 ,为 什么 许多 不 同 的 学 科 往 往 会 用 到 相同 的 数学 ? 这 也 是 弄 
不 清楚 的 问题 。 一 种 解释 是 好 的 数学 太 少 。 天 下 的 高 山 就 那么 几 座 ,天 下 漂亮 的 
东西 总 是 不 太 多 。 你 到 了 北京 ,去 玩 漂亮 的 地 方 , 无 非 是 长 城 . 天 坛 、 故 官 ,总 之 是 
不 太 多 。 数 学 要 讲 应 用 ,就 往往 归结 到 那儿 种 特别 好 的 数学 ,这 种 好 数学 也 不 多 。 

我 的 题目 是 讲 21 世纪 的 数学 ,也 就 是 要 讲 中 国 的 数学 该 怎么 发 展 ,如 何 使 中 
国 数学 在 21 世纪 占有 若干 方面 的 优势 。 这 个 办 法 说 来 很 简单 ,就 是 要 培养 人 才 ， 
找 有 能 力 的 人 来 做 数学 。 找 到 优秀 的 年 轻 人 在 数学 上 获得 发 展 。 具 体 一 些 讲 , 就 
是 要 在 国内 办 十 个 够 世界 水 平 的 第 一 流 的 数学 研究 院 。 中 国 这 人 么 大 ,不 仅 北京 要 
有 , 别 的 地 方 也 应 该 办 ,一般 说 来 ,也 许 应 该 办 十 个 。 

至 于 什么 叫 够 水 平 ,第 一 流 , 这 并 没有 严格 的 定义 。 我 只 能 说 南开 数学 所 不 够 
水 平 ,南开 要 达到 世界 水 平 还 需要 很 多 的 努力 。 

中 国 科 学 的 根子 必须 在 中 国 。 中 国 科 学 技术 在 本 土 上 生根 ,然后 才能 长 上 去 。 
可 是 要 请 有 能 力 的 人 来 做 数学 很 不 容易 。 我 从 1984 年 开始 组 建 南开 数学 所 。 开 
始 想 请 有 能 力 的 人 来 所 工作 就 是 了 。 可 是 由 于 种 种 原因 ,很 难 做 到 这 一 点 。 我 们 
办 第 一 流 的 研究 所 就 是 要 有 第 一 流 的 数学 家 。 有 了 第 一 流 的 数学 家 ,房子 破 一 点 ， 
设备 差 一 点 , 书 也 找 不 到 ,研究 所 仍 是 第 一 流 。 不 然 的话 , 房 子 造 得 很 漂亮 , 书 很 
多 ,也 有 很 贵 的 计算 机 ,如 果 没 有 人 来 做 第 一 流 的 工作 ,又 有 什么 用 处 ? 我 看 到 这 
种 情形 ,就 改变 想法 ,努力 训练 自己 的 年 轻 人 ,培养 自己 的 数学 家 , 送 他 们 出 国学 
习 , 到 世界 各 地 ,请 最 好 的 数学 家 给 予 指导 。 

我 很 高 兴 地 告诉 大 家 ,这 些 措 施 已 经 开始 出 现成 效 。 比 方 说 痪 正 需 ,他 到 美国 
加 州 大 学 圣地 亚 哥 分 校 跟 弗 里 德 曼 学 , 弗 里 德 曼 得 过 菲 尔 兹 奖 , 是 年 轻 的 领袖 人 
物 。 他 亲自 对 我 说 , 贺 正 需 是 他 最 好 的 学 生 。 贺 正 需 现 在 在 普林斯顿 。 再 比方 说 ， 
王 蜀 光 。 他 是 王 宽 诚 基金 会 资助 出 国 的 ,在 选拔 考试 中 获 第 一 名 。 我 介绍 他 到 英 
国 牛津 大 学 , 跟 唐 纳 森 。 唐 纳 森 是 英国 当代 最 不 得 了 的 年 轻 数学 家 。 我 想 他 大 概 
还 不 到 30 岁 , 现 已 成 为 牛津 大 学 的 教授 。 王 罚 光 一 年 前 已 完成 了 他 的 博士 论文 。 
另 一 位 王 荣光 (不 是 兄弟 ) 也 是 王 宽 诚 基金 会 资助 出 国 的 ,他 到 美国 哈佛 大 学 跟 陶 
布 斯 读 博 士 学 位 ,今年 也 做 完了 论文 。 还 有 一 位 是 张 伟 平 ,他 的 老师 是 别 斯 缪 ,是 
法 国 最 有 名 的 年 轻 数学 家 ( 另 一 位 是 孔 涅 )。 张 伟 平 在 巴黎 只 用 两 年 时 间 完 成 了 博 
土 论文 ,现在 在 巴黎 的 高 级 研究 所 做 博士 后 。 我 还 可 以 提 到 一 些 人 ,这 里 不 能 一 一 
列举 了 。 | 

上 述 四 人 中 , 张 伟 平 已 答应 明年 回国 , 回 到 南开 来 。 明 年 张 伟 平 如 果 回 来 的 
话 ,我 希望 政府 能 给 一 些 方便 , 像 这 样 的 人 才 , 希 望 能 留 住 他 。 留 学 生 能 否 回来 , 主 
要 是 国内 的 环境 : 待遇 问题 ,对 有 成 就 的 科学 家 要 给 予 相应 的 待遇 ,今天 我 不 准备 
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谈 这 个 问题 。 我 只 是 说 ,世界 上 的 人 才 应 该 是 流动 的 ,欧洲 回来 的 人 可 以 再 到 美国 
去 ,当前 政策 比较 宽松 ,要 出 国 也 容易 。 所 以 必须 想法 子 留 住人 ,有 适当 的 政策 。 
当然 我 只 会 处 理 数 学 ,政策 问题 不 是 我 所 能 处 理 的 。 

下 面谈 谈 主 流 数 学 与 非 主流 数学 的 问题 。 大 家 知道 ,数学 有 很 多 特点 。 比 如 
做 数学 不 需要 很 多 设备 ,现在 有 电子 邮件 (E-mail) ,要 的 资料 很 容易 拿 到 。 做 数学 
是 个 人 的 学 问 ,不 像 别 的 学 科 ,必须 依赖 于 设备 ,大 家 争分夺秒 在 一 些 最 主要 的 方 
向 上 工作 ,在 主流 方向 作出 你 自己 的 贡献 。 而 数学 则 不 同 。 由 于 数学 的 方向 很 多 ， 
又 是 个 人 的 学 问 , 不 一 定 大 家 都 集中 做 主流 数学 。 我 倒 觉 得 可 以 鼓励 人 们 不 一 定 
在 主流 数学 上 做 。 常 有 的 情形 是 现在 不 是 主流 ,过 几 年 却 成 为 主流 了 。 这 里 我 想 
讲 讲 我 个 人 的 经 验 。1943 年 ,我 在 西南 联 大 教书 ,杨振宁 先生 在 学 校 里 做 研究 生 。 
那 年 我 应 邀 从 昆明 到 普林斯顿 高 级 研究 所 去 , 杨 先 生 后 来 在 那里 做 教授 。 靠 近 普 
林 斯 顿 有 一 个 小 城 叫 新 不 伦 瑞 克 ,是 新 泽 西 州立 大 学 所 在 地 。 我 8 月 到 普林斯顿 
不 久 , 就 在 新 不 伦 瑞 克 参 加 美国 数学 会 的 暑期 年 会 。 由 于 近 , 我 也 去 听 听 演讲 ,会 
会 朋友 。 有 一 次 我 和 一 位 美国 非常 有 地 位 的 数学 家 聊天 ,他 问 我 做 什么 ,我 说 微分 
几何 ,他 立刻 说 “It is dead( 它 已 死 了 )”。 这 是 1943 年 的 事 ,但 战 后 的 情形 是 微分 几 
何 成 了 主流 数学 。 

因此 ,我 觉得 做 数学 的 人 ,有 可 能 找到 现在 并 非 主 流 ,但 很 有 意义 、 将 来 很 有 希 
晶 的 方向 。 主 流 方向 上 集中 了 世界 上 许多 优秀 人 物 , 投 入 了 大 量 的 经 费 , 你 抢 不 过 
他 们 ,赶不上 ,不 如 做 其 他 同样 很 有 意义 的 工作 。 我 希望 中 国 数学 在 某 些 方面 能 够 
生根 , 搞 得 特别 好 ,具有 自己 的 特色 。 这 在 历史 上 也 有 先例 。 例 如 : 第 二 次 世界 大 
战 以 前 ,波兰 就 摘 逻 辑 ,点 集 拓 扑 。 他 们 根据 一 些 简单 公设 推出 许多 结论 ,成 就 不 
小 。 另 外 如 芬兰 ,在 复 变 函 数论 上 取得 成 功 ,一 直到 现在 。 例 如 在 拟 共 形 映照 上 的 
推广 一 直 在 世界 上 领先 。 因 为 他 们 做 的 工作 , 别 的 国家 不 做 ,他 们 就 拥有 该 领域 内 
世界 上 最 强 的 人 物 ,我 还 可 以 举 出 更 多 的 例子 。 

我 刚才 提 到 要 办 十 个 够 水 平 的 研究 院 ,怎样 才 会 够 水 平 呢 ? 

第 一 , 应 当 开 一 些 基本 的 先进 课程 。 学 生来 了 ,要 给 他 们 基本 训练 ,就 要 为 他 
们 开 高 水 平 的 课 。 所 谓 的 基本 训练 有 两 方面 。 一 是 培养 推理 能 力 ,一 个 学 生 应 该 
知道 什么 是 正确 的 推理 ,什么 是 不 正确 的 推理 。 你 必须 保证 每 步 都 正确 。 不 能 急 
于 得 结果 就 马马虎虎 ,最 后 一 定 出 毛病 。 二 是 要 知道 一 些 数学 ,对 整个 数学 有 个 判 
断 。 从 前 是 分 析 有 关 的 学 科 较 重要 。20 世纪 以 来 是 代数 较 时 睹 , 群 论 、 群 表示 论 ， 
后 来 是 拓扑 学 等 等 。 总 之 ,好 的 研究 中 心 应 该 能 开 这 些 基 本 课程 。 如 不 每 年 开 ,也 
可 以 两 年 开 一 次 。 在 我 看 来 ,中 国 要 做 到 这 一 点 是 不 困难 的 。 无 非 是 两 条 : 一 是 
讲授 研究 院 的 某 些 课程 ,给予 奖金 。 二 是 另外 也 可 请 几 个 国外 的 人 来 教 。 请 的 人 
如 果 不 是 最 活跃 的 ,甚至 请 退休 的 人 来 ,花费 并 不 大 ,他 们 在 国外 已 有 退休 人 金 , 请 到 
中 国 来 只 要 安排 好 生活 ,少量 的 旅游 也 就 可 以 了 。 这 样 , 数 学 研究 院 会 有 一 个 完整 
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第 二 , 我 想必 须要 有 好 的 学 生 。 我 们 每 年 派 去 参加 国际 奥林匹克 数学 竞赛 的 
”中 学 生 都 很 不 错 。 虽 然 中 学 里 数学 念 得 好 将 来 不 一 定 都 研究 数学 ,不 过 希望 有 一 
部 分 人 搞 数 学 , 而且 能 有 成 就 。 昨 天 ,我 和 在 北京 的 一 些 数学 竞赛 中 获奖 的 学 生 见 
面 , 谈 了 话 。 我 对 他 们 说 , 搞 数 学 的 人 将 来 会 有 大 的 前 途 ,十 年 .二 十 年 之 后 ,世界 
上 一 定 会 缺乏 数学 人 才 。 现 在 的 年 轻 人 不 愿 念 数 学 ,势必 造成 人 才 短 缺 。 学 生 不 
想念 数学 也 难怪 。 因 为 数学 很 难 , 又 没有 把 握 。 将 读 多 年 之 后 ,往往 离 成 为 数学 家 
还 很 远 。 同 时 ,又 有 许多 因素 在 争夺 数学 家 ,例如 计算 机 。 做 一 个 好 的 计算 机 软 
件 , 需 要 很 高 的 才能 ,很 不 容易 。 不 过 它 与 数学 相 比 ,需要 的 准备 知识 很 少 。 搞 数 
学 的 人 不 知 要 念 多 少 书 , 好 像 一 直 念 不 完 。 这 样 , 有 能 力 的 人 就 转 到 计算 机 领域 去 
了 。 也 有 一 些 数学 博士 ,毕业 后 到 股票 市 场 做 生意 。 例 如 预测 股票 市 场 的 变化 , 写 
个 计算 机 程序 ,以 供 决策 。 这 样 做 ,虽然 还 是 别人 的 雇员 ,并 非 自 己 当 老板 ,但 这 比 
大 学 教授 的 薪水 高 得 多 了 。 因 此 ,数学 人 才 的 流失 ,是 世界 性 的 问题 。 

相 比 之 下 ,中 国 的 情况 反而 较为 乐观 ,因为 中 国 的 人 才 多 ,流失 一 些 还 可 以 再 
培养 。 流 失 的 人 如 真能 赚钱 ,发 财 之 后 会 回来 帮助 盖 数 学 楼 。 总 之 ,我 们 应 取 一 个 
态度 : 中 国 变 成 一 个 输送 数学 家 的 工厂 。 出 去 的 人 希望 能 回来 ,如 果 不 回 来 ,建议 
我 们 仍然 继续 送 。 中 国有 的 是 人 才 ,送出 去 一 部 分 在 世界 上 发 挥 影响 也 是 值得 的 。 
我 们 要 做 的 事 是 花 不 多 的 钱 , 打 好 基础 , 开 出 好 的 课 。 基 础 搞 得 好 了 ,至 于 出 去 的 
人 回来 不 回来 可 以 变 得 次 要 些 。 这 是 我 的 初步 想法 。 

比方 说 ,参加 国际 奥林匹克 数学 竞赛 的 人 ,数学 都 是 很 好 的 ,如 果 他 们 进 大 学 
数学 系 ,我 建议 立刻 给 奖学金 。 这 点 钱 和 恐怕 很 有 限 ,但 效果 很 大 ,对 别人 也 是 一 种 
KN. PHNBFURMAK .老师 的 话 。 和 孩子 有 数学 才能 ,经 过 家 长 老师 一 劝 ， 
他 就 念 数 学 了 。 | 

对 好 的 数学 系 学 生来 说 ,到 国外 去 只 是 时 间 问 题 。 你 只 要 在 国内 把 数学 做 好 ， 
出 国 很 容易 。 国 内 做 得 很 好 的 话 , 到 了 国外 不 必 做 人 研究生, 可 以 直接 当 教 授 。 中 国 
已 有 条 件 产生 第 一 流 的 数学 家 ,大 家 要 有 信心 。 

培养 学 生 我 主张 流动 。19 世纪 的 德国 数学 , 当然 是 世界 第 一 。 德 国 的 大 学 生 : 
可 以 到 任何 大 学 去 注册 。 这 学 期 在 柏林 听 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 课 , 下 学 期 到 格 丁 根 听 
施 瓦 效 的 课 ,随便 流动 。 教 授 也 可 以 流动 。 例 如 相 林 大 学 已 有 普 明 克 、 爱 因 斯 坦 ， 
一 个 理论 物理 学 家 在 柏林 大 学 自然 没有 发 展 的 希望 ,就 不 妨 到 别 的 学 校 去 创业 。 
我 希望 中 国 的 学 生 ,教授 都 能 流动 。 教 授 可 以 到 别 的 学 校 去 教 课 , 教 上 半年 。 各 个 
数学 研究 院 的 教授 也 能 互相 交换 。 

我 想 再 稍微 讲 点 数学 。 刚 才 说 过 ,选择 数学 研究 方向 并 不 一 定 要 跟 主流 ,可 以 
选 自 己 特别 襄 欢 的 那些 分 支 。 不 过 ,一 个 数学 家 应 当 了 人 解 什么 是 好 的 数学 ,什么 是 
不 好 的 或 不 大 好 的 数学 。 有 些 数 学 是 具有 开创 性 的 ,有 发 展 的 ,这 就 是 好 的 数学 。 
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Zo VO BUR enses. 

陈省身 文集 
还 有 一 些 数 学 也 蛮 有 意思 ,但 渐渐 变 成 一 种 游戏 了 。 所 以 选择 好 的 数学 研究 方向 
是 很 要 紧 的 。 

让 我 举例 来 谈 谈 。 大 家 是 否 知道 有 个 拿破仑 定理 ?这 个 定理 也 许 和 拿破仑 并 
没有 关系 , 却 也 蛮 有 意思 。 定 理 是 说 任 给 一 个 三 角形 ,各 边 上 各 作 等 边 三 角形 , 然 
后 将 这 三 个 等 边 三 角形 的 重心 连 起 来 ,又 是 一 个 等 边 三 角形 。 各 边 上 的 等 边 三 角 
形 也 可 朝 里 面 做 ,得 到 两 个 解 ,等 等 。 这 个 数学 就 不 是 好 的 数学 。 因 为 它 难 有 进 一 
步 的 发 展 。 当 然 ,如 果 你 感到 累 了 ,愿意 想 想 这 些 问 题 ,也 恋 有 意思 ,这 好 像 一 种 游 
戏 。 那 么 什么 是 好 的 数学 ? 比方 说 解 方程 就 是 。 搞 数学 都 要 解 方程 。 

一 次 方程 易 解 。 二 次 方程 就 不 同 。x? - 1 = 0 有 实数 解 。x? + 1 = 0 就 没有 实 
数 解 。 后 来 就 加 进 复数 ,讨论 方程 的 复数 解 。 大 家 知道 的 代数 基本 定理 就 是 n 次 
代数 方程 必 有 复数 解 。 这 一 问题 有 长 的 历史 。 当 年 的 有 名 数学 家 欧 拉 就 考虑 过 这 
个 问题 。 欧 拉 的 名 望 很 高 ,但 当时 没有 教授 的 职位 ,生活 上 也 很 困难 。 那 时 的 德国 
皇帝 认为 皇宫 中 一 定 要 有 世界 上 最 好 的 数学 家 ,所 以 就 把 欧 拉 请 去 了 。 欧 拉 就 曾 
研究 过 代数 基本 定理 ,结果 一 直 没 有 证 出 来 。 后 来 还 是 高 斯 发 现 了 复数 与 拓扑 有 
关系 ,有 了 新 的 理解 。 因 为 模 等 于 1 的 复数 表示 一 个 圆周 ,在 这 圆周 上 就 会 有 很 多 
花样 。 第 一 个 会 证 明代 数 基本 定理 的 是 高 斯 ,而 且 给 了 不 止 一 个 证 明 。 

如 果 从 解 f(x) = OF f(x,y) = 0, 那 就 进 到 研究 曲线 ,当然 也 可 能 没有 解 , 一 
个 零点 也 没有 。 于 是 花样 就 来 了 ,假使 你 在 f(x,y) = 0 中 把 x,y 都 理解 为 复数 ， 
则 两 个 复数 相当 于 四 维 实 空间 ,这 就 很 麻烦 ,出 现 了 复 变 函 数论 中 的 黎 曼 曲面 。 你 
要 用 黎 曼 曲面 来 表示 这 个 函数 ,求解 原来 的 方程 Kx,y) = 0, 那 就 要 用 很 多 的 数 
学 知识 。 其 中 最 要 紧 的 概念 是 亏 格 (Genus)g。 你 把 f(x,y) = 0 的 解 看 成 曲面 之 
后 ,那么 曲面 有 多 少 个 圈 , 球 面 环 面 等 等 的 花样 就 很 多 ,都 和 g 有 关 。 

此 外 ,你 也 可 以 有 另外 的 花样 。 比 如 假定 f(x,y) = 0 的 系数 都 是 整数 ,你 也 
可 以 讨论 这 一 方程 的 整数 解 , 这 个 问题 就 很 难 了 。 直 到 前 几 年 才 发 现 这 一 方程 是 
否 有 整数 解 和 亏 格 g 有 密切 关系 。 当 g = 0 时 ,有 无 穷 多 个 整数 解 。g = 1 则 有 些 
特别 的 性 质 。 当 g > 1 时 ,德国 的 法 尔 廷 斯 在 1984 ~ 1985 年 间 证 明了 f(x,y) = 0 
的 整数 解 至 多 为 有 限 个 。 这 一 结果 和 费 马 定理 有 关 。 那 是 说 x* + y" 2 z (n m3) 
没有 正 整 数 解 。 这 还 没有 解决 费 马 问题 ,但 是 前 进 了 一 大 步 。 

确实 ,数学 可 以 引导 出 很 深 的 观念 。 数 学 中 我 愿 把 数论 看 作 应 用 数学 。 数 论 
就 是 把 数学 应 用 于 整数 性 质 的 研究 。 我 想 数学 中 有 两 个 很 重要 的 数学 部 门 ,一 个 
是 数论 , 另 一 个 是 理论 物理 。 理 论 物理 也 是 用 很 多 数学 的 部 门 。 

在 这 一 小 时 里 我 无 法 讲 很 多 的 数学 。 我 还 想 讲 一 点 ,比方 说 最 近 一 个 时 期 最 
热闹 的 数学 是 什么 , 即 当前 的 主流 数学 。 刚 才 我 说 过 我 并 不 喜欢 大 家 都 去 搞 主 流 
数学 ,不 过 主流 数学 毕竟 是 重要 的 。 所 谓 主流 数学 ,是 指 一 个 伟大 的 数学 贡献 , 深 
刻 的 定理 ,含义 很 广 证 明 也 很 不 简单 。 如 果 在 当前 选 一 个 这 样 的 贡献 ,我 想 那 就 是 
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阿 蒂 亚 - 辛 格 指数 定理 。 阿 蒂 亚 是 英国 皇家 学 会 会 长 。 上 个 月 他 来 北京 ,还 作 过 报 
告 。 这 个 指数 定理 可 看 成 是 上 面 所 谈 问 题 的 近代 发 展 ,即将 代数 方程 . 黎 紧 曲面、 
亏 格 理论 等 等 从 低 维 推广 到 高 维和 无 穷 维 。 

因此 ,我 觉得 数学 研究 不 但 是 很 深 很 难 很 强 ,而 且 做 到 一 定 的 地 步 仍 然 维 持 一 
个 整体 ,到 现在 为 止 ,数学 没有 分 裂 为 好 几 块 ,依旧 是 完整 的 。 尽 管 现代 数学 的 研 
究 范 围 在 不 断 扩大 ,有 些 观念 看 来 比较 次 要 , 慢 慢 就 被 丢掉 了 ,但 基本 的 观念 始终 
在 维持 着 。 

我 想 今 天 就 这 样 结束 ,谢谢 大 家 。 
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4I WRIA ER A ay HY FH 


这 是 作者 在 第 四 届 “ 陈 省 身 奖 "颁奖 仪式 上 的 讲话 ,标题 为 
本 书 编者 所 加 。 原 载 《中 国 数学 会 通讯 》1993 年 6 月 。 


这 个 奖 是 由 刘 永 龄 先生 倡议 的 ,当时 我 与 刘 先 生还 不 认识 。 刘 先生 是 香港 的 实 
业 家 ,他 是 1972 年 从 内 地 到 香港 去 的 ,他 跟 我 讲 , 他 刚 到 香港 的 时 候 口 袋 里 只 有 五 元 
fx. 1972 年 8 月 ,我 从 美国 到 国内 来 提倡 “ 双 微 "(微分 几何 与 微分 方程 ) 的 研究 ,今天 
能 有 这 样 的 机 会 ,这 个 是 由 刘 先 生 捐 助 而 设立 的 奖 ,给 予 数 学 是 很 难得 的 事情 。 

我 们 对 刘 先 生 对 国内 的 数学 的 热心 和 大 力 支持 表示 最 大 的 感谢 。 我 想 这 个 奖 
使 得 我 们 有 一 个 最 重要 的 认识 ,就 是 我 们 这 是 第 四 次 ,但 在 这 四 次 以 来 ,我 们 对 于 
得 奖 的 人 选 可 以 说 没有 什么 困难 。 刚 才 讲 起 今年 这 次 评奖 候选 人 有 10 个 之 多 ,以 
往 曾 有 成 就 很 好 的 数学 家 我 们 没有 能 够 给 奖 , 这 个 表示 中 国 的 数学 多 少年 来 已 有 
长 足 的 进步 。 刚 才 两 位 报告 两 位 得 奖 人 一 一 丁 伟 岳 先 生 和 忻 元 龙 先生 的 页 献 , 表 
示 中 国 的 数学 研究 是 达到 国际 的 水 平 ,他 们 两 位 的 工作 在 国际 上 讲 丝 曼 没有 逊色 。 

我 们 现在 需要 做 的 努力 ,当然 是 希望 这 种 人 这 样 的 工作 会 更 多 起 来 ,年 纪 轻 的 
人 能 够 继承 这 个 传统 。 

刘 先 生 当 然 跟 我 很 不 一 样 ,他 有 很 多 钱 , 我 的 显然 只 有 他 的 不 知道 多 少 分 之 
一 。 不 过 他 对 我 们 的 工作 很 感 兴趣 。 我 个 人 在 数学 上 做 了 几 十 年 的 工作 ,我 党 得 
我 是 希望 大 家 能 继续 做 下 去 ,我 想 做 数学 是 很 有 意思 的 。 刘 先生 的 钱 我 想 即 使 有 
机 会 拿 到 的 话 ,我 仍 宁 愿 做 自己 的 数学 。 数 学 是 很 奇怪 的 东西 ,好 像 是 非常 之 抽 
象 ,好 像 是 有 许多 事情 是 大 家 脑筋 里 头 想 这 些 抽象 的 问题 ,不 过 从 几 千 年 的 历史 看 
起 来 ,这 种 抽象 的 思想 是 很 有 用 处 的 ,很 多 的 抽象 结果 在 其 他 方面 上 是 有 很 深刻 的 
应 用 。 比 方 说 我 们 讲 拓 扑 上 的 打 绪 理论 ,这 个 理论 到 现在 在 国际 上 也 没有 完全 解 
决 , 在 拓扑 上 什么 时 候 两 个 结 是 一 样 的 。 不 过 很 奇怪 的 是 ,这 种 理论 在 物理 的 统一 
场 论 中 起 重要 的 作用 ,在 生物 学 上 DNA 的 结构 也 起 很 重要 的 作用 ,在 不 同 的 科学 
方面 我 们 这 种 抽象 的 想法 这 样 奇 妙 地 可 以 起 作用 ,这 个 是 差不多 不 大 能 够 解释 的 。 
我 想 我 们 大 部 分 在 座 的 人 都 是 搞 数学 的 ,用 不 着 我 多 说 的 ,我 们 这 个 很 有 意思 ,也 
容易 使 我 们 得 到 满足 。 

最 后 我 愿意 代表 大 家 向 刘 永 龄 先生 对 中 国 数学 的 文 持 表示 衷心 的 感谢 。 
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42 . 关于 “恢复 中 国 数学 会 的 回忆 


1993 年 6 月 3 日 作者 接受 任 南 衡 、 衣 向 东 的 访谈 , 张 友 余 根 
据 录 音 整 理 成 文 。 原 文 收入 《4 中国 数学 会 史料 》, 江 苏 教 育 出 版 
社 ,1995 年 。 


i]: 您 是 否 知道 新 中 国 数学 会 理事 会 的 改选 情况 和 1948 年 上 半年 在 南京 召开 
的 数学 会 ? 

Bk: 1943 年 7 月 我 就 出 国 去 了 ,1946 年 4 月 回国 后 直接 到 上 海 ,后 到 南京 。 新 
中 国 数学 会 改选 过 没有 ,我 不 知道 。 成 立时 , 姜 立 夫 是 会 长 。 熊 庆 来 什么 时 候 当 选 
为 会 长 ,以 及 成 立成 都 分 会 .重庆 分 会 ,这 些 我 都 不 知道 ,因为 当时 我 不 在 国内 。 如 
果 说 1948 年 上 半年 在 南京 召开 过 一 次 数学 讨论 会 ,参加 者 主要 是 中 央 研 究 院 的 
人 , 那 我 应 该 是 参加 的 ,但 是 我 不 记得 有 这 么 一 个 会 。 

问 : 请 您 重点 谈 谈 1948 年 10 月 在 南京 召开 的 10 学 术 团 体 联 合 年 会 及 中 国 数 
学 会 的 改选 情况 。 

陈 : 1948 年 10 月 在 南京 召开 的 10 学 术 团体 联合 年 会 ,我 是 清楚 的 。 这 次 会 胡 
敦 复 也 来 了 ,大 家 讨论 的 事 ,是 恢复 中 国 数学 会 ,而 不 是 合并 。 我 请 胡 敦 复 、 姜 立夫 
等 到 我 家 吃饭 , 吃 过 饭 后 ,大 家 在 一 块 拟定 数学 会 会 员 的 名 单 ,不 知道 谁 是 会 员 ,就 
把 各 学 校 的 数学 教授 都 写 上 ,副教授 .教员 适当 写 了 一 些 。 会 员 名 单 和 候选 人 名 单 
都 是 我 写 的 。 那 时 我 的 主导 思想 就 是 如 何 把 “新 ” 字 去 掉 。 恢 复 中国 数 学 会 ,就 是 
一 个 数学 会 。 此 时 的 南京 已 经 相当 乱 了 , 乱 得 很 , 开 完 年 会 之 后 ,时 局 就 不 行 了 。 
至 于 以 后 改选 了 没有 , 选举 结果 怎样 ,我 都 不 记得 了 。 可 能 没有 选 成 ,但 是 从 此 
“新 ” 字 就 取消 了 ,统一 为 一 个 中 国 数学 会 。 不 久 我 就 出 国 去 了 。 
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43. 做 “好 ”的 数学 


1994 年 1 月 6 日 应 上 海 市 数学 会 之 邀 , 在 上 海 科 学 会 堂 对 
青年 数学 家 演讲 ,标题 为 本 书 编者 所 加 。 原 文 载 于 华东 师范 大 
学 数学 系 编辑 的 《数学 教学 》1995 年 1 期 。 


很 高 兴 有 机 会 和 大 家 见面 。 我 想 我 们 共同 关心 的 问题 是 如 何 发 展 中 国 的 数 
学 。 我 觉得 其 中 最 关键 的 一 点 是 如 何 培养 中 国 自 己 的 高 级 数学 人 才 。 就 目前 的 情 
形 来 说 ,中 国 训练 自己 的 年 轻 数学 人 才 , 应 该 不 难 做 到 。 因 为 中 国 现在 已 经 有 了 一 
批 优秀 的 数学 家 ,许多 中 国 大 学 培养 的 数学 博士 ,学 术 水 平 不 亚 于 国外 的 博士 。 我 
所 在 的 南开 数学 所 ,就 有 一 位 吉林 大 学 毕业 的 数学 博士 ,能 力 很 强 。 我 将 他 介绍 到 
德国 的 美 因 兹 大 和 学 , 随 克 雷 克 教 授 做 研究 。 克 雷 殉 是 后 起 的 拓扑 学 家 。 这 位 博士 
工作 一 年 以 后 ,于 今年 春节 回国 。 由 于 工作 出 色 ,他 已 接 到 两 项 邀请 ,再 去 国外 合 
作 人 研究 。 我 们 鼓励 他 多 到 各 地 去 访问 。 几 年 来 ,我 们 派 了 一 些 年 青 人 出 去 ,现在 陆 
续 回 来 了 ,人 数 还 不 太 多 ,但 已 开始 起 作用 。 美 国 这 几 年 经 济 不 好 , 找 数学 的 职位 
很 难 。 这 一 情况 铠 怕 还 得 继续 一 个 时 期 。 到 国外 去 ,不 必 去 读 博 士 ,做 博士 后 最 
好 。 多 一 些 人 留 在 中 国 , 最 终 目 的 还 是 提高 大 学 \ 人 研究 院 的 数学 水 准 。 

当前 中 国 数学 发 展 的 主要 问题 是 经 费 不 足 。 虽 说 国家 设立 了 专项 文 持 数 学 人 研 
究 的 天 元 基金 ,相当 重视 。 但 数量 毕竟 不 多 ,分 到 下 面 就 设 有 多 少 了 。 我 更 关心 赋 
究 生 的 待遇 。 一 些 特别 优秀 的 研究 生 可 否 给 以 特级 奖学金 ? 假如 上 海 每 年 资助 20 
名 优秀 生 ,每 月 津贴 500 元 的 话 ,一 年 所 需 经 费 不 过 十 来 万 。 许 多 有 力量 的 企业 家 
资助 这 点 钱 ,设立 专门 的 奖学金 ,应 该 不 太 困 难 。 问 题 是 我 们 的 工作 做 得 不 够 ,人 
家 不 了 解 。 | 

现在 读数 学 的 人 少 了 ,许多 人 都 想 去 做 生意 。 美 国 也 是 如 此 ,国际 性 的 。 这 倒 
没什么 可 怕 。 对 数学 没有 兴趣 的 人 何必 来 读数 学 ?不 真心 念 数学 的 学 生 不 来 也 
好 。 人 少 些 , 但 精 些 ,更 易 出 人 才 。 我 们 要 帮助 的 是 那些 热爱 数学 的 优秀 人 才 。 我 
们 搞 数学 的 生活 要 改善 ,但 也 不 能 太 舒 服 。 住 在 上 海 的 宾馆 ,饭店 ,舒服 得 很 , 菜 米 
得 非常 好 吃 , 可 我 觉得 那 不 必 是 做 数学 的 地 方 。 做 数学 的 人 是 为 外 一 种 享受 ,大 家 
聚 在 一 起 ,互相 谈 谈 。 一 旦 有 了 一 个 得 意 的 想法 (Idea) ,无 论 简 单 的 还 是 重大 的 ,都 
是 一 种 最 高 的 享受 。 数 学 这 个 职业 ,生活 相对 比较 清 天 ,发 不 了 财 ,但 有 一 个 好 处 ， 
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— 4g. 做 “好 "的 数学 

就 是 比较 保险 。 做 一 个 数学 家 至 少 得 下 十 年 苦 功 ,不 是 什么 人 都 能 来 顶替 的 。 别 
人 很 难 来 抢 你 的 饭碗 ,所 以 说 “保险 "。 我 个 人 觉得 ,读数 学 的 人 不 必 太 多 。 “大 家 
不 想 读数 学 ” ,在 某 种 意义 上 说 ,反倒 可 能 支持 真正 的 数学 研究 者 。 国 外 读数 学 的 
人 少 ,也 许 正 是 中 国 成 为 “数学 大 国 ” 的 机 会 。 当 然 ,我 们 希望 中 国 数学 家 的 待遇 能 
逐渐 追 上 国际 水 平 。 | | 

以 下 我 想 说 怎样 做 数学 。 中 国人 应 该 搞 中 国 自 己 的 数学 ,不 要 老 是 跟着 人 家 
走 。 前 些 年 刚 开 放 , 请 一 些 国际 上 最 好 的 数学 家 来 ,了 解 人 家 的 工作 ,欣赏 他 们 的 
成 果 , 那 是 很 必要 的 。 但 是 中 国 数学 应 该 有 自己 的 问题 , 即 中 国 数学 家 在 中 国 本 土 
上 提出 ,而且 加 以 解决 的 问题 。 数 学 不 像 其 他 学 科 ,几乎 全 世界 都 必须 同时 攻 一 两 
个 大 问题 ,而 是 有 很 大 的 选择 自由 。 我 们 可 以 根据 自己 的 情况 ,挑选 自己 的 数学 研 
究 课题 。 题 目 不 必 都 选 热门 的 。 我 过 去 做 微分 几何 时 ,在 当时 是 冷门 。 有 些 东 西 
似乎 很 老 ,过 时 了 。 其 实 未 必 。 索 菲 斯 李 引 进 连 续 群 理论 , 写 了 三 卷 本 的 《变换 群 
理论 ), 里 面 还 有 许多 思想 可 以 进一步 挖掘 和 发 展 , 仍 有 现实 意义 。 

那么 应 该 选择 怎样 的 课题 呢 ? 哪些 是 “好 ”的 问题 ? 哪些 是 不 大 好 的 问题 ? 这 
没有 一 定 的 挑选 方法 ,各 人 的 标准 也 不 同 。 有 些 人 总 把 自己 做 出 来 的 东西 说 成 是 
最 好 的 , 那 往往 不 对 。 在 香港 时 我 们 有 机 会 谈 到 过 这 一 点 ,我 提议 看 看 公认 的 大 数 
学 家 提出 的 .研究 的 是 什么 问题 。 | 

20 世纪 开始 的 那 一 年 ,1900 年 , 希 尔 伯 特 在 巴黎 举行 的 国际 数学 家 大 会 上 提 
出 了 23 个 数学 问题 ,对 本 世纪 的 数学 发 展 有 重大 影响 ,可 以 说 影响 了 20 世纪 数学 
的 各 个 方面 。 希 尔 伯 特 关于 好 的 问题 提出 了 两 个 标准 。 一 个 是 清晰 易 懂 。 他 在 那 
次 演讲 中 引用 法 国 拉 格 朗 日 (当时 活着 的 最 伟大 的 数学 家 ) 的 话 :“ 一 种 数学 理论 应 
该 能 向 在 大 街 上 遇 到 的 第 一 个 人 解释 清楚 。” 清 楚 的 易于 理解 的 问题 会 吸引 人 们 的 
兴趣 ,而 繁复 的 问题 却 使 我 们 望而却步 。 另 一 个 标准 : 问题 应 是 困难 的 ,但 又 不 能 
无 法 解决 以 致使 人 们 白费 气力 。 

希 尔 伯 特 在 演讲 中 曾 提 到 两 个 好 的 数学 问题 。 第 一 个 是 费 马 问题 , 即 


x" + y" = 2” (n> 3) 


没有 正 整 数 解 。 这 一 问题 去 年 盛传 已 解决 ,后 来 发 现 还 有 一 条 鸿沟 没有 填 没 。 最 
近 又 听 说 这 个 困难 可 以 克服 。 费 马 问题 引发 了 代数 数论 的 研究 。 高 斯 年 青 时 写 过 
《算术 研究 》, 非常 重要 。 他 的 工作 都 是 开创 性 的 。 微 分 几何 也 是 高 斯 英 基 的 。 后 
来 希 尔 伯 特 也 研究 数论 ,使 他 出 名 的 最 早 工作 就 是 《数论 报告 ) ,非常 深 刻 ,至 今 仍 
有 影响 。 第 二 个 问题 是 著名 的 “三 体 问题 ”, 它 是 天 体力 学 中 一 个 十 分 自然 的 问题 ， 
涉及 许多 分 析 、 几 何 、 拓 扑 的 分 支 , 具 有 重要 的 应 用 。 庞 加 莱 写 了 两 大 本 书 加 以 讨 
论 。 最 近 项 武义 教授 对 此 问题 有 新 的 见解 。 总 之 , 希 尔 伯 特 的 这 一 讲演 值得 一 看 。 
美国 数学 会 曾 在 1976 年 专门 开会 讨论 希 尔 伯 特 的 23 个 问题 的 进展 情况 。 

说 到 好 的 数学 问题 ,我 想起 数学 奥林匹克 竞赛 。 中 国 中 学 生 在 国际 竞赛 中 获 
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奖 ,的 确 是 中 国 青年 的 光荣 ,我 兽 经 多 次 表示 玩赏 和 鼓励 。 但 是 我 认为 那些 数学 竞 
赛 题 都 不 是 好 的 数学 题 。 一 个 孩子 在 几 小 时 里 能 作出 来 的 ,一 定 缺 乏 深刻 的 含义 。 
有 些 题 的 解决 当然 需要 技巧 ,但 这 种 技巧 不 是 好 的 研究 课题 。 今 年 得 诺 贝尔 经 济 
学 奖 的 约翰 .纳什 是 数学 家 ,也 是 我 的 朋友 。 他 会 提出 各 种 希奇 古怪 的 问题 ,如 他 
发 现在 欧洲 地 图 上 有 四 个 城市 恰 构 成 正方 形 。 这 当然 是 新 发 现 , 却 没 有 多 大 意思 。 
”我 无 法 非常 明确 地 说 出 什么 是 好 的 数学 问题 ,但 总 要 自己 先 选 有 较 大 意义 的 
问题 去 做 ,要 有 自己 的 观念 。 大 家 都 注意 做 好 的 问题 ,提出 新 观念 ,我 想 我 们 一 定 
会 成 功 的 。 | 
最 后 ,我 想 说 ,数学 研究 不 能 集中 在 一 两 个 地 方 , 要 全 国 各 地 都 搞 起 来 。 小 地 
方 往往 会 出 现 很 好 的 数学 家 。 但 是 他 们 要 受过 严格 的 训练 ,许多 读 了 新 闻 报 道 而 
思考 数学 问题 的 人 ,往往 还 不 知道 什么 是 “一 个 数学 的 证 明 ” 就 动手 做 起 数学 来 , 那 
是 不 成 的 。 研 究 数学 还 是 要 踏 踏实 实地 打 好 基础 。 
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44 《数学 百科 全 书 ) 序 


由 苏联 I. M. 维 诺 格 拉 多 夫 院 士 主编 的 《数学 百科 全 书 》 于 
1986 年 出 版 ,不 久 和 荷兰 又 组 织 180 位 西方 数学 家 , 编 印 增订 的 英 
KA, PRAHA SF BMAF, HS A, 1904 年 出 版 第 一 卷 。 
苏 步 青 题字 ,陈省身 作 序 。 


在 人 类 的 思想 史上 ,数学 有 一 个 基本 和 独特 的 地 位 。 几 千年 来 ,从 巴比伦 的 代 


数 , 希 腊 的 几何 ,中 国 、 印 度 、 阿 拉 伯 的 数学 ,直到 近代 数学 的 伟大 发 展 ,虽然 历史 有 ” 


时 中 断 , 但 对 象 和 方法 则 是 一 致 的 。 数 学 的 对 象 不 外 “ 数 ” 与 “ 形 " ,虽然 近代 的 观 
念 ,已 与 原始 的 意义 ,相差 其 远 。 数 学 的 主要 方法 ,是 逻辑 的 推理 。 因 之 建立 了 一 
个 坚固 的 思想 结构 。 这 些 结果 会 对 其 他 学 科 有 用 ,是 可 以 预料 的 。 但 应 用 远 超过 
了 想像 。 数 学 固然 成 了 基本 教育 的 一 部 分 。 其 他 科学 也 需要 数学 作 理想 的 模型 ， 
从 而 发 现 相 应 科学 的 基本 规律 。 

FRED AP ,数学 的 任务 是 艰巨 的 : 它 既 需 充 实 已 有 的 基础 ,还 需 应 
付 外 来 的 冲击 。 一 部 完整 的 数学 百科 全 书 , 便 有 迫切 的 需要 。 但 兹 事 体 大 ,许多 合 
格 的 数学 家 ,都 望而却步 。 

我 们 有 幸 有 这 一 套 办 联 的 《数学 百科 全 书 》。 它 对 数学 的 贡献 ,将 无 法 估计 。 
我 们 要 了 解 , 数 学 是 一 种 “ 活 ” 的 等 问 : 它 的 内 容 ,不断 在 变化 ,在 进展 。 我 们 现在 
大 学 研究 院 数学 活动 的 内 容 , 大 部 分 在 50 年 前 是 不 存在 的 ,其 他 一 部 分 则 是 背 贤 
伟大 思想 的 精华 ,将 历久 而 弥 新 。 我 建议 《百科 全 书 ) 每 两 年 出 一 附录 ,包括 新 项 目 
和 旧 项 目的 重 写 。 如 有 佳 构 , 不 必 拘 泥 编 辑 的 方针 。《 百 科 全 书 》 每 隔 藻 干 年 宜 有 
新 版 。 

面 对 着 这 座 巨 大 的 建筑 , 令 人 悍 惑 。 百 科 全 书 原 不 为 有 涯 之 身 所 能 控制 的 。 
数学 工作 者 的 使 命 在 对 某 些 选 定 的 项 目 ,增加 了 解 和 探索 。 本 书 将 便利 他 们 思考 
范围 的 推广 。 

我 相信 数学 将 有 一 个 黄金 时 代 , 其 中 将 有 多 数 的 中 国 数学 家 参加 。 和 希望 本 书 
能 起 相当 的 作用 。 
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45. 在 数学 上 ,中 国 是 统一 了 


1995 年 ,在 北京 举行 中 国 数学 会 成 立 60 周年 年 会 ,这 是 作 
者 在 开幕 式 上 的 讲话 。 标 题 为 本 书 编者 所 加 。 原 文 见 《中 国 数 
学 会 通讯 》1995 年 6 月 ,后 收入 《中 国 数学 会 60 年 》, 湖 南 教 育 出 
版 社 ,1996 年 。 


今天 很 荣幸 能 参加 这 个 庆祝 会 ,而 且 可 以 致词 。 对 我 讲 呢 , 是 有 特别 意义 的 。 
因为 我 们 大 家 都 知道 ,中 国 数学 会 是 1935 年 成 立 的 ,数学 会 前 前 后 后 我 差不多 都 
参加 了 ,例如 说 10 年 前 在 上 海 的 50 周年 庆祝 会 ,我 也 有 机 会 参加 。 

1935 年 是 中 国 困难 的 一 年 , 那 时 候 日 本 侵略 是 非常 厉害 ,迫在眉睫 的 。 我 们 都 
知道 1937 年 发 生 卢 沟 桥 事变 ,中 日 两 个 国家 正式 冲突 了 。 这 是 中 国 历史 上 非常 艰 
苦 的 时 期 ,中国 死 的 人 , 按 最 近 的 报导 有 三 四 千 万 人 。 那 么 , 讲 到 数学 , 那 时 数学 会 
成 立 是 在 上 海 ,上 海 是 在 租界 的 保护 之 下 。 国 内 的 几 个 重要 大 学 ,如 西南 联合 大 
学 ,清华 大 学 北京 大 学 、 南 开 大 学 ,或 者 数学 很 有 地 位 的 大 学 ,如 浙江 大 学 都 是 在 
沿海 .在 战区 的 地 方 ,数学 的 工作 没 法 进行 。 我 们 几 个 朋友 ,包括 华罗庚 先生 ,在 昆 
明 西 南 联合 大 学 ,我 们 党 得 数学 的 工作 不 能 停顿 ,所 以 我 们 成 立 了 一 个 “新 中 国 数 
学 会 。 因 为 不 能 再 成 立 一 个 ,很 麻烦 ,我们 也 没有 这 个 意思 ,我 们 对 政治 一 点 经 验 
也 没有 ,也 不 知道 怎么 搞 法 好 。 就 用 一 个 新 名 字 , 叫 做 “新 中 国 数学 会 ”, 姜 立夫 先 
生 是 会 长 , 华 先生 是 会 计 , 我 是 文书 。 信 就 是 由 我 来 写 ,这 样 我 们 几 个 就 把 事情 给 
做 了 。 在 昆明 有 一 次 开 年 会 , 陈 建 功 先生 从 贵州 湄 潭 ( 那 时 浙江 大 学 在 湄 潭 ) 到 昆 
明 来 ,来 参加 我 们 这 个 会 。 当 时 新 中 国 数学 会 也 有 出 版 ,出 版 了 好 几 期 中 国 数学 会 
的 杂志 。 我 希望 这 个 杂志 国内 还 能 够 找 得 到 ,有 些 还 是 过 得 去 的 论文 。 

我 给 你 们 讲 讲 我 所 知道 的 一 部 分 中 国 数学 会 和 新 中 国 数学 会 的 历史 ,现在 这 
方面 的 历史 记载 还 没有 ,也 许 有 一 天 我 会 把 这 些 , 把 我 的 经 历 写 下 来 。 

国家 胜利 了 ,不 能 有 两 个 数学 会 。 数 学 家 解决 这 个 问题 非常 简单 ,因为 谁 都 不 
愿 做 会 长 ,做 会 长 显然 就 是 要 取消 新 中 国 数学 会 的 “新 ”。 我 们 这 些 搞 新 中 国 数学 
会 的 人 要 是 从 政治 眼光 上 讲 , “新 ” 字 取 消 是 很 大 的 事情 。 我 们 和 华罗庚 同志 想 , 取 
消 就 取消 吧 ,就 变 成 了 一 个 ,当然 是 中 国 数学 会 。 那 么 然后 很 明显 ,就 是 改选 ,全 国 
的 人 (包括 台湾 在 内 ) ,一 起 改选 ,成 立 一 个 新 组 织 。 问 题 完 全 就 解决 了 ,没有 什么 
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问题 的 。 有 很 巧 的 一 件 事情 ,就 是 刚才 我 讲 新 中 国 数学 会 的 会 长 是 兰 立夫 先生 , 原 
来 中 国 数学 会 的 会 长 是 胡 敦 复 先生 ,当年 他 是 上 海 大同 大 学 的 校长 , 姜 先 生 的 夫人 
就 是 胡 先 生 的 妹妹 。 有 一 天 ,我 请 他 们 到 我 家 吃饭 ,大 家 这 人 么 一 来 ,我 弄 了 一 个 名 
单 (就 是 从 教育 部 拿 到 的 ) ,包括 所 有 大 学 的 教职员 在 内 ,请 大 家 选举 。 选 举 完了 以 
后 新 的 组 织 就 产生 了 ,我 们 这 几 个 人 的 事情 就 没有 了 。 我 个 人 是 党 得 人 生 最 好 的 
事情 就 是 没有 职务 ,什么 都 不 要 管 。 这 个 ,我 想 跟 诸位 多 年 来 所 受 的 教育 很 不 
一 样 。 

总 而 言 之 ,虽然 中 间 有 这 人 么 一 段 插 曲 ,我 不 敢 说 有 和 多么 完全 可 靠 ,可 能 完全 是 
我 个 人 的 观点 。 这 个 观点 ,如果 有 人 对 中 国 数学 会 的 历史 有 兴趣 的 话 , 有 机 会 我 要 
跟 他 们 谈 谈 ,把 它们 弄 得 准确 一 些 。 

还 有 一 个 事情 ,我 要 跟 诸 位 报告 的 ,就 是 中 国 数学 会 在 国际 数学 组 织 中 的 地 
位 。 我 们 知道 数学 会 的 国际 组 织 是 国际 数学 联盟 (International Mathematical Union， 
简称 IMU) 。 台 湾 是 这 个 组 织 的 成 员 。 你 们 诸位 有 国际 交往 经 验 的 话 ,都 知道 这 种 
问题 ,这 个 结 是 不 太 容 易 打开 的 。1990 年 国际 数学 家 大 会 在 美国 加 州 们 克利 开会 ， 
我 在 那里 。 中 国 大 陆 和 台湾 地 区 都 有 代表 去 ,我 都 认识 ,都 是 熟人 。 不 但 如 此 ,IMU 
的 主席 J. 英 泽 是 瑞士 苏黎世 工业 大 学 的 教授 ,我 跟 他 不 但 熟 得 很 ,而 且 还 一 同 写 过 
文章 ,我 想 我 们 把 中 国 统一 问题 解决 了 ,我 跟 他 谈 了 了 半天。 也许 你 们 有 兴趣 ,IMU 
的 会 员 分 五 级 ,最 高 的 是 第 五 级 ,最 低 的 是 第 一 级 ,每 个 会 员 交 的 会 费 与 你 的 级 数 
有 关 , 要 五 级 就 是 五 信 。 台 湾 , 因为 它 地 方 小 , 它 这 会 员 就 是 第 一 级 。 中 国 当 时 有 
个 问题 ,中 国 要 加 入 这 个 国际 数学 联盟 应 该 是 第 几 级 。 美 国 、 苏 联 当 时 是 第 五 级 ， 
后 来 法 国 要 把 它 放 在 第 四 级 ,因此 大 家 有 些 争论 。 结 果 呢 ,把 中 国 算 第 五 级 , 那 次 
在 伯克利 讨论 中 国 参 加 IMU 是 第 五 级 ,中 国 大 陆 出 三 位 代表 ,台湾 出 两 位 代表 ,由 
IMU 分 别 通 知 他 们 到 会 , 可 是 代表 的 正式 名 字 是 “CHINA” ,是 “中 国 "。 到 那 时 , 住 
在 一 起 ,都 是 朋友 嘛 ,完了 之 后 呢 , 到 我 家 吃 了 一 顿 饭 ,大 家 都 很 融 治 。 所 以 我 就 很 
有 意思 地 向 大 家 报告 一 下 ,数学 上 中 国 是 统一 了 。 
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原 载 《 科 学 》 第 49 卷 第 1 期 ,上 海 ,1997 年 。 
数学 是 一 门 演绎 的 学 问 , 从 一 组 公设 ,经 过 逻辑 的 推理 ,获得 结论 。 因 此 结果 


是 十 分 坚强 的 。 它 会 有 用 ,是 可 以 想像 的 。 但 应 用 的 广泛 与 深刻 , 则 到 了 神 妙 的 地 
步 ,非常 理 可 以 预料 的 了 。 以 下 就 最 近 数 学 的 发 展 , 举 奋 干 故事 为 谈 助 。 





数学 的 发 展 中 有 一 个 突出 的 观念 叫做 “ 群 ”"。 要 研究 群 的 结构 ,自然 应 研究 群 
的 子 群 , 即 在 同一 运算 下 成 群 的 子 集 。 命 G ATH, H C 6 为 一 子 群 ,如 对 任何 g € 
G, g | Hg C HH, 则 五 称 为 正则 (nonmmal) 的 。 正 则 子 群 的 存在 ,可 使 群 6 的 研究 变 
为 子 群 HH 及 商 群 G/H 的 研究 ,而 因此 简单 化 。 

大 致 说 来 ,没有 正则 子 群 的 群 叫做 单 群 (simple group)。 这 名 词 有 点 滑稽 ;显然 
单 群 并 不 简单 。 关 于 单 群 , 有 限 群 论 中 有 一 个 深刻 的 定理 ,叫做 费 特 -汤普森 定理 : 
单 群 的 级 (order, 即 元 素 的 个 数 ) 是 偶数 。 

有 限 群 论 的 一 个 奇特 现象 ,是 除了 一 些 传 统 群 外 ,有 某 些 零星 的 单 群 。 现 在 所 
知 最 大 零星 单 群 的 级 是 

808 017-000 000, 
共有 54 位 数 。 这 是 费 希 尔 与 格 里 斯 发 现 的 。 数 学 家 叫 它 为 “怪物 ”(monster)。 这 
当然 是 一 个 十 分 奇怪 的 群 。 有 专家 说 ,所 有 的 有 限 单 群 都 在 这 里 了 。 这 结果 的 证 
BY , 听 说 需 1000 页 ,也 没有 人 完全 写 下 来 。 干 页 的 证 明 ,含有 错误 的 可 能 性 是 很 
大 的 。 | 

这 样 ,数学 就 起 了 疑问 : 长 证 明 算 不 算 证 明 ? 计算 机 检验 到 某 一 高 度 算 不 算 
证 明 ? 这 是 目前 的 一 个 聚 讼 的 问题 。 


椭圆 曲线 


所 谓 费 马 的 最 后 定理 说 ,方程 式 
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x + y = z",  »2,X 0 


没有 整数 解 (x,y,z)。 

这 个 传说 了 300 多 年 的 结果 ,最 近 由 英国 数学 家 怀 尔 斯 及 泰勒 证 明了 。 这 当 
然 是 近 几 年 来 数学 界 的 一 件 大 事 。 全 文 见 1995 FEA God), 

证 明 中 使 用 的 一 个 基本 工具 ,叫做 “椭圆 曲线 ”。 这 是 代数 数论 的 一 支 。 有 以 
下 一 则 故事 : 英国 的 大 数学 家 哈代 有 一 天 去 医院 探望 他 的 朋友 、 印 度 天 才 数 学 家 
拉 马 努 金 。 了 哈代 的 汽车 号 是 1729。 他 向 拉 马 努 金 说 ,这 数目 没有 意思 。 拉 马 努 金 
回答 说 ,不 然 , 这 是 最 小 的 数 ,可 用 两 种 不 同方 法 , 写 为 两 个 立方 数 的 和 的 ,如 


1729 = P + 12 = 9 + 10), 


这 结果 可 用 椭圆 曲线 来 证 明 。 
椭圆 曲线 是 一 门 深 刻 而 美妙 的 数论 。 一 个 系数 是 整数 的 多 项 式 方程 


P(x,y) = 0, 


通常 叫做 丢 和 看 图 方程 。 它 有 无 整数 解 ( 即 x, y 都 是 整数 ) ,这 是 数论 的 基本 问题 。 

需要 了 解 的 是 ,这 问题 与 代数 几何 有 关 。 行 上 述 方程 式 的 x,y 是 实数 , 它 确 
定 一 代数 曲线 。 夺 x ,y 是 复数 , 则 方程 可 释 为 把 y 定 为 x 的 多 值 函 数 ; 复 变 函数 论 
有 和 歼 曼 曲面 的 观念 ,用 来 表示 这 个 关系 (但 此 理论 较 复杂 )。 两 种 情形 都 有 一 个 重 
要 数量 ,叫做 亏 格 (genus)。 亏 格 是 1 的 曲线 P(x,y) = 0 叫做 椭圆 曲线 。 椭 圆 曲线 
上 有 一 种 奇怪 的 加 法 ,成 一 可 交换 群 ,这 是 代数 数论 的 一 个 十 分 有 趣 的 结果 。 

日 本 数学 家 谷山 丰 推 测 , 我 的 同事 伯克利 加 州 大 学 教授 里 贝 证 明 : 费 马 定理 
可 由 一 个 椭圆 曲线 的 定理 导出 。 怀 尔 斯 就 证 明了 这 条 定理 。 

从 这 定理 我 们 应 认识 ,高 深 数 学 是 必要 的 。 费 马 定理 的 结论 虽然 简单 ,但 它 蕴 
藏 着 许多 数学 的 关系 , 远 超出 结论 中 的 数学 观念 。 这 些 关 系 ,日 新 月 异 , 十 分 神 妙 。 
FZE, SAFH. 

我 相信 , 费 马 定理 不 能 用 初等 方法 证 明 。 这 种 努力 ,会 是 徒劳 的 。 数 学 是 一 个 
整体 ,一 定 要 吸收 几 于 年 的 所 有 进步 。 





1995 年 初 的 一 天 晚上 ,我 和 内 人 看 睡 前 的 电视 新 闻 。 忽 然 听 到 我 的 名 字 , 大 吃 
一 惊 。 原 来 加 利 福 尼 亚 发 行 一 种 彩票 , 头 彩 300 765, FT RR, SX BUR TE 
生 , 名 叫 马 米 尼 ,中 了 头 彩 , 获 美 金 2 200 万 元 。 他 并 且说 ,将 以 100 77 6 RBS TUA 
大 学 ,设立 “陈省身 讲座 ”。 

学 校 决定 ,以 此 讲座 邀请 名 学 者 为 访问 教授 。 第 一 位 应 邀 的 为 英国 数学 家 阿 
蒂 亚 事 士 。 他 是 剑桥 大 学 三 一 学 院 的 院 长 , 曾 任 伦敦 皇家 学 会 会 长 。 他 作 了 八 讲 ， 
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讲 题 是 “拓扑 与 量子 场 论 ”。 

这 是 当前 一 个 热门 的 课题 ,把 最 高 深 的 数学 和 物理 联 起 来 了 ,导出 了 深刻 的 
结果 。 

物理 学 的 一 个 基本 观念 是 “ 场 ”"。 电 磁场 尤为 近代 生活 的 一 部 分 。 电 磁场 的 势 
(potential) 适 合 麦 克 斯 韦 方 程 ,但 它 不 是 一 个 函数 。 这 种 场 叫做 规范 场 。 

物理 上 有 四 种 场 : 电磁 场 .引力 场 、 强 场 和 弱 场 。 现 在 知道 ,这 些 场 都 是 规范 
场 , 即 数学 上 是 一 组 矢量 空间 ,用 线性 群 结合 起 来 的 。 电 磁场 的 重要 推广 ,是 杨 - 米 
尔 斯 的 规范 场 论 。 它 把 群 从 旋转 群 推广 到 SU(2) 一 一 一 个 非 交 换 的 群 。 

这 上 自 是 科学 上 一 个 伟大 的 发 展 。 数 学 家 可 以 自豪 的 是 所 需 的 几何 观念 和 工 
具 , 在 数学 上 已 经 发 展 了 。 

杨 -米尔 斯 方程 反 过 来 影响 到 拓扑 。 这 个 方面 的 一 个 主要 工作 者 是 英国 年 轻 
的 数学 家 唐 纳 森 。 利 用 杨 - 米 尔 斯 方程 可 以 证 明 , 四 维 欧 氏 空 间 RY 有 无 数 微分 结 
构 , 与 基本 的 不 同 。 这 结果 最 近 又 由 蹇 伯 格 - 威 腾 的 新 方程 大 大 地 简化 了 。 

二 维 流 形 的 发 展 有 一 段 光 且 的 历史 。 现 在 看 来 ,三 、 相 维 流 形 各 将 更 为 丰 定 和 
神 妙 。 它 将 在 数学 和 物理 上 开 出 美丽 的 花 打 是 可 以 断言 的 。 








在 一 定 空间 中 如 何 能 装 得 最 紧 , 这 显然 是 一 个 实际 而 重要 的 问题 。 为 使 问题 
数学 化 ,我 们 假定 所 装 物 体 为 半径 为 1 的 球 。 一 个 立刻 产生 的 问题 是 : 围 着 一 球 ， 
可 放 几 个 同样 大 的 球 ? 

在 二 维 的 平面 , 绕 一 单位 圆 我 们 显然 可 放 6 个 单位 园 。 在 三 维 的 空间 ,我 们 如 
把 单位 球 绕 单位 球 , 则 可 以 证 明 ,12 个 球 是 放 得 进 的 。 剩 下 还 有 许多 空间 (AAG 
放 进 第 13 个 球 。 

这 定理 并 不 容易 证 。 关 于 空间 装 球 的 密度 ,有 一 个 开 普 勒 假设 ,已 经 400 多 年 
了 。 最 近 ,项 武义 教授 对 这 个 问题 又 作 了 巨大 的 贡献 .3 关于 这 问题 的 各 个 方面 ， 
请 参阅 项 武义 最 近 的 文章 。 

立体 几何 是 一 个 重要 而 困难 的 方面 。 近 年 来 Ca 的 研究 显示 了 几何 在 化 学 上 
的 应 用 。 它 当然 对 固态 物理 也 有 重大 作用 。 球 装 不 过 是 立体 几何 中 的 一 个 问题 ， 
前 途 却 是 大 有 发 展 的 。 





最 近 经 我 的 鼓励 , 芬 斯 勒 几 何 有 重大 的 发 展 , 作 简略 报告 如 次 。 
在 (x,y) 平 面 上 设 积分 : 
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b 
Ss = | F(x,y,dy/dx)dx, 


其 中 y 为 x 的 未 知 函 数 。 求 这 个 积分 的 极 小 值 , 就 是 第 一 个 变 分 学 的 问题 。 称 s 
KIR ,把 观念 几何 化 , 即 得 分 斯 勒 几何 。 
高 斯 看 出 ,在 特别 情形 ， 


F? = Er+2Fy + Gy’, y! = dy/dx, 


AP E,F,G 为 x,y 的 函数 ,几何 性 质 特别 简单 。1854 年 黎 曼 的 演讲 讨论 了 整个 
情形 ,创立 了 黎 曼 - 芬 斯 勒 几 何 。 百 余年 来 黎 曼 几何 在 物理 学 有 重要 的 应 用 ,而 整 
体 黎 曼 几 何 的 发 展 更 是 近代 数学 的 核心 部 分 。 

黎 曼 的 几何 基础 包含 分 斯 勒 几何 。 我 们 最 近 几 年 的 工作 ,把 黎 曼 几何 的 发 展 ， 
局 部 的 和 整体 的 ,完全 推广 到 分 斯 勒 几 何 。 这 将 是 微分 几何 的 一 块 新 园地 ,预料 前 
景 无 限 。1995 FR ,在 美国 的 西雅图 有 一 个 芬 斯 勒 几 何 的 国际 会 议 ,其 报告 已 于 
1996 年 由 美国 数学 会 出 版 。 

分 斯 勒 几何 ,在 著名 的 1900 年 的 希 尔 伯 特 演讲 中 ,是 第 23 个 问题 。 





中 国人 的 数学 能 力 是 不 容 怀 疑 的 。 中 国 将 成 数学 大 国 , 我 觉得 也 是 不 争 的 事 
实 , 可 能 时 间 会 有 迟早 而 已 。 我 希望 注意 下 列 几 点 : 

(1) 要 发 展 中 国 自 己 的 数学 。 数 学 和 干 头 万 绪 , 无 法 尽 包 。 集 中 在 几 个 方向 是 
自然 的 选择 。 当 年 苏 兰 的 复 变 函数 论 和 波兰 的 分 析 都 是 成 功 的 例子 。 但 我 个 人 襄 
欢 低 维 拓扑 ,希望 有 人 注意 。 

(2) 19 世纪 的 挪威 ,是 一 个 个 远 的 国家 ,但 她 产生 了 两 个 大 数学 家 : 阿 贝尔 和 
李 。 中 国 的 数学 发 展 ,必须 普遍 化 ; 穷 乡 僻 壤 , 何 地 无 才 。 几 年 前 我 曾 提 议 强 化 十 
个 重点 大 学 的 数学 所 。 这 个 计划 当 为 目前 发 展 数学 最 重要 的 措施 ,但 个 数 可 能 要 
添加 三 五 个 。 

中 国 的 中 小 学 数学 教育 ,不 低 于 欧美 。 我 们 到 了 攀登 的 时 候 了 。 
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4 /. 记 几 位 中 国 的 女 数学 家 

本 文 与 康 润 芳 合 作 。 原 载 《 传 记 文学 》 第 66 卷 第 5 期 ,1995 年 。 

3| a | 

中 国 对 于 近代 数学 的 研究 开始 较 晚 ,第 一 个 在 国外 获得 博士 学 位 的 是 胡 明 复 
先生 ,他 于 1916 年 获得 哈佛 大 学 博士 。 目 此 ,70 年 来 ,中 国 数学 家 人 才 碍 出 ,成 就 
辉 焊 。 本 文 拟 报告 若干 位 女 数 学 家 。 她 们 都 生 于 1950 年 前 后 ,原籍 大 陆 , 在 台湾 
生长 , 受 小 、 中 、 大 学 教育 , 赴 美 受 高 深 的 训练 ,现在 都 是 知名 的 数学 家 。 和 台湾 在 这 
短 短 的 三 四 十 年 内 产生 了 多 位 杰出 的 女 数 学 家 ,我 认为 是 中 国 历史 上 的 奇迹 ,当然 
也 是 中 华 民族 的 光荣 。 

究竟 数学 是 什么 ? 数学 家 做 些 什么 ?大 致 说 来 ,数学 把 自然 现象 抽象 化 ,用 逻 
辑 推理 获得 结论 。 因 为 对 象 和 方法 都 “简单 ”, 便 成 为 一 门 有 力 和 有 用 的 学 问 。 例 
如 : 以 一 条 狗 、 两 条 狗 到 1、2、3, 从 1,23 到 x、y、z, 便 看 出 代数 的 力量 。 又 如 方程 
X ox + 1 = 0 当然 没有 解 。 因 为 任意 正 或 负 的 数 的 平方 必然 是 正 数 。 但 是 如 果 引 
进 理想 数 , 使 它 有 人 解 , 便 得 复数 。 复 数 系统 在 科学 上 的 作用 可 大 了 。 没 有 复数 , 便 
没有 电磁 学 , 便 没 有 量子 力学 , 便 没 有 近代 文明 ! 数学 的 伟大 是 不 可 想像 的 。 

再 举 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 为 例 。 这 本 伟大 的 书 把 空间 的 性 质 建 在 少数 公理 
上 ,从 公理 用 逻辑 推论 获得 空间 的 性 质 。 如 三 角形 里 三 角 的 和 等 于 180? 的 定理 ,或 
ELA = FATE A) gd FE BR (A? + RS = 弦 *) 都 可 有 漂亮 的 几何 证 明 。 欧 氏 空 间 的 推 
广 , 可 以 用 到 爱 因 斯 坦 的 相对 论 和 杨振宁 -米尔 斯 的 规范 场 论 ,真是 人 类 智慧 的 
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我 们 欢迎 以 下 各 位 来 到 这 块 充满 奇迹 的 数学 园地 。 介 绍 这 几 位 女 数学 家 的 资 
料 是 她 们 自己 供给 ,由 康 润 芳 负责 编写 及 结论 。 

JE 

1948 年 生 于 陕西 长 安 , 父 张 范 , 湖 南 长 沙 人 ; 母 陈 里 育 ,浙江 宁波 人 。1950 年 
举 家 由 长 安 迁 至 香港 ,1953 年 由 香港 迁 台 湾 , 在 台湾 长 大 。 父 亲 从 事 建 筑 业 ,母亲 
任 会 计 。 小 时 台湾 环境 十 分 艰难 ,但 父母 以 她 和 弟弟 学 业 为 重 ,一 直 顺 利 地 求学 。 

她 从 小 喜欢 读书 , 尤 好 文学 ,但 始终 党 得 数学 最 简单 明了 。1960 4 A & b — X 
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中 ,印象 中 最 深刻 的 是 在 炎炎 夏 日 中 阅读 中 外 名 著 小 说 ,及 反复 项 酌 解 析 三 角 题 
A ,其 乐 无 穷 。 到 高 三 要 决定 大 学 方向 时 , 正 值 杨振宁 先生 来 台 讲 学 ,他 说 “现在 数 
学 正 呈 放射 性 发 展 , 为 年 轻 人 研究 科学 最 好 方向 ”, 影 响 了 她 选择 数学 为 大 学 第 一 
志愿 。1966 年 保送 和 台湾 大 学 数学 系 。4 年 中 受到 说 严 的 教诲 ,尤其 和 同班 几 位 
女 同学 互相 切磋 ,彼此 同 游 共 进退 ,生活 热闹 愉快 ( 刘 小 咏 、 胡 守 仁 、 李 文 卿 、 金 芳 
7x .吴征 眉 RE, AAEM). 

1970 年 到 美国 加 州 大 学 伯克利 分 校 人 数学 研究 所 。 伯 克利 名 数学 家 云集 ,大 
开 数 学 眼界 。1973 年 和 同学 杨建平 结婚 , 1974 年 得 博士 学 位 。 其 后 , 曾 在 纽约 大 
学 水 牛 城 分 校 .马里 兰 大 学 及 加 大 伯克利 .洛杉矶 分 校 任教 。 并 在 美国 .中国 大 陆 、 
台湾 ,及 欧洲 各 数学 研究 所 访问 。1981 年 到 加 大 洛杉矶 分 校 (UCLA ) 长 期 任教 至 
今 。 这 些 年 来 ,1979 年 得 斯 隆 奖 ,1986 年 曾 应 邀 在 4 年 一 度 的 国际 数学 学 会 上 专业 

告 。1989 年 到 1991 年 曾 任 美 国 数学 学 会 副 会 长 。1995 年 得 美国 数学 学 会 的 萨 
特 奖 ( 女 数学 家 杰出 成 就 奖 )。 

在 加 大 时 ,她 的 指导 教授 为 多 纳 德 : 沙 拉 松 博士 。 论 文 的 研究 方面 为 调和 分 
析 。 主 题 为 引 人 当 时 实 变 分 析 上 重大 突破 有 关 有 界 平均 动 率 函数 的 性 质 ,去 研究 
复 变 分 析 上 的 一 些 问题 。 毕 业 后 多 年 , 仍 持续 此 一 研究 方向 。 曾 和 马 欣 尔 合 解 了 
复 变 上 关于 有 界 解 析 函 数 的 道格拉斯 问题 。 

1981 年 后 ,部 分 受到 杨建平 (几何 学 家 ) 的 影响 ,她 的 研究 方向 逐渐 转 到 实 变 分 
析 在 偏 微分 方程 及 几何 上 的 应 用 。 由 于 偏 微分 方程 研究 几何 渊源 根深 ,近年 来 更 
在 陈省身 .丘成桐 等 人 提倡 下 ,发 扬 成 主流 。 她 的 研究 方向 是 其 中 一 小 支 。 主 
要 为 : 

(1) 用 索 伯 列 夫 般 入 定 理 中 极 值 消 数 性 质 去 研究 几何 上 的 山路 问题 及 相关 的 
“ 何 种 函数 可 成 为 流 形 上 的 曲率 山路 函数 "的 问题 。 

(2) 有 名 的 “ 闻 鼓 猜 形 ” 问 题 (Can You Hear the Shape of A Drum?) ; Bl EH Sx es 
可 以 猜 出 此 鼓 的 大 小 ,形状 。 此 一 问题 可 由 各 种 角度 研究 。 目 前 在 研究 紧 流 形 上 
同一 鼓 声 流 形 的 紧 致 性 。 | 

除 科 研 .教学 外 ,她 育 有 一 男 一 女 。 生 活 上 常 觉 得 学 海 渊博 ,育儿 任 重 ,时 间 感 
不 够 用 。 但 数学 发 展 日 新 月 异 , 吴 处 学 术 界 , 汕 遇 各 方面 睿智 之 士 。 她 在 不 断 的 学 
习 成 长 中 ,觉得 人 生 很 丰富 。 回 顾 大 学 数学 系 前 后 女 同 学 ,有 许多 都 在 工作 岗位 上 
卓然 有 成 。 长 江 后 浪 逐 前 浪 ,希望 见 到 更 多 的 中 国 女 数学 家 进 到 这 研究 的 领域 来 。 
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1948 Æ 12 月 25 日 生 于 台湾 嘉义 县 。 父 母 均 为 武汉 人 。 父 李 宗 万 在 1946 FÆ 

派 来 台 工 作 , 任 职 制 盐 总 厂 工 程 师 , 母 亲 刘 咏 华 是 家 庭 主 妇 , 于 1947 年 来 台 。 他 们 

是 台湾 光复 后 较 早 由 大 陆 来 台 定居 的 。 她 是 个 迟 来 的 独生女 儿 , 父 母 对 她 爱护 备 
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至 ;但 管教 严谨 ,限制 也 多 。 他 们 十 分 注重 女儿 的 教育 ,总 是 设法 给 她 最 好 的 读书 
环境 。 小 时 家 住 台南 郊区 ,父母 唯恐 当地 小 学 不 好 ,有 碍 升学 ,于 是 三 番 两 次 迁移 
户口 , 换 学 校 ,最 后 终于 进 了 台南 城 里 最 好 的 永福 国 小 。 那 时 她 每 天 早晨 6 时 出 门 
搭车 上 学 ,晚上 8 时 回 家 。 住 处 简陋 ,为 了 让 她 能 安心 做 功课 ,不 受 蚊 虫 干扰 ,她 父 
亲 别 出 心 裁 ,在 家 里 客厅 的 一 角 ,用 铁 纱 及 木 条 围 出 一块 笼 状 的 “书房 ", 供 她 念书 。 
亲友 们 戏称 此 笼 为 “状元 乱 "。 在 盐 厂 宿舍 里 传 为 佳话 。 

她 初中 进 台 南 女 中 ,此 后 直 升 高 中 ,保送 台大 数学 系 。 求 学 过 程 十 分 顺利 。 当 
初 选择 数学 , 颇 令 家 长 及 老师 们 感到 失望 。 一 来 南台 湾 的 风气 崇尚 学 医 , 二 来 台大 
数学 系 既 属 冷门 科学 ,又 是 出 名 的 难 念 ,声誉 不 是 很 好 。 而 她 却 决定 进 数学 系 ,一 
方面 是 为 了 兴趣 , 另 一 方面 是 自信 不 足 。 原 来 ,当时 物理 系 乃 系 理学 院 最 热门 的 科 
系 ,各 方 高 手 聚 集 之 所 。 她 自 付 难以 与 人 竞争 ,不 如 去 个 冷门 系 , 慢 慢 修 行 。 识 料 
1966 那 年 ,台大 数学 系 收 了 很 多 以 第 一 志愿 进来 的 高 材 生 。 这 是 该 系 罕见 的 现象 ， 
也 成 为 系 里 资深 教授 们 一 直 津 津 乐 道 之 事 。 她 能 和 这 些 人 同窗 四 载 ,也 是 深 感 幸 
运 的 。1970 年 台大 毕业 后 , 留 在 母校 念 了 一 年 研究 生 ,1971 年 获 加 州 大 学 伯克利 
分 校 奖学金 赴 美 深造 。1974 年 得 数学 博士 学 位 。 

加 大 毕业 后 ,她 在 哈佛 大 学 担任 了 三 年 半 助 理 教授 ,然后 去 普林斯顿 高 级 研究 
所 做 研究 员 半 年 。1978 年 秋 在 伊利 诺 斯 大 学 芝加哥 校区 任 助理 教授 。 翌 年 转 赴 宾 
州 州立 大 学 任 副 教授 。1984 年 升 正教 授 。 这 些 年 里 ,她 曾 多 次 在 中 、 美 . 英 , 德 法 、 
新 加 坡 等 国 访 问 、 开 会 .演讲 ,及 做 学 术 研 究 。1981 年 获 斯 隆 奖 ,在 1990 ~ 1993 年 
期 间 曾 任 美国 数学 学 会 人 权 委员 会 及 会 员 委 员 会 委员 。 

她 的 研究 工作 是 在 数论 及 离散 数学 方面 。 毕 业 论 文 在 加 大 安德鲁 . 欧 格 指导 
下 ,介绍 了 经 典 模型 式 同 余子 群 的 新 型 式 及 其 判别 法 。 到 哈佛 时 , 正 值 自 守 函数 及 
群 表 示 理 论 走红 之 际 , 受 了 塔 特 教授 (她 的 祖师 爷 ) 的 影响 ,开始 学 习 朗 兰 兹 猜想 中 
二 阶 局 部 群 表示 的 对 应 ,作出 一 个 直接 的 证 明 。 寒 暑假 里 她 常 去 贝尔 实验 室 当 顾 
问 ,是 以 有 机 会 接触 一 些 较 实 际 的 问题 。 和 那里 的 数学 家 合作 研究 通讯 网 络 及 纺 
码 上 的 一 些 问题 。 近 来 她 的 工作 注重 于 数论 在 实际 问题 上 的 应 用 ,譬如 利用 特征 
和 估计 的 结果 来 构 做 有 好 性 质 的 通讯 网 络 。 

回溯 以 往 , 她 觉得 念 台南 女 中 的 6 年 是 她 成 长 期 的 黄金 时 代 。 当 时 的 校长 景 
生 然 先生 极 注重 生活 教育 ,让 学 生 们 体验 了 丰富 的 生活 经 验 ,同学 们 之 间 培 养 了 极 
深厚 的 友谊 。 直 到 今日 ,她 最 好 的 朋友 仍 是 中 学 时 代 的 同窗 。 到 台北 上 大 学 ,第 一 
次 离 家 ,没有 父母 在 身边 管教 ,精神 上 感到 十 分 舒畅 ,也 培养 了 她 的 独立 性 。 同 时 
在 初 进 台大 时 , 即 受 教 于 系 里 名 师 们 ,如 施 拱 星 教 授 的 数学 导论 . 王 九 过 教授 的 微 
积分 ,使 她 对 数学 眼界 大 开 。 台 大 数学 系 的 训练 相当 严 递 。 其 一 贯 作风 是 用 书 艰 
深 , 出 题 困难 。 由 同学 间 的 相互 切磋 来 弥补 师资 之 不 足 。 学 的 时 候 多 半 回 轿 吞 束 ， 
若干 年 后 才 逐 渐 领 悟 。 偶 尔 系 里 也 请 由 美国 回来 的 客座 教授 像 项 武义 、 苏 竞 存 . 郭 
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子 南 等 开课 。 让 学 子 如 沐 春 风 。 当 时 虽然 国 科 会 办 了 暑期 学 人 归 国 讲学 课 , 但 对 
象 是 研究 生 , 大 学 部 的 学 生 受 益 不 彰 。 

在 伯克利 念书 这 三 年 ,她 受到 陈省身 教授 的 照顾 与 指导 ,受益 良 多 。 记 得 到 伯 
克利 第 二 年 的 暑假 ,指导 教授 不 在 ,论文 又 碰壁 ,在 息 香 悉 将 之 余 , 遂 想 也 去 修 个 电 
脑 硕士 ,或 能 神 益 将 来 谋 职 之 用 。 当 她 将 这 主意 告诉 陈 先 生 后 , 陈 先生 鼓励 她 说 : 
“你 要 是 有 个 数学 博士 就 不 需要 电脑 硕士 了 , 知 想 学 电脑 方面 的 知识 ,只 要 教 那 方 
面 的 课程 就 行 了 ,不必 现 在 去 学 ,发 明 电脑 的 汉 ' 诺 伊 曼 ,本 人 就 是 极 杰出 的 数学 
家 。 你 还 是 专心 做 论文 吧 !1”" 听 了 这 番 话 后 ,她 的 心安 定 下 来 ,两 个 月 内 博士 论文 就 
完成 了 。 

70 年 代 初 期 ,伯克利 数学 系 盛况 空 章 。 系 里 有 四 百名 人 研究 生 , 新 来 的 学 生 每 二 
人 共用 一 张 书 桌 。 华 裔 学 生 亦 为 数 不 少 。 图 年 过 节 时 ,中 国 师 生 相 聚 陈 家 ,享受 陈 
师母 准备 的 美味 佳 葫 , 义 情 欢笑 玩乐 ,久久 不 散 。 如 今 忆 起 , 犹 感 温 二 。 
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1949 年 生 于 台湾 ,祖籍 安徽 全 椒 , 父 为 工程 师 , 母 为 中 学 教师 。 高 雄 女 中 毕业 
保送 台大 。1970 年 台大 毕业 赴 美 , 进 宾夕法尼亚 大 学 ,其 得 她 指导 教授 维尔 夫 欣 
K ,介绍 与 贝尔 实验 室 合作 ,其 为 胜任 ,1974 年 得 博士 学 位 , 进 贝 尔 实验 室 工作 。 

她 的 数学 之 旅 与 别人 有 许多 不 同 ,一 则 主 修 组 合 学 ,是 比较 新 的 一 门 , 系 传统 
数学 和 电脑 理论 的 桥 粱 。 人 入门 虽 易 , 欲 深入 则 必须 对 数学 各 门 有 足够 的 了 解 ,能 灵 
活 应 用 于 各 种 以 “0、1” 方 式 表 达 的 信息 时 代 的 数学 问题 。 再 则 贝尔 实验 室 的 数学 
中 心 ,没有 数学 各 门 的 界限 。 电 脑 .通讯 都 有 和 数学 互通 之 处 。 因 而 接触 面 广 ,有 
些 在 数学 方面 的 研究 与 电脑 .通讯 .化 学 .物理 都 有 关系 。 

刚 进 贝尔 公司 工作 时 ,同事 中 诸多 高 手 ,不 免 有 点 县 惧 。 但 数学 脉 理 分 明 , 层 
次 清晰 。 必 其 研究 所 里 外 ,好 题目 很 多 ,研究 也 容易 顺利 。 她 在 贝尔 实验 室 九 年 
JG JE AT &T 和 地 方 电话 公司 分 家 。 转 入 贝尔 通讯 研究 所 新 建立 的 数学 研究 所 主 
管 数学 部 门 ,后 升 为 主管 数学 .资讯 和 运筹 研究 。 七 年 后 觉得 离 做 研究 愈 来 您 远 ， 
适时 ,得 到 所 谓 之 “贝尔 院士 ” ,可 离职 两 年 (1990 ~ 1993) 到 哈佛 大 学 数学 系 任 访问 
教授 。1994 年 回 母校 宾 州 大 学 为 正教 授 以 及 荣誉 教授 。 她 在 数学 学 会 里 相当 活 
路 ,担任 许多 委员 会 的 负责 人 或 主编 等 ,此 处 不 多 介绍 。 | 

她 当初 选读 数学 原因 很 多 , 主要 的 是 因 她 父亲 说 :“ 数 学 是 科学 的 根本 ,学 了 数 
学 后 容易 学 别 科 。 但 学 了 别 门 却 难 转 数 学 。” 此 言 对 她 有 多 次 印证 。 

当年 台大 同班 和 前 后 期 的 多 位 女 同学 同 聚 一 堂 , 共 同 讨论 切磋 。 台 大 毕业 后 
又 大 都 赴 美 继续 研习 ,得 博士 学 位 时 , 正 是 工作 机 会 很 困难 的 时 期 ,各 人 经 历 多 不 
相同 。 幸 得 在 台大 数学 系 打 下 良好 基础 ,体验 所 学 须 活用 的 重要 ,十 几 年 来 在 数学 
领域 里 或 生活 上 受益 良 多 ,因此 她 有 些 精 辟 的 见解 供给 愿 学 数学 的 青年 学 子 们 。 
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“治学 ”: 数学 各 门 各 式 , 既 深 也 繁 ,表面 上 好 似 不 同 ,其 根本 道理 相互 通 运 。 
如 今 作 论文 , 通 贡 讲究 专 精 而 有 独到 之 抑 。 如 果 此 专 精 之 见 能 与 多 处 相关 的 数学 
领域 有 类 似 的 效力 , 则 影响 力 大 ,如 果 专 精 之 区 , 走 上 死角 ,很 少 人 关心 , 岂 不 可 异 ? 
故 专攻 精 研 之 时 ,要 多 留心 和 其 他 数学 的 关联 ,事实 上 ,数学 分 门 虽 多 ,但 其 根源 都 
纠缠 一 起 ,学 得 精 和 学 得 深 日 宽 (Depth and Breadth) 互 辅 互 成 。 

”数学 一 门 难 免 崇 拜 天 才 ,青年 学 子 时 有 气 包 e, 但 从 另 一 个 角度 来 看 ,数学 循序 
而 进 , 条 理 分 明 , 各 人 思路 不 尽 相 同 , 第 一 篇 博士 论文 ,可 说 是 独立 研究 的 起 步 。 作 
研究 如 何 选 题 ,如 何 适时 而 止 , 虽 是 靠 自 己 摸索 ,只 要 有 一 个 立足 点 ,可 往 附 近 推 
展 ,并 非 无 迹 可 循 ,天 分 固然 重要 ,常见 许多 聪明 者 不 见得 成 功 。 勤 能 补 拙 , 大 多 数 
成 功 的 数学 家 不 见得 特别 聪明 ,持之以恒 才 是 最 重要 的 。 

SOX: 既然 数学 深 广 ,文献 极 多 。 一 人 力量 有 限 ,多 结交 数学 朋友 极为 重 
要 。 通 常数 学 文章 在 杂志 上 发 表 时 ,可 能 两 年 已 经 过 去 了 。 目 前 找 题目 的 状况 和 
大 势 ,多 赁 口传。 朋友 可 以 互相 学 习 、 帮 助 ,可 更 增 兴 趣 ,许多 诀 容 都 是 从 一 起 合作 
的 朋友 处 学 来 的 ,此 外 或 写 文章 ,或 升迁 ,或 换 工 作 都 需 经 过 数学 界 评论 或 推荐 。 
如 何 增加 交友 和 合作 的 机 会 呢 ? 要 在 辞 汇 语言 不 尽 相 同 处 , 找 出 彼此 相同 的 兴趣 
及 共同 语言 。 再 者 ,不 要 计较 得 失 或 成 绩 的 划分 。 其 实 ,慷慨 不 藏 私 , 从 长 远 看 来 
得 多 失 少 。 数 学 知识 经 交换 而 增长 ,并 未 钼 缺 。 多 给 别人 一 分 ,自己 收获 更 多 。 与 
别人 合作 常 对 自己 独 做 时 带 来 灵感 。 

旅行 ,演讲 .参加 数学 会 议 ,短期 或 长 期 的 访问 都 可 增加 见闻 ,放宽 研究 的 范围 
及 交游 。 经 由 数学 爱好 ,建立 起 持久 的 友谊 ,只 要 有 数学 的 地 方 ,就 有 朋友 ,真是 
“WEEER R! | 

“理论 及 实用 ”: 亨利 :多 拉 曾 说 :“ 数 学 没有 理论 与 应 用 的 分 野 , 只 有 好 数学 和 
坏 数 学 的 分 别 。” 如 果 一 个 定理 可 以 把 握 住 基本 原则 ,化 繁复 为 简单 ,可 以 用 在 许多 
不 同 的 情形 下 , 则 必 是 好 数学 。 从 男 一 方 回来 说 ,很 多 几何 理论 与 物理 极 相 近 , 不 
断 的 由 物理 的 真实 世界 指出 正确 的 方向 。 她 在 贝尔 研究 所 时 ,很 多 应 用 的 题目 在 
许多 情况 下 出 现 , 把 技术 引 到 正确 的 方向 。 近 来 ,所 有 科技 受 电 脑 强 烈 的 影响 , 电 
脑 上 许多 大 而 繁 的 问题 ,更 需 数 学 提纲 者 领 作 确实 的 分 析 , 带 来 许多 基本 电脑 的 问 
il ,不 仅 对 组 合 学 ,也 对 整个 数学 有 极 大 的 冲击 。 

“两 体 问题 ”: 所 谓 “ 两 体 问题 ”(Two Body Problem) 是 指 夫 妻 同 是 数学 家 ,因而 
有 的 种 种 问题 , 女 数学 家 尤其 有 这 方面 的 困扰 ,大 致 说 来 ,两 体 问题 有 长 处 ,也 有 短 

上 上。 两 人 有 相同 的 兴趣 ,可 以 互相 讨论 ,彼此 扶助 ,明白 数学 研究 的 心路 历程 和 职 
业 上 的 需要 。 给 予 精神 支持 。 更 有 机 会 多 结交 数学 朋友 ,增加 对 数学 的 了 解 。 比 
如 说 如 果 不 是 她 先生 全 力 玩 许 ,她 大 概 不 会 下 决心 在 三 年 前 离职 ,去 访问 哈佛 大 
学 。 离 家 二 百 五 十 里 更 不 方便 。 但 对 研究 方面 , 神 益 至 巨 。 得 以 跨越 好 些 区 域 和 
数学 大 家 们 如 丘成桐 . 芒 福 德 .斯 腾 伯 格 、 科 斯 坦 特 及 迪 亚 考 尼斯 等 分 别 有 突 破 性 
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的 合作 。 
两 体 问题 有 些 困扰 的 地 方 , 比 如 找 工 作 受 地 点 限制 等 ,大 体 说 来 ,可 以 设法 处 
理 ,而 两 人 因 彼 此 扶持 ,增加 效力 和 影响 良 多 ,精神 愉快 ,负面 的 影响 自然 逐渐 消 
失 , 如 果 两 人 加 起 来 却 只 有 一 个 人 之 力 , 在 大 团体 里 形成 小 圈子 , 则 正面 的 影响 减 
少 了 。 


吴征 由 


1948 年 生 于 杭州 ,四 个 月 大 时 随 父 母 到 台湾 定居 。 父 亲 吴 泽 永 担任 铁路 局 工 
程 师 ,母亲 和 舒 嘉 宝 负责 家 事 教育。 受 父亲 影响 ,对 数理 一 直 比 对 其 他 科目 有 兴趣 。 
受 母 亲 对 生活 宁静 淡泊 的 影响 , 考 大 学 时 没有 追求 时 尚 ,而 选择 了 并 不 热门 的 数 

求学 过 程 中 一 直 有 很 好 的 数学 老师 。 铁 路 小 学 的 赵 尚 仁 老师 , 北 一 女 的 杨 宽 
满 , 周 宗 检 老师 ,台大 的 施 拱 星 教 授 。 他 们 不 只 作 知 识 上 的 传导 ,也 很 会 启发 学 生 。 
尤其 是 施 教授 的 数学 导论 ,真正 引导 她 进入 数学 的 殿堂 ,一 宕 其 中 的 奥妙 。 

1970 年 来 到 伊利 诺 斯 大 学 , 曾 在 几何 与 分 析 之 间 犹 疑 了 一 阵 。 最 后 决定 和 毛 
里 斯 海 姆 斯 学 复 变 函数 论 。 博 士 后 曾 去 印第安 那 大 学 、 普 度 大 学 任教 。1979 年 重 
回 伊 大 任教 至 今 。1985 年 升 正教 授 , 其间 曾 在 法 国 、 纽 西 兰 任 访问 教授 。 此 外 在 
美英 中 日 . 芬 等 国 多 次 作 学 术 性 的 专题 演讲 。 曾 任 美国 数学 学 会 议程 委员 。 现 
在 是 伊利 诺 斯 大 学 数学 期 刊 编辑 之 一 。 

吴征 眉 的 研究 领域 是 复 变 函数 论 和 势 理论 。 用 势 学 的 方法 解决 了 许多 调和 郴 
数 和 偏 微 分 方程 的 解 的 边界 值 的 问题 ,和 许多 几何 函数 论 中 调和 量度 计算 上 的 
问题 。 

1981 年 ,她 和 英国 数学 家 瓦尔 特 ' 海 曼 合 证 了 平面 区 域 经 过 某 种 保 角 函数 的 作 
用 后 , 直线 的 长 度 不 会 变 得 任意 大 。10 多 年 来 一 直 有 数学 家 继续 将 这 定理 推广 到 
高 度 空 间 中 的 曲面 和 类 似 保 角 函 数 上 。1987 年 ,她 和 约翰 .路易 斯 证 明了 一 个 1952 
年 英国 大 数学 家 J. E. 李 特 尔 伍德 关于 “全 函数 的 值 分 析 和 多 项 式 的 球面 积分 "的 
推测 。 证 明 中 他 们 用 到 J. 布 甘 在 调 合 量度 上 的 定理 。 

她 的 先生 罗伯特 ' 考 夫 曼 也 是 伊 大 教授 ,在 或 然 率 和 富 氏 分 析 、. 调 和 分 析 方 面 
很 有 心得 。 他 们 一 人 用 概率 观点 ,一 人 用 几何 观点 ,合作 发 现 一 连 串 热 势 学 和 普通 
势 学 上 很 不 类 同 的 性 质 。 | 

吴征 眉 党 得 从 事 数学 研究 ,才智 并 不 重要 。 重 要 的 是 无 悔 的 兴趣 和 对 工作 的 
执著 ,并 有 能 耐 得 住 没有 成 果 时 的 失望 。 身 为 女性 ,更 需要 先生 的 支持 了 解 和 包 
QRACHHRMS LWA. MA RAS ,先生 对 她 的 研究 结果 比 对 她 烧 的 菜 更 
能 欣赏 。 

她 有 一 个 女儿 ,在 伊 大 附中 念书 。 
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工作 之 余 , 她 喜爱 园艺 。 一 家 人 都 爱 侦探 小 说 .影片 和 旅行 。 
BREE 


1949 年 2 月 28 HET RISE, SKRE .母亲 郭 瑞 梅 均 为 湖南 常 于 人 。 
1948 年 由 湖南 迁 到 台湾 ,父亲 在 荣 民工 程 处 任职 。 母 亲 主 持家 务 。 有 子女 4 人 , 楚 
莲 是 长 女 。 

她 小 时 候 在 家 附近 的 中 正 国 小 上 学 ,党 得 数学 容易 而 喜欢 数学 。1961 FAS 
北市 立 女子 中 学 ,1964 年 人 台北 一 女 中 ,1967 年 保送 台湾 大 学 数学 系 。1971 年 人 
台大 数学 研究 所 。1972 年 得 奖学金 人 美国 布 兰 贷 斯 大 学 数学 研究 所 。 四 年 后 得 博 
士 学 位 ,指导 教授 是 理 查 德 . 帕 菜 斯 。1976 年 任 加 州 大 学 伯克利 分 校 讲师 两 年 。 研 
究 方 面 受 陈省身 影响 , 转 为 微分 几何 里 的 分 子 流 形 。1978 年 起 任 普林斯顿 大 学 助 
理 教授 四 年 ,1982 年 任 东 北大 学 副教授 ,1986 年 升 正教 授 。 并 曾 任 普林斯顿 高 级 
研究 所 、 德 国 马 克 斯 ' 普 朗 克 研究 所 研究 员 。 多 次 在 美 .中 , 德 .英法 各 国 多 所 大 学 
做 短期 访问 及 演讲 ,1980 年 得 斯 隆 奖 ,1986 年 当选 为 美国 数学 会 会 员 代 表 , 任 期 三 
年 。1986 ~ 1989 年 任 美国 国 科 会 Advisory Board, 1995 ~ 1997 年 任 女 数 学 家 学 会 
会 长 。 


她 的 研究 工作 可 分 为 三 个 方向 : 第 一 方向 是 她 的 论文 ,将 在 坐标 变换 下 不 变 


的 向 量 从 及 微分 、 算 子 分 类 。 许 多 苏联 及 欧洲 数学 家 仍 继续 对 此 问题 做 更 座 的 


探讨 。 
第 二 方 占 是 子 流 形 与 发 展 方程 。 三 度 空 间 里 曲率 为 负 一 的 曲面 给 正弦 - 戈 登 


.(SG) 方 程 一 解 ,此 类 曲面 的 贝克 隆 德 转换 也 给 SG 方程 的 解 一 个 变换 。 陈 省 身 和 她 


将 此 理论 推广 到 仿 射 极 小 曲面 上 ,她 和 天 . 特 南 布 菜 特 又 将 此 推广 到 高 维 子 流 形 
上 。 最 近 她 并 发 现 这 些 子 流 形 上 的 结果 和 调 合 映射 及 卡 沈 - 穆 迪 数 有 密切 的 关系 。 

第 三 方向 是 对 称 空间 里 的 等 参 子 流 形 。 等 参 子 流 形 的 每 个 焦距 均 为 常数 ,有 
很 精致 的 几何 及 拓扑 性 质 。 嘉 当 首 先 研 究 常 曲率 空间 里 的 等 参 超 曲 面 。 他 将 其 推 
广 到 子 流 形 。 在 1988 年 ,她 与 帕 莱 斯 将 这 些 结果 写成 书 ( 书 名 : Critical Point Theory 
and Submanifold Geometry ,由 Springer-Verlag 出 版 )。 | 

楚 莲 在 农村 长 大 ,家 境 清 寒 , 但 家 庭 温暖, 父母 管教 严 , 又 一 直 有 良 师 教导 , 求 
学 过 程 顺利 。 小 学 五 年 级 时 虽 因 家 贫 无 法 参加 课外 补习 ,有 时 学 杂费 也 无 法 定时 
缴 。 但 导师 周 贤 耕 先生 仍然 喜 励 与 夸奖 。 初 高 中 时 数学 老师 刘 贵 美 及 蒙 长 庚 先 生 
都 把 数学 教 得 很 有 趣 。 大 一 时 赖 东 升 教授 开 了 一 门 有 趣 的 数学 导论 。 施 拱 星 及 纪 
龙 驴 教授 的 谍 ,习题 多 且 难 。 和 缘 为 学 生 们 打下 良好 的 基础 。 大 三 时 郭 子 南 教授 ( 芝 
加 哥 大 学 博士 ) 自 美 回 台大 当 客 座 教授 , 开 了 一 门 伽 罗 瓦 理论 , 郭 教 授 教 得 非常 好 ， 
又 是 楚 莲 在 台大 唯一 女 教授 开 的 课 , 大 三 时 她 就 已 经 决定 将 来 要 当 大 学 教授 , 回 台 
大 开课 , 开 得 和 郭 子 南 一 般 好 。 
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| 47. 记 几 位 中 国 的 女 数 学 家 
得 博士 后 第 一 个 工作 是 在 们 克利 加 大 分 校 任 讲师 。 又 得 到 陈省身 先生 的 教 
导 。 陈 先生 说 做 数学 最 重要 的 是 有 恒心 ,不 间断 的 一 直 继 续 做 。 毕 业 后 最 初 六 七 
年 压力 极 大 ,但 也 是 个 好 训练 。 以 后 可 较 自立 ,能 够 体会 做 研究 过 程 中 的 乐趣 。 她 
父母 都 希望 她 长 大 后 能 当 老 师 , 但 并 不 需要 是 大 学 老师 。 他 们 对 她 言 欢 数学 觉得 
很 有 趣 , 父 亲 常 说 他 求学 时 最 差 的 是 数学 , 没 想到 女儿 却 最 好 。 
记得 大 学 时 ,每 才女 学 生 功 课 好 时 ,总 会 昕 到 男 学 生 说 ,这 是 因为 女生 会 背 , 其 
实力 不 如 好 的 男 学 生 ,但 多 年 以 后 可 以 肯定 这 个 论点 是 错 的 。 
她 到 美国 是 第 一 次 离 家 ,没有 亲人 ,不 会 做 菜 ,不 会 开车 ,生活 上 不 易 适 应 。 课 
业 方 面倒 是 很 顺利 。 
1981 年 她 与 帕 莱 斯 结婚 , 1982 年 定居 麻 州 波士顿 西城 。 除 了 研究 及 教书 外 ， 
她 喜欢 园艺 陶艺. 听 古典 音乐 .看 小 说 .散步 及 骑 自 行车 。 


i BE 


1955 年 出 生 于 台湾 台北 市 。 父 亲 任 职 空军 ,1949 年 随 国 民政 府 迁 台 , 住 空军 
总 部 旁 正义 新 村 ,母亲 主持 家 务 。 上 有 三 兄 一 姊 , 上 有 一 弟 。 眷 村 中 玩 伴 众多 , 童 
年 时 就 是 天 天 游玩 。 五 岁 时 被 送 去 进 幼 稚 园 。 去 了 一 天 就 再 也 不 肯 去 了 ,所 以 在 
七 岁 进 空军 小 学 以 前 , 连 自己 的 名 字 也 不 会 写 。 小 学 前 四 年 成 绩 平 平 。 到 四 年 级 
下 学 期 , 因 家 中 修 房子 ,调皮 扑 楼 梯 玩 机 ,结果 楼 梯 倒 下 , 跌 破 下 巴 , 进 医院 缝 了 几 
针 。 在 家 休养 两 天 ,因而 念 了 两 天 书 。 之 后 突然 考 了 第 一 名 ,老师 同学 们 都 非常 惊 
讶 。 从 此 以 后 就 变 成 所 谓 “ 模 范 生 “ 了 。 好 像 那 一 跌 把 她 跌 醒 了 。 她 母亲 常 口中 念 
说 “有 意 栽 花 花 不 开 ,无 心 播 柳 柳 成 萌 ”。 

初中 进入 台北 市 女 中 ,高 中 是 北 一 女 。 那 时 虽然 很 喜欢 数学 , 却 从 未 想 要 念 数 
学 或 做 一 个 数学 家 。 到 融 三 时 ,数学 老师 为 杨 宽 满 先 生 。 和 党 被 杨 先 生 夸 奖 为 他 所 
教 过 的 最 好 的 学 生 。 或 励 她 应 该 去 念 数学 。 因 此 她 选 了 台大 数学 系 为 联 考 第 一 志 
愿 。 也 开始 了 她 的 数学 生涯 。 

大 学 四 年 过 得 很 容易 。 印 象 最 深 的 是 : 黄 武 雄 教授 的 初 微 .几何 , 缪 龙 骏 教授 
的 高 微 . 复 变 ,和 林 一 鹏 教授 的 代数 。 由 这 些 课 她 才 知 道 近代 数学 是 什么 。 也 知道 
持 业 余数 学 家 的 态度 是 不 行 的 。 但 她 仍然 不 太 用 功 ,大 三 时 被 选任 为 数学 学 会 会 
长 ,更 浪费 很 多 时 间 在 课外 活动 上 。 大 四 时 申请 出 国 念 研究 生 , 喜 获 得 进 普 林 斯 顿 
大 学 , 才 决 心 用 功 念 数学 。 | 

她 在 台大 时 ,已 经 知道 自己 比较 喜欢 分 析 ,尤其 是 偏 微分 方程 。 到 了 普 大 就 很 
自然 地 选择 J. 科 恩 教 授 作 指导 教授 。 科 恩 教授 是 多 复 变 方面 的 权威 ,第 一 个 用 偏 
微分 方程 来 解决 多 复 变 问题 的 人 。 科 恩 教 授 一 向 给 学 生 很 难 的 论文 题目 。 他 给 萧 
美 琪 的 那个 问题 到 现在 都 还 未 解决 。 人 研究 所 四 年 ,她 觉得 压力 很 大 。 

毕业 后 先 任 教 普 度 大 学 ,并 开始 找 新 的 题目 做 研究 。 恰 好 那 时 普度 的 巴 欧 思 
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迪 和 张 清 辉 正在 研究 一 组 复 癌 量 场 的 解析 正规 性 ,于 是 她 也 从 有 关 问 题 着 手 ,后 来 
的 研究 方向 是 关于 柯 西 - 黎 曼 方程 的 解 存在 性 和 正则 性 。 十 多 年 来 , 稍 有 收获 。 

刚 开 始 教书 的 几 年 , 换 了 四 所 大 学 ,原因 是 想 和 她 的 先生 张 学 嘉 在 同一 学 校 。 
他 们 是 在 普 大 念 研 究 所 时 认识 的 , 张 是 学 化 工 的 , 住 在 同一 宿舍 。 他 虽然 也 出 生 于 
台湾 ,8 岁 随 父母 迁 到 新 加 坡 再 转 马来西亚 。16 岁 时 只 身 来 美 。 他 们 于 1983 年 结 
婚 ,因为 要 找 两 个 人 同 在 一 地 方 教书 的 工作 十 分 不 易 , 所 以 刚 开 始 几 年 驾 转 奔波 ， 
直到 1987 年 一 起 到 圣母 大 学 才 安定 下 来 。1992 年 升 为 正教 授 。 萧 美 琪 觉得 当年 
大 没有 杨 宽 满 老师 的 鼓励 ,不 会 去 念 数学 ,后 来 又 能 跻身 于 一 流 学 府 , 跟 从 名 师 。 
数学 的 路 途 虽然 折腾 很 多 ,但 每 解决 一 个 问题 时 , 那 种 开辟 新 境 的 乐趣 ,也 难以 形 
容 。 更 幸 得 以 结识 三 五 同好 ,互相 切磋 学 问 ,一 同 探讨 数学 的 奥妙 。 又 得 结识 数位 
当代 数学 大 家 , 自己 常 以 “ 虽 不 能 至 , 然 心 向 往 之 ” 自 勉 。 

后 记 

一 个 人 的 成 长 中 , 幼 少 年 的 环境 影响 最 大 。 等 到 进 大 学 ,再 毕业 成 青年 时 , 基 
本 的 才华 已 形成 。 由 于 这 几 位 女 数学 家 们 ,都 是 在 台湾 生长 ,受到 良好 的 爱护 。 在 
小 .中 大 学 的 教育 中 受到 严谨 的 基本 训练 。 可 见 台 湾 的 教育 发 展 相 当 平等 ,各 地 
相等 的 女 中 和 男 中 的 成 绩 不 相 上 下 。 女 生 们 可 以 没有 限制 地 自由 选择 ,发展 自 己 
才能 的 方向 。 很 多 学 科 如 数学 物理 .工程 ,也 不 全 是 男生 和 冠 盖 的 天 下 。 一 般 在 亚 
洲 各 国 中 如 日 本 韩国、 新加坡 等 地 的 女生 , 犹 被 困 在 传统 的 观念 中 , 念 世俗 认为 女 
子 该 念 的 科 系 。 

台北 一 女 中 国 然 是 个 名 校 ,可 是 看 看 这 几 位 ,有 半数 从 其 他 女 中 来 的 。 这 表示 
到 20 世纪 60 FR, 台湾 各 地 师资 逐 趋 平衡 。 父 母 们 不 必 像 以 往 将 孩子 们 送 去 人 台 
北 进 名 校 作 “ 小 留学 生 ”。 这 不 能 不 归功 于 台湾 师范 大 学 师资 的 培训 。 

时 代 不 断 地 前 进 ,她 们 的 事业 心 也 较 早 年 的 女生 强烈 得 多 。60 年 代 郭 子 南 那 
班 ,也 是 女生 权 倾 一 时 ,也 大 都 赴 美 进修 ,在 名 校 获 博士 学 位 。 惜 婚 后 都 退 居 二 线 ， 
研究 停顿 ,不 能 持 恒 ,全力 以 赴 。 要 等 子女 长 大 后 再 投入 工作 ,事业 也 都 不 错 。 谚 
言 :“ 每 一 个 成 功 的 男人 ,后 面 都 有 一 个 女人 。” 反之 亦 然 。 这 几 位 大 多 和 数学 家 们 
结婚 ,或 同事 ,或 同学 。 得 到 不 少 鼓 励 及 切磋 。 在 研究 工作 上 更 上 一 层 楼 。 

这 几 位 女 数学 家 中 ,有 三 位 曾 在 加 州 们 克利 分 校 学 习 或 工作 过 。 无 论 在 研究 
方面 进取 途径 及 做 学 问 之 首都 深 受 数学 大 师 陈 省 身 的 影响 。 陈 先生 不 但 是 数学 
界 的 权威 ,他 对 后 辈 的 提 痢 也 是 可 钦佩 的 。 这 篇 几 可 说 是 介绍 陈 先 生 门 下 女 弟 子 
传 ,作者 有 六 得 以 经 知 她 们 成 就 的 过 程 。 

她 们 又 多 为 长 女 或 独生女 。 父 母 一 代 年 轻 时 来 台湾 为 异乡 客 。 小 家 庭 单纯 温 
暖 , 对 自己 的 结晶 自然 特别 关怀 。 她 们 可 说 是 二 次 世界 大 战 后 的 新 生 儿 。 从 1945 
年 到 1963 年 也 是 台湾 生活 最 艰苦 时 期 。1963 年 美 援 取 消 后 ,反而 自力 更 生 , 欣欣 
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向 荣 ,造成 今日 台湾 的 经 济 奇迹 。 在 那 段 时 间 ,无 论 是 台湾 籍 或 迁 来 者 都 经 过 困苦 
的 日 子 。 但 得 见 曙 光 ,鼓舞 了 她 (他 ) 人 父母 对 子女 们 的 和 希望 及 栽培 。 看 孩子 们 开花 
结果 ,就 像 当 年 赴 美的 留学 生 们 看 自己 的 第 二 代 一 样 。 如 今 台 湾 的 政界 、 文 化 界 ， 
美国 的 科学 界 各 行 都 有 优越 华裔 的 第 二 代 子 女 , 令 人 居 黎 。 但 我 曾 听 美国 人 酸 葡 
萄 地 说 :… 你们 第 一 代 移 民工 作 努 力 ,第 二 代 成 绩 辉 煌 ,到 第 三 、 第 四 代 时 ,就 和 我 们 
一 样 了 。” 近年 来 台湾 学 子 们 挟 巨 资 而 来 ,能 持 恒 苦 读者 寥寥 。 就 像 在 美 华商 的 第 
三 代 ( 他 们 是 台湾 发 展 中 的 第 三 代 ) 在 父 靖 下 成 长 , 饱 受 呵护 ,努力 苗 读 的 精神 差 
了 ,做 学 问 的 人 少 了 。 颇 为 之 扼 腊 。 希 望 今日 台湾 父母 们 不 要 让 自己 的 成 就 阻 掩 
了 儿女 们 的 视线 。 让 他 们 能 继往开来 地 在 学 术 或 事业 各 界 发 挥 潜 力 , 达 到 “ 青 出 于 
蓝 而 胜 于 蓝 ” 的 境界 ,就 像 这 些 父母 们 当年 一 样 。 | 

RE SEB ATE BA 5E JU BY hR. 1949 年 后 出 生 的 第 二 代 
也 幸运 地 望 见 曙光 ,能 有 一 展 雄 才 的 前 景 。 但 一 般 家 庭 仍 以 男孩 进 学 第 一 ,并 不 是 
赁 能 力 。 多 少 有 才华 的 女孩 为 家 境 而 失学 ,至 为 可 惜 。 愿 大 陆 各 地 多 几 个 像 周 贤 
耕 先 生 一 样 的 老师 ,鼓励 与 夸奖 有 才华 、 家 境 困 难 的 子弟 ,不论 男 女 ,让 他 们 能 随 班 
正 稼 补习 ,得 “小灶 的 神 益 。 
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原 载 《数学 传播 ) 第 23 卷 第 2 期 ,1999 年 。 


读 《传播 ) 第 21 卷 第 4 期 黄 文 璋 先生 的 大 文 , 油 然 有 感 。 简 述 于 下 , 供 大 家 
一 颖 。 


1. 为 什么 数学 没有 诺 贝 尔 奖 


理由 是 很 简单 的 : 庄 奖 奖励 对 人 类 滁 福 有 页 献 的 人 。 所 以 它 包括 和 平 、 医 学 
和 文学 。 设 奖 者 高 瞻 远 腥 ,知道 物理 化 学 将 有 大 发 展 ,是 一 个 不 得 了 的 先 见 。 初 
KE 1901 年 。 第 一 个 得 物理 奖 的 是 伦琴 ,因为 他 的 X 光 的 发 现 。 

数学 不 可 能 有 这 样 的 贡献。 数学 的 作用 是 间接 的 ,但 是 没有 复数 ,就 没有 电磁 
学 ;没有 歼 曼 几何 ,就 没有 广义 相对 论 ; 没 有 纤维 从 的 几何 ,就 没有 规范 场 论 …… 物 
质 现象 的 深刻 研究 ,与 高 深 数 学 有 密切 的 联系 ,实在 是 学 问 上 一 个 神秘 的 现象 。 

科学 需要 实验 。 但 实验 不 能 绝对 精确 。 如 有 数学 理论 , 则 全 靠 推论 ,就 完全 正 
确 了 。 这 是 科学 不 能 离开 数学 的 原因 。 许 多 科学 的 基本 观念 ,往往 需要 数学 观念 
来 表示 。 所 以 数学 家 有 饭 吃 了 ,但 不 能 得 诺 贝尔 奖 , 是 自然 的 。 


2. 没有 诺 贝 尔 奖 是 滋事 


数学 是 一 门 伟大 的 学 问 。 它 的 发 展 能 同 其 他 科学 联系 ,是 人 类 思想 的 奇迹 。 

数学 的 一 个 特点 ,是 有 许多 简单 而 困难 的 问题 。 这 些 问题 使 人 废 寝 丰 食 ,多 日 
或 经 年 不 决 。 但 一 旦 发 现 了 光明 ,其 快乐 是 不 可 形容 的 。 试 举 三 例 : 

例 一 , 费 马 的 “最 后 定理 ”, 论 方程 式 

X qp A i 

其 中 n > 0, x,y,z 都 是 整数 ,熟知 当 n = 2 时 , 此 方程 有 无 数 个 解 。 但 是 费 马 说 ， 
Son > 3, 此 方程 无 解 ,除非 xyz = 0。 这 样 简 单 的 问题 , 几 百 年 未 决 。 最 近 普 林 斯 屯 
的 安德鲁 . 怀 尔 斯 教授 证 明了 ,可谓 数 学 史上 的 一 大 事 。 

例 二 , 球 装 问题 ( 开 普 勒 问题 )n 维 空间 内 有 同一 直径 的 球 ,如 何 能 装 得 最 紧 ? 
一 个 更 简单 的 问题 : 有 这 样 一 球 ,最 多 能 放 多 少 球 同 它 相 切 ? 在 n = 2 时 球 是 图 
面 ,这 数 显 然 是 6( 请 读者 作 图 自明 )。 但 在 三 维 空间 ,能 证 明 可 放 12 个 球 。 还 剩 不 
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少 空间 ,可 是 第 13 个 球 放 不 进 。 当 年 对 此 问题 ,牛顿 同 格雷 果 里 有 过 争论 。 事 实 
上 第 13 个 球 是 放 不 进 的 。 最 近 的 简单 证 明 ,请 看 项 武义 的 工作 。 
例 三 , 方程 式 
x" + ax! +t an = O, 
其 中 a; 是 实数 或 复数 , 必 有 复数 解 。 
以 上 都 是 重要 的 问题 。 例 三 叫做 代数 的 基本 定理 。 
数学 上 这 样 简 单 而 困 人 的 问题 很 多 。 生 活 其 中 ,乐趣 无 穷 。 这 是 一 片 安静 的 
天 地 ;没有 大 奖 , 也 是 一 个 平等 的 世界 。 整 个 说 来 , 诺 贝 尔 奖 不 来 ,我 觉得 是 数学 的 
eH, 
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49 .《 数 学 中 的 沃 尔 夫 奖 ) 序 言 


2000 年 ,陈省身 和 下 .项 策 布 鲁 诗 合作 编写 了 《数学 中 的 沃 尔 
夫 奖 ) 一 书 , 由 新 加 坡 世 界 科学 出 版 社 出 版 。 这 是 作者 为 该 书 所 
写 的 序言 。 原 文 为 英文 , 王 善 平 译 。 


数学 中 没有 诺 贝 尔 奖 ,这 也 许 是 件 好 事 。 诺 贝尔 奖 太 引 人 注目 ,会 使 数学 家 无 
法 专注 于 自己 的 研究 。 

其 他 有 奖 发 给 数学 家 。 一 是 菲 尔 兹 奖章 (专门 发 给 数学 家 )。 它 由 国际 数学 家 
大 会 颁发 ,奖励 当年 不 超过 40 岁 的 数学 家 。 用 于 表彰 杰出 的 工作 并 鼓励 进一步 取 
得 成 就 。 菲 尔 兹 奖章 的 名 声 也 许 最 大 ,被 称 为 是 数学 中 的 诺 贝 尔 奖 。 世 界 科学 出 
版 社 已 经 出 版 了 菲 尔 兹 奖章 获得 者 的 演讲 集 。 

再 是 沃 尔 夫 奖 。 沃 尔 夫 基 金 会 如 此 描述 该 奖 :“ 沃 尔 夫 基 金 会 1976 年 开始 活 
动 , 首 期 10 万 美元 的 基金 全 部 由 沃 尔 夫 家 族 捐赠 。 基 金 会 的 主要 创立 者 是 里 卡 
多 ' 苏 比 拉 纳 . 罗 博 ' 沃 尔 夫 和 他 的 夫人 弗 朗 西 落 。……1978 年 以 来 ,已 有 5 至 6 个 
年 奖 授 给 那些 为 人 类 的 利益 和 人 民 的 友好 相处 作出 贡献 的 杰出 科学 家 和 艺术 家 ， 
不 论 他 们 的 国籍 种族、 肤色 .宗教 ,性别 或 政见 。 科 学 中 奖励 的 领域 是 : 农业 、 化 
学 数学、 医 学 物理 学 ;艺术 的 奖励 则 每 年 在 音乐 绘画、 雕塑 和 建筑 领域 中 轮 
Vio ct 正式 的 颁奖 在 以 色 列 议会 大 厦 举 行 ,并 由 以 色 列 国 总 统 在 专门 的 仪式 上 
回 获奖 者 授奖 Epai d l 

菲 尔 兹 奖章 授予 年 青 人 ,因为 确实 许多 数学 家 是 在 他 们 一 生 的 早期 作出 最 好 
的 工作 的 。 沃 尔 夫 奖 通常 表彰 一 生 的 成 就 。 但 它 也 表彰 年 青 人 的 工作 。 

首届 数学 的 沃 尔 夫 奖 获得 者 是 依 兹 拉 依 尔 ' 英 伊 塞 维 奇 ' 盖 尔 范 德 和 卡尔 :路 
德 维 希 ' 西 格 尔 (1978 年 )。 西 格 尔 生 于 1896 年 , 盖 尔 范 德 生 于 1913 年 。 盖 尔 范 德 
仍 在 罗 格 斯 大 学 工作 。 一 些 获奖 者 生 于 1910 年 以 前 。 因 此 获奖 者 的 成 就 覆盖 了 
20 世纪 的 大 部 分 。 

这 套 两 卷 集 的 书 所 收 的 文献 ,以 一 种 前 所 未 有 的 方式 来 刻画 沃 尔 夫 奖 获 得 者 : 
论著 目录 与 简历 ,自传 ,早期 论文 或 特别 重要 的 论文 演讲 或 发 言 ,例如 在 国际 数学 
家 大 会 上 的 发 言 ,以 及 他 人 所 做 的 关于 获奖 者 工作 的 报告 。 由 于 沃 尔 夫 奖 获得 者 
的 工作 范围 广泛 ,现代 数学 的 一 大 部 分 将 在 这 套 书 中 得 到 生动 展现 。 
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49.《 数 学 中 的 沃 尔 夫 奖 》 序 言 

数学 奖 的 获得 者 通常 都 很 谦虚 。 他 们 知道 评奖 委员 会 必须 在 一 大 批 优 秀 的 候 
选 人 中 作出 选择 ,并 知道 获奖 不 仅 需 要 有 成 绩 而 且 需 要 有 更 多 的 运气 。 换 一 批 完 
全 不 同 的 数学 家 也 可 以 用 他 们 的 工作 来 描绘 沃 尔 夫 奖 所 覆盖 那 段 时 期 的 数学 
发 展 。 

这 套 书 也 是 向 那些 使 沃 尔 夫 基金 成 为 可 能 的 捐赠 者 、 以 及 那些 曾 为 和 正在 为 
基金 的 成 功 而 工作 的 人 们 表示 感谢 的 象征 。 编 者 还 要 感谢 为 那些 已 故 的 沃 尔 夫 奖 
获得 者 准备 材料 的 数学 家 们 。 没 有 他 们 慷慨 相助 ,这 两 本 书 会 很 不 完整 。 

编者 对 世界 科学 出 版 公司 提供 的 大 量 合作 表示 感谢 。 特 别 是 世界 科学 出 版 公 
司 驻 美国 办 事 处 的 Sen Hu 博士 的 工作 和 有 价值 的 指导 使 他 们 受益 菲 浅 ,在 此 对 他 
表示 衷心 的 感谢 。 

陈省身 
F.A RAGH 
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5 Ü 2002 年 国际 数学 冢 大 会 


2002 年 将 在 中 国 北京 举行 国际 数学 家 大 会 ,陈省身 为 此 扔 
文 介绍 中 国 数 学 并 邀请 国外 数学 家 参加 。 原 文 为 英文 , 刊 于 
(Notices of AMS) # 48 卷 8 期 2001 年 ; 王 善 平 译 , 张 黄 宙 校 。 


国际 数学 家 大 会 将 于 2002 年 8 月 在 中 国 北京 举行 。 我 们 借 此 机 会 可 以 了 解 
已 有 3 000 年 历史 的 中 国 数学 。 在 中 国 古 代 , 数 学 长 期 以 来 一 直 是 普通 教育 的 一 部 
分 ,通常 强调 应 用 的 一 面 。 那 时 有 一 些 逻 辑 推理 ,但 不 存在 公理 基础 。 不 过 ,在 中 
国 的 漫长 历史 中 ,数学 曾 有 许多 重要 的 发 展 。 我 想 在 此 提 一 些 主要 的 事实 。 

|. 古代 最 重要 的 数学 著作 是 《 九 章 算 术 》。 它 由 一 些 问题 及 其 解答 组 成 ,其 出 
现 肯定 早 于 基督 的 时 代 。 公 元 263 年 ,中 国 大 数学 家 刘 徽 为 该 书 作 了 注解 ,其 中 包 
含有 许多 他 自己 的 思想 。 关 于 刘 徽 本 人 生平 并 无 准确 资料 。 

2. 刘 徽 知道 , 圆 的 周 长 与 其 直径 之 比 x 是 一 个 常数 。 或 许 他 的 前 人 也 已 经 知 
道 这 一 点 。 计 算 x 的 值 自然 成 为 一 个 基本 问题 。 刘 徽 得 到 x = 3. 14 ~ 22/7, 进 一 
步 的 计算 结果 由 祖冲之 (420 ~ 500) 得 到 ,他 的 结果 是 


3.141 5926 < x < 3.1415927 
以 及 


3. 中 国 剩余 定理 被 广泛 研究 。 有 许多 关于 它 的 计算 的 著作 。 

4. 在 13 ~ 14 世纪 时 期 ,代数 在 中 国 得 到 发 展 。 发 明了 "分立 系数 法 "中 。 尽 管 
这 个 方法 很 繁琐 ,但 它 在 方程 论 及 代数 其 他 领域 中 的 成 就 是 令 人 瞩目 的 。 

现代 数学 由 那些 在 西方 学 习 的 中 国 留 学 生 带 给 中 国 。 第 一 个 得 到 数学 博士 学 
位 的 是 胡 明 复 ,他 在 1917 年 获 哈佛 大 学 的 博士 学 位 。 我 的 老师 姜 立 夫 1919 年 获 哈 
佛 大 学 博士 学 位 ,他 的 导师 是 朱 里 安 : 库 里 奇 。 我 的 另 一 位 老师 是 孙 镶 ,他 在 E.P. 
莱恩 的 指导 下 获得 芝加哥 大 学 的 博士 学 位 。 有 趣 的 是 ,我 于 1949 年 在 芝加哥 大 学 


四 ”原文 为 “detached coefficients”。 当 指 我 国 在 宋 元 时 代 发 明 的 解 多 元 高 次 方程 的 “天 元 术 ” 和 “四 元 
术 ”。 一 一 译注 
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成 了 莱恩 的 接班 人 。 

一 般 来 说 ,中 国 数学 的 水 平 可 以 与 其 他 国家 相提并论 。 民 众 对 数学 也 很 感 兴 
趣 。 近 年 来 中 国 在 国际 数学 奥林匹克 竞赛 中 成 绩优 异 。 中 国人 民 非 常 淘 望 与 外 面 
的 世界 接触 。 国 际 数学 家 大 会 在 中 国 召 开 , 定 会 受到 友好 的 招待 。 

如 果 您 打算 参加 大 会 ,我 建议 您 借 此 机 会 游览 一 下 中 国 , 这 不 失 为 聪明 之 举 。 
那里 的 人 民 很 友好 ,并 且 费 用 低廉 。 如 果 您 担心 语言 不 通 , 那 不 妨 考 虑 找 一 个 中 国 
人 做 伴 。 

我 现在 已 在 我 的 母校 天 津南 开 大 学 舒适 地 安顿 下 来 。 我 于 1930 年 在 南开 大 
学 获 学 士 学 位 ,1934 年 在 北京 的 清华 大 学 获 硕士 学 位 。 后 者 是 用 泰 迪 .罗斯 福 时 期 
退回 的 康子 赔款 建立 的 。 它 现在 是 中 国 一 流 的 大 学 ,每 年 通过 全 国 考试 接纳 最 优 
秀 的 学 生 。 北 京 与 天 津 相距 只 有 两 三 百 千 米 , 京 津 地 区 有 着 很 好 的 数学 氛围 。 

我 代表 中 国 的 数学 界 ,欢迎 世界 各 地 的 同行 前 来 参加 北京 的 国际 数学 家 大 会 。 


167 








51 闭 黎 受 流 形 高 斯 - 博 内 公式 的 
一 个 简单 的 内 缠 证 明 


陈省身 发 表 了 大 量 的 数学 论文 ,但 在 这 本 文集 中 只 收录 这 
一 篇 (全 部 学 术 专 著 和 论文 的 目录 见 附录 )。 原 因 是 ,陈省身 把 
这 篇 论文 作为 他 的 代表 作 收 入 了 《数学 中 的 沃 尔 夫 奖 》 一 书 。 原 
文 发 表 于 美国 《Annals of Mathematics》 第 45 卷 第 9 期 ,1944 年 。 现 
由 王 善 平 译 出 ,以 供 读 者 研究 。 





C.B. X462 3g 5 w. 芬 切 尔 上 多 独立 地 把 经 典 的 高 斯 - 博 内 公式 推广 到 一 个 
可 贬 于 欧 几 里 得 空间 的 闭 可 定向 黎 曼 流 形 。 最 近 , 艾 伦 多 上 弗 与 韦 伊 (3j 又 把 该 公式 
推广 到 闭 黎 曼 多 面体 ,并 特别 证 明了 它 对 于 一 般 闭 黎 曼 流 形 的 有 效 性 。 在 他 们 的 
证 明 中 仍然 使 用 了 把 黎 曼 胞 腔 嵌 人 欧 几 里 得 空间 的 方法 。 本 文 的 目的 是 ,利用 微 
分 流 形 的 向 量 场 理论 ,给 出 该 公式 的 一 个 直接 的 内 蕴 的 证 明 。 

本 证 明 的 基本 思想 十 分 简单 ,因此 概要 的 说 明 会 有 帮助 。 令 R" 是 偶数 mn 维 的 
闭 可 定向 黎 曼 流 形 。 按 照 将 详 叙 于 后 的 方法 ,我 们 在 R 中 定义 一 个 内 蕴 的 n 阶 外 
微分 形式 0 , 它 当 然 等 于 Rh 的 不 变 标量 乘 以 体积 元 素 。 高 斯 - 博 内 公式 断言 ,这 一 
微分 形式 在 R^ 上 的 积分 等 于 R 的 欧 拉 - 庞 加 莱 示 性 数 y。 为 证 明 这 一 点 ,我 们 从 
流 形 R° 转 到 由 R 的 单位 向 量 构 成 的 2n - 1 维 流 形 MA 。 在 | 中 我 们 证 明 
Q 等 于 一 n - 1 阶 微分 形式 II 的 外 导数 。 通 过 定义 R^. 上 一 个 带 有 孤立 奇 点 的 连 
续 的 单位 向 量 场 ,我 们 得 到 它 在 M**-! 中 的 像 : n APR Vm 0 在 R* 上 的 积 
分 就 等 于 VW 上 同样 的 积分 。 利 用 斯 托 克 斯 定理 证 明 ,后 者 等 于 DD YE V^ 的 边界 上 
的 积分 。 现 在 , V^ 的 边界 正好 对 应 于 定义 在 R^ 中 的 向 量 场 的 奇 点 ,一 个 著名 的 定 
理 指出 它们 的 指标 和 等 于 x。 经 过 如 此 解释 ,就 可 以 计算 OEY BIS EB 
分 ,并 很 容易 证 明 它 等 于 y. 

此 方法 当然 可 以 用 来 导出 同样 类 型 的 其 他 公式 ,并 可 以 经 过 适当 修改 ,推出 黎 
曼 多 面体 的 高 斯 - 博 内 公式 。 我 们 发 表 此 证 明 ,是 因为 我 们 方法 的 主要 思想 在 这 里 
是 最 为 清晰 的 。 进 一 步 的 结果 会 在 以 后 的 论文 中 给 出 。 
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S Rr 是 闭 可 定向 的 .偶数 n = 2p 维 .>>4 阶 的 微分 流 形 5 引 。 假 设 在 R^ 中 定 
义 了 黎 曼 度量 ,其 基本 张 量 是 6y, 各 分 量 假设 是 3 阶 可 微 的 。 既 然 我 们 与 多 重 积分 
打交道 ,使 用 嘉 当 处 理 黎 曼 几何 的 方法 4. 看 来 是 方便 的 ,该 方法 主要 使 用 外 微分 形 
式 的 理论 ,而 不 是 通常 的 张 量 分 析 。 下 面 出 现 的 微分 形式 都 是 外 微分 形式 。 

按照 嘉 当 的 方法 ,我 们 对 R" 的 每 一 点 已 给 出 一 组 相互 垂直 的 单位 向 量 el,，……， 
en 它们 具有 方向 性 。 这 样 一 组 数 Pe1…e,, 称 为 标 架 (frame)。R" 在 P 上 的 切 向 量 
空间 中 的 向 量 v 可 以 由 P 上 的 标 架 表 出 。 于 是 


(1) v = usej, 


这 里 指标 i 从 1 到 ,重复 的 指标 隐 含 求 和 和。 由 列 维 - 齐 维 塔 平移 所 定义 的 切 回 量 
空间 无 限 小 位 移 法 则 ,给 出 如 下 形式 的 方程 组 

dP = WIE; 5 
Q) | 


de; = Wi ej» Wij + Qj = 0, 


这 里 w;,w 是 普法 夫 形式 。 它 们 满足 以 下 的 “结构 方程 ”: 


(3) 


dej; = wa; , 
" = — Wi Wi + OD; (2j 十 OF = 0, 
在 (3) 中 , 0; 是 外 二 次 微分 形式 , 它 给 出 了 空间 的 曲率 性 质 。 | 
(3) 中 等 式 左边 项 的 外 导数 为 0, 根据 这 一 结果 得 到 2; 满 足以 下 方程 组 
p = 0, 
df2; 一 Wik fi + Oi £25 = 0, 

叫做 比 安 基 恒 等 式 。 

为 了 以 后 的 计算 ,要 了 解 当 标 架 eire, 作 特 征 正 交 变换 时 ,02; 如 何 变化 。 在 
P 的 一 个 使 同一 的 坐标 系 保持 有 效 的 邻 域 里 , 令 et…en 通过 特征 正 交 变换 变 成 


(4) 


* * 
€1 °° epn : 

(5) e; 二 aj ej 
或 . 

(5) ei = age; 5 


这 里 (a;) 是 特征 正 交 矩阵 ,其 元 素 oj 是 坐标 的 函数 。 假 设 Q5 由 标 架 Pes …e* É 
成 ,就 如 同 人 2; 由 Pe,:e, 形成 一 样 。 于 是 我 们 容易 发 现 
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a Qj = = Qa aj yio 


由 (6) 我 们 直接 推出 下 面 的 结果 。 令 ei 是 一 个 符号 , 它 根据 ti 是 


1,…,n 的 偶 置 换 还 是 奇 置换 而 取 + 1 或 — 1 值 ,其 他 情况 下 就 为 0。 由 于 我 们 的 空 
间 R^ 是 偶数 维 n = 2p, 所 以 可 构造 如 下 的 和 


hU Qi b 
这 里 每 一 指标 都 从 1 到 n。 利 用 (6) 我 们 可 以 看 到 O 在 标 架 变换 (5) 下 是 不 变 的 ， 
所 以 它 是 内 区 的 。 这 一 内 区 的 微分 形式 Q 是 n 阶 的 ,所 以 它 是 oiov, 的 倍数 。 
由 于 后 者 的 乘积 (为 该 空间 的 体积 元 素 ) 也 是 内 蕴 的 ,因此 我 们 可 以 写 
(8) Q = hoyo, 


这 里 系数 了 是 该 黎 曼 流 形 的 不 变 标 量 。 
根据 这 些 结果 ,我 们 就 可 以 把 高 斯 - 博 内 公式 写成 如 下 形式 


(7) N = (~- 1)? a “in Oi i, Qi 


(9) | o x 
其 中 x Æ R" 的 欧 拉 - 庞 加 莱特 征 。 





现在 我 们 要 从 黎 曼 流 形 R 转 到 由 其 单位 向 量 构成 的 2n - 1 维 流 形 M E 
E r -1 阶 的 闭 微分 流 形 。 我 们 当然 可 以 把 R^ 的 局 部 坐标 以 及 (1) 中 向 量 v 的 分 
Bu; 作为 的 M2"-! 局 部 坐标 ,它们 满足 条 件 


(1') uj = lo 
如 有 果 0; 是 dv RFR eic e, 的 分 量 ,我 们 有 
(10) dv = Óje;, 
这 里 

(11) 0; = du; t Uj; Wij 
及 

(12) ui 0; = 0, 

对 (11) 微 分 ,我 们 得 到 

(13) dO, = 0,0; + dl 
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(14) ui = Gg, 0; = aigo 
现在 我 们 建构 以 下 两 组 微分 形式 ; 
(15) o, = d a HO CUI macto ot bap? 
k 20,0], p-1, 
(16) V,2€6;.;(00;0;'70; 2; í np 0 aias 
| Mp 655 2p-2k "2p-2k«1'2p-2k42 2p-1'2p 


k 20,0, p-l 


形式 D, 是 2p -1 MW, Æ 2p 阶 的 ,同时 我 们 注意 到 v, a^ Q 只 相差 一 个 常数 
因子 。 利 用 (6) 与 (14) 我 们 发 现 @ AY, 都 是 内 蕴 的 ,从 而 定义 在 整个 黎 曼 流 形 


RE Ea 
我 们 要 证 明 以 下 的 回归 关系 : 
2p -2k-1 
(17) dd, = Wr rl Ve k 0 les 


这 里 定义 Vo = 0。 利用 符号 6.…; 关于 其 指标 的 斜 对 称 性 质 , 我 们 可 以 得 到 
d$, E e()duiO, On a Dodo ML od 

(2p - 2k — 1)e(;) u; d0; 0; ---0 

keçi) u; Üj 0 d£ 


D alu she bp 1 2p E 
这 里 ecu eroi, 的 缩写 。 导 数 du ,db,,d0y 可 以 用 它们 在 (11) ,(13) 和 (4) 中 的 表 
达 式 代替 。 得 到 的 do, 的 表达 式 由 两 类 项 组 成 : 一 类 包含 wj , 另 一 类 不 包含 。 我 


们 把 不 包含 coy 的 项 集中 起 来 ,得 到 
(18) Va 十 (2p - 2k - 1) €(;) ui, u; (2; 0; "sg 


这 一 和 表达 式 显然 是 内 列 的 。 它 与 d@Bi 的 差 是 由 那些 包含 w; 的 项 组 成 的 表达 式 。 
我 们 要 证 明 这 个 差 等 于 0, 事实 上 , 令 P 是 局 上 任 一 固定 点 。 在 P 的 某 一 邻 
域内 ,我们 选择 一 组 标 架 ,使 得 在 P E, 


Gi = 0, 


(这 一 过 程 “等 价 于 ?在 张 量 分 析 中 利用 测 地 线 坐 标 。) 于 是 对 于 这 组 特定 的 标 架 来 
说 ,表达 式 (18) 与 db, 在 已 上 相等 。 由 于 它们 都 是 内 列 的 ,并 且 P 是 任意 的 ,所 以 
它们 恒 等 。 
为 了 对 (18) 作 变换 ,我们 引进 以 下 缩写 
P, = (i) ui Qi i, Ju -—-———— M e 


j 6. ZEIT) 


2 13 Dp_2k '2p-2k«1'2p-2k«2 b p-i*2p 


(19) Zk = EG) uj ui hi 


3 


59.22. 
T, = e (i ui Qi i Gi, 0 


l2p-2k "2p-2k«1'2p-2k42 b p-1'2p 
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它们 都 是 2p 阶 形式 。 借 助 于 关系 式 (1' ) 与 (12), 可 以 确定 这 些 形式 与 V, 之 间 有 
简单 关系 。 事 实 上 我 们 可 以 有 


P, = eci)(l - Ui - ui 一 … 一 ui, i0 nO i aor na PELA 
-WV,-P,-2(p-k-1)T, -2kP,, 
' 5 di 
(20) V, = 2(k +1)P, -2(p - k - 1)T,. 
BER | 
Xp = ED Ui Qui (— ui 0; - ui 0; - ui Oi - ^ - wi, 0; 0,7 
0, Ps a -— Om 
= T; - (2k + 1)2,, 
于 是 
(21) T, = 2(k + 1) 2, 
dö, 的 表达 式 (18) 于 是 成 了 


dé, = V, | T (2p = 2h 1){P, + 2(p -k- 1)>;}, k = Ojon 一 La 


IRI (Q0) 5 (21) ,我 们 就 得 到 了 所 要 的 公式 (17)。 
从 (17) 式 我 们 就 可 以 用 doda, do, HW, 解 出 。 很 容易 得 到 结果 
2n*l(k c Dk (k-m«1 


-U" a5-2k- DQp -2k + Dp -2k 42m - D 99i n 
ius lon cdi: 


(22) Y= di 


特别 地 ,我 们 推出 ORDEN IE 的 外 导数 : 
1 


(23) 2=(- D^ aep] Ye- = dil, 

这 里 

(24) NU A ———— € 
D o£ pec comode 





在 R^ 是 财 的 可 定向 黎 曼 流 形 的 假设 下 ,我 们 根据 (24) 式 来 给 出 (9) 式 的 证 明 。 

我 们 在 R" 中 定义 一 个 在 R? 的 点 0 上 有 唯一 奇 点 的 连续 单位 向 量 场 ”。 一 个 

著名 的 定理 指出 该 场 在 0 点 的 指标 等 于 R" 的 欧 拉 - 庞 加 莱 示 性 数 yY。 这 一 向 量 场 

在 M^" -中 定义 了 一 个 子 流 形 V^ , 该 子 流 形 带 有 边界 XYZ ,这 里 Z 是 由 所 有 通过 0 

点 的 单位 向 量 组 成 的 (nm - 1) 维 圆周 面 。2 TER" 上 的 积分 显然 等 于 六 上 同样 的 
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积分 。 利 用 斯 托 殉 斯 定理 ,从 而 得 到 
1 
(25) jn x | Q = y| 1 EL PU PPM (2p - are ge 


由 Do 的 定义 ,我们 有 
(26) Bo = One DIC 101-6, aufi i0 
最 后 的 求 和 显然 就 是 (2p - 1) 维 单 位 球面 的 体积 元 素 。 于 是 

| So = 2p - DI Di 
把 它 代 入 (25) ,我 们 就 得 到 公式 (9)。 
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52 . 中 国 算 学 之 过 去 与 现在 
原 载 《科学 》 第 25 BA 5.6 期 ,上 海 ,1941 年 。 


近 十 数 年 来 中 国 算 学 的 研究 有 了 和 奋 干 可 朝 的 进步 。 为 检讨 过 去 , 策 励 将 来 起 
见 ,笔者 愿 把 中 国 算 学 家 几 千 年 来 所 做 的 工作 加 以 历史 的 叙述 ,最 后 则 略 叙 近年 国 
人 进行 研究 工作 的 大 概 情形 , 伸 大 家 了 然 我 们 这 个 时 代 将 在 中 国 算 学 史上 所 占 的 
地 位 。 

根据 几 件 重 要 的 事实 ,中 国 算 学 的 发 展 约 可 分 为 五 个 时 期 , 效 分 述 于 下 : 


、 第 一 时 其 





第 一 时 期 可 从 上 上 古 算 至 公元 263 年 ( 即 曹 魏 景 元 四 年 )。 公 元 263 年 为 刘 徽 注 
《 九 章 算术 》 之 年 ,中 国 古代 最 完全 的 一 本 算 学 经 典 , 是 这 一 年 告 成 的 。 

Hal LAMA FERRER, RA. RCIA), Ck), iode se Sc HE 
范 ,我 们 姑 置 之 不 谈 。 今 仅 提 出 此 时 期 中 值得 注意 的 两 点 。 第 一 是 《 九 章 》 和 《 周 
余 》 两 部 算 经 的 完成 。 这 两 书 成 书 的 确 年 已 不 易 考 。《 九 章 》 最 迟 当 在 秦 火 之 前 , 因 
为 刘 币 的 序 里 曾 说 张 苍 , 耿 寿 昌 各 有 删 补 ,而 张 苍 是 秦 末 汉 初 的 人 , 故 《 九 章 ) 之 成 
书 ,在 秦 朝 以 前 , 当 无 疑义 。 汉 时 《 九 章 》 之 名 , 几 为 算 学 之 代表 ,大 儒 如 郑玄 , 马 续 
俱 通 《 九 章 》, 其 重要 可 知 。 全 书 共 分 九 章 , 其 目录 为 : 方 田 第 一 ,粟米 第 二 ,差分 第 
三 , 少 广 第 四 , 商 功 第 五 , 均 输 第 六 , 急 不 足 第 七 ,方程 第 八 , 勾 股 第 九 。 其 内 容 经 刘 
微 注 后 ,网罗 甚 广 ,所 论 问题 有 涉及 二 次 方程 式 , 联 立方 程式 ,及 圆 与 球 之 面积 体积 
者 。 另 一 部 《 周 骨 算 经 》 是 大 家 认为 最 古 的 算 书 ,但 内 容 远 不 及 《 九 章 》。 其 成 书 确 
年 亦 不 可 考 , 只 知道 扬 雄 , 禁 肖 都 曾 提 到 过 。 今 本 有 汉 赵 君 卿 注 , 注 比 原 书 重要 得 
多 。 书 中 最 重要 的 一 部 分 是 几何 问题 ,如 以 3 为 圆周 率 ,以 正三 角形 勾 股 弦 之 比 为 
3:4:5 等 。 后 志 中 算 里 有 所 请 制 圆 术 与 勾 股 术 , 则 丝 以 此 书 为 噶 矢 。 

第 二 ,从 以 上 两 书 的 内 容 可 以 看 出 中 国 算 学 的 一 个 特点 , 即 对 于 应 用 之 注重 。 
所 请 应 用 指 日 常 问题 与 造 历 二 种 。 由 于 历代 帝王 的 重视 ,中 国 古 时 的 算 学 家 无 不 
兼治 历 算 。 汉 初 张 苍 , 耿 寿 昌都 以 善 历 知名 ,以 后 大 多 均 同 此 现象 。 这 种 注重 应 用 
的 态度 使 中 国 算 学 不 能 产生 一 部 有 系统 的 著作 ,使 中 国 算 学 只 包括 一 群 零 星 的 结 
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。 果 ,不 成 为 近代 意义 下 的 算 学 。 在 同一 时 期 内 ,希腊 的 算 学 已 在 最 光 采 的 阶段 。 毕 
达 果 拉 斯 (Pythagoras) 的 门人 早 就 有 了 无 理 数 的 观念 。 欧 几 里 得 (Euclid) 的 《几何 原 
本 》 则 在 公元 前 三 百年 已 成 书 ! 希腊 科学 所 产生 的 最 末 一 个 大 算 学 家 是 丢 番 都 
( Diophantus) ,他 的 时 代 约 为 公元 250 年 左右 ,与 刘 徽 同 时 ,他 的 著作 中 已 有 三 次 方 
程式 和 二 次 不 定 方 程式 的 讨论 。 

总 之 ,第 一 时 期 的 中 国 算 学 , 虽 比 不 上 希腊 , 然 与 同时 期 的 其 他 国家 ,如 埃及 、 
印度 等 相 比 , 则 决 无 偿 色 。 在 这 个 时 期 的 后 半期 , 继 希 腊 而 起 的 罗马 帝国 ,在 算 学 
EWER, KERERE 了。 我 们 的 算 学 却 由 此 入 于 一 个 光 采 灿烂 
的 时 期 。 





”中 国 算 学 之 第 二 时 期 ,上 Visio icd a 约 





自 
印度 比 不 上 我 们 。 
的 工作 ,大 多 是 留 传 希腊 的 算 学 。 中 国 的 算 学 家 却 在 此 时 有 有 几 桩 值得 称道 的 工作 。 
为 简短 起 见 ,我 只 举 这 时 期 三 个 代表 的 算 学 家 说 一 说 。 第 一 个 是 刘 徽 , 微 除 
《 九 章 注 》 外 ,还 有 若 于 贡献 。 在 征 以 前 ,周三 径 一 是 公认 为 圆周 率 , 徽 以 为 疏 , 遂 由 
圆 之 内 容 六 边 形 起 算 , 令 边 数 倍 进 , 而 求 得 较 密 的 圆周 率 。 他 所 得 的 值 为 3.14, 后 
人 称 为 徽 率 。 他 的 方法 与 亚 几 默 德 (Archimedes) 的 相同 。 此 外 徽 男 造 重 差 术 ,又 称 
海岛 算 ,实际 上 是 相似 三 角形 的 方法 。 
在 此 时 期 中 第 二 个 算 学 家 为 祖冲之 ,南朝 宋 齐 间 人 (429 至 500)。 许 多 人 认 他 
为 中 国 最 大 的 算 学 家 , 虽 尚 有 人 持 异议 ,至 少 可 见 他 在 算 学 史上 地 位 之 重要 。 他 最 
重要 的 贡献 是 求 圆 周 率 ,得 知 x 之 值 在 3.141 592 6 与 3.141 592 7 之 间 ,并 另 得 两 


近似 值 为 学 与 -13。 这 是 一 个 超时 代 的 贡献 ! 以 当时 算 学 进展 的 情形 ,这 种 准确 程 


”上 度 ,其 为 难能可贵 。 冲 之 圆 率 西洋 方面 直到 1573 FEAR K (Valentinus Otto) 才 得 
同样 的 结果 ,前 后 相差 一 千 余 年 ! 

冲 之 在 算 学 上 的 其 他 贡献 ,我 们 不 大 知道 ,原因 是 他 所 著 的 书 《 缀 术 》 失 传 了 。 
《级 本) 的 内 容 已 不 可 知 , 史 称 " 学 官 英 能 究 其 深奥 ,是 故 废 而 不 理 ” ,可见 必 尚 包括 
其 他 许多 新 结果 在 内 。 此 外 可 知 者 ,此 书 的 内 容 必 很 丰富 : 唐 代 学 官制 度 ,《 孙 子 
算 经 ) 与 《五 曹 算 经 》 共 习 一 年 ,《 九 章 ) 与 《海岛 ) 共 习 三 年 ,而 《 缀 术 ) 一 书 要 读 四 年 
ZAI 

第 三 个 算 学 家 是 王 孝 通 , 唐 初 算 学 博士 (相当 于 现在 的 教授 ) ,时 代 约 在 620 年 
左右 。 他 著 的 书 叫 做 《 辑 古 算 经 》, 今 尚 有 存 本 。《 辑 古 算 经 ) 中 的 问题 ,应 用 到 二 次 
和 三 次 的 方程 式 , 可 惜 书 中 没有 解法 ,不 知 他 的 结果 是 怎样 得 的 。 
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52. 中 国 算 学 之 过 去 与 现在 
这 是 中 国 算 学 家 在 世界 上 称雄 的 一 个 时 期 。 


三 、 第 三 时 期 





祖冲之 , 王 孝 通 以 后 ,欧洲 固 仍 为 黑暗 时 代 , 中 国 的 算 学 也 缺少 新 的 进展 。 到 
了 十 三 世纪 大 家 都 同时 醒 沉 了。 西洋 开始 了 近 数 百年 的 文明 ,中 国 的 算 学 因 有 天 
元 ,四 元 术 的 发 现 ,造成 了 一 项 不 可 磨灭 的 贡献 。 所 谓 天 元 ,四 元 术 其 实 就 是 代数 ， 
元 指 未知 数 ,天 就 是 x。 不 过 照 那 时 的 写法 ,未 知 数 不 能 在 四 个 以 上 ,所 以 天 地 人 
物 四 元 并 用 ,为 最 普通 的 情形 。 那 时 的 代数 算式 的 形状 ,可 举例 明之 如 次 : 





式 中 太 即 是 常数 ,写成 今 式 , 当 为 : 
x? + 680x + 96 000 


5 x+y +z + w Raxy + Quz + 2xw + Qyz + 2yw + 2zwo 


在 此 时 期 内 杰出 的 算 学 家 , 当 推 李 冶 , 秦 九 韶 ,其 他 如 杨辉 ,郭守敬 , 朱 世 杰 , 亦 
都 有 重要 的 著作 。 这 几 个 算 学 家 的 年 代 , 都 在 十 三 世纪 中 叶 到 十 三 世纪 末 叶 , 约 当 
南宋 , 金 , 元 的 时 候 。 

这 时 期 是 中 国 算 学 的 黄金 时 期 ,学 者 之 多 ,贡献 之 广 , 超 越前 代 。 我 们 试 随便 
举 几 点 重要 的 说 一 说 。 第 一 ,中 国 自己 的 代数 学 此 时 奠定 了 基础 。 正 负数 的 观念 ， 
代数 运算 的 规则 ,已 为 一 般 算 学 家 所 共 习 。 进 一 步 的 方程 式 论 自然 成 了 中 心 的 问 
题 。 杨辉 《 详 解 九 章 算法 已 有 巴 斯 哆 三 角形 定理 , 比 巴 氏 约 早 四 百年 。 此 外 如 霍 
纳 (Homer) 方 法 ,已 早 为 许多 算 学 家 所 发 现 , BRIS ABIL) OE BE 
《 九 童 算 经 》) ,其 理 遂 大 明 , 时 间 上 比 霍 氏 早 了 五 百 多 年 。 

第 二 , 秦 九 韶 《 数 书 九 章 》 卷 一 “大 本 类 ?” 论 及 联 立 一 次 同 余 式 的 解法 。 这 问题 
在 中 国有 悠久 之 历史 , 实 起 源 于 《孙子 算 经 》( 大 约 为 后 汉 时 人 所 著 , 为 中 国 第 三 部 
古 算 书 )“ 物 不 知 数 ” 之 问 。 我 先 把 这 问题 及 其 解答 录 下 : 

“ 今 有 物 不 知 其 数 ,三 三 数 之 剩 二 ,五 五 数 之 剩 三 ,七 七 数 之 剩 二 , 问 物 几 何 ? 

WEA: 二 十 三 。 术 日 : 三 三 数 之 剩 二 , 置 一 百 四 十 ,五 五 数 之 剩 三 , 置 六 十 三 ， 
七 七 数 之 剩 二 , 置 三 十 ;并 之 ,得 二 百 三 十 三 ,以 二 百 一 十 减 之 , 即 得 。” 

此 问题 俗称 “韩信 点 兵法 (自然 韩信 不 会 只 点 二 十 几 个 兵 ) ,问题 和 解法 都 很 
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美妙 可 喜 。 所 谓 大 衍 就 是 这 问题 的 推广 。 秦 九 韶 的 普通 解法 ,与 欧 几 里 得 算法 实 
际 上 完全 一 致 。 在 初等 数论 中 这 是 一 个 比较 “ 深 ” 的 定理 。 西 洋 近 人 所 作 数 论 教 本 
中 有 称 此 定理 为 “中 国人 余数 定理 (Chinese Remainder Theorem)” 者 。 
第 三 ,中 算 学 家 往往 喜 言 堆 壤 与 纵横 图 ,前 者 即 为 有 穷 级 数论 ,后 者 今 称 幻 方 。 
研究 这 类 问题 的 算 学 家 当 以 杨辉 , 朱 世 杰 为 最 重要 。 他 们 的 结果 因 图 式 太 繁 , 效 
SBE o 
以 上 所 列举 和 选择 的 , 目 然 杂 有 个 人 主观 的 成 分 ,但 即 此 已 可 见 中 国 算 学 在 此 
时 期 之 光芒 万 不 了 ! 





第 四 时 期 


中 国 算 学 经 过 第 三 时 期 的 清醒 以 后 , 复 人 于 一 沉睡 的 时 期 。 西 洋 的 算 学 却 从 
此 长 足 进 展 ,渐渐 的 使 我 们 望尘莫及 。 一 直到 十 六 世纪 末 叶 , 利 玛 窦 (Matteo Ricci) 
东 来 , 才 把 我 们 唤醒 ,把 西洋 精神 上 的 食粮 喂 给 我 们 。 于 是 我 们 遂 人 于 一 新 时 期 ， 
即 接受 西洋 算 学 的 时 期 。 

利 玛 窦 来 华 后 ,与 徐光启 , 李 之 藻 等 合作 , 译 了 许多 书 , 就 中 从 算 学 方面 讲 , 以 
《几何 原本 》 前 六 卷 与 同文 算 指 二 书 , 为 最 重要 。 两 书 都 是 当时 欧洲 所 通行 的 书 ,后 
者 是 一 本 算术 , 系 德国 算 学 家 克拉 维 斯 (Clavius) 所 著 。 克 氏 即 为 利 氏 之 师 , 以 善 写 
课本 出 名 。 利 氏 译 本 序 中 所 盛赞 之 丁 先生 , 即 指 克 氏 。 

利 氏 以 后 ,西洋 教士 之 东 来 者 日 众 , 译 著 亦 渐 多 ,几何 学 ,天 文学 ,对 数 术 等 渐 
渐 的 都 输入 中 国 。 中 国人 虽 尚 有 只 习 中 算 的 ,但 渐渐 都 感到 西洋 方法 之 优越 ,不 能 
墨守成规 。 所 以 清 初 著名 的 算 学 家 ,如 梅 文 易 (1633 一 1721 ) , 王 锡 前 (1628 一 1682 ) 
等 都 兼治 西 算 。 自 利 氏 东 来 至 民国 初 年 前 后 三 百 余 年 ,中 国 出 的 算 学 家 很 多 , 清 时 
汉学 家 兼 善 算 者 尤 不 少 。 但 其 结果 与 并 时 的 西洋 算 学 家 相 比 RCP BST o 

就 译 述 方面 讲 , 徐 , 李 以 后 ,工作 较 多 者 ,有 清末 之 李 善 兰 (1811 一 1882 ) , 4e 88 
芳 (1833 一 1902)。 比 较 深 一 点 的 书 如 微 积分 等 都 是 这 时 候 译 的 。 以 当时 译 述 情形 
的 困难 ,此 项 译 书 工作 ,其 价值 正 不 亚 于 创作 的 贡献 。 比 方 说 , 伟 烈 亚 力 (Alexander 
Wylie) 帮 李 善 兰 译 书 , 李 不 懂 西 文 ,而 伟 不 懂 算 学 ,困难 可 想 。 我 们 现在 展开 一 本 旧 
译 的 算 书 , 观 其 译 笔 之 雅 而 达 , 当 对 这 几 位 古人 致 无 限 的 景仰 。 惜 自学 校 盛 兴 之 
后 ,我 国 中 小 学 之 课本 ,大 都 取 自 于 日 本 。 大 学 用 书 又 直接 采用 英美 原版 。 对 于 
李 , 华 诸 人 之 译本 ,和 久 已 束 置 高 阁 , 无 人 过 问 ,不 免 可 惜 耳 ! 





这 是 最 近 的 一 个 时 期 , 它 的 前 途 一 时 还 不 容易 估量 , 它 的 特色 是 研究 精神 的 复 
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兴 。 四 十 年 来 的 学 校 教育 已 替 许 多 有 志 于 算 学 的 人 开 了 路 ,从 前 需要 十 年 才 习 毕 
的 材料 ,现在 或 者 一 年 就 够 了 。 同 时 还 有 一 些 始终 受 西洋 教育 的 学 者 ,他 们 的 西 文 | 
程度 使 他 们 与 西洋 学 者 能 有 差不多 的 方便 与 机 会 。 才 智 志 士 , 遂 得 进行 同样 的 工 
作 。1920 年 左右 中 国 算 学 家 已 有 将 其 在 国外 大 学 的 论文 发 表 于 国际 第 一 流 算 学 杂 | 
志 的 。 此 后 数 年 , 即 有 若干 人 继 起 。 到 了 现在 ,国人 前 后 在 有 地 位 的 国际 算 学 杂志 
发 表 论 文 者 , 据 个 人 的 统计 , 约 在 三 百 篇 左右 ,战事 发 生前 数 年 ,每 年 约 有 三 十 篇 ， 
在 国内 杂志 发 表 的 尚 不 在 内 。 以 工作 者 之 人 数 比 之 ,这 些 数目 自然 要 算 难 得 的 了 ! 

以 上 论 及 的 工作 ,最初 几 年 所 产生 的 ,大 约 是 中 国学 生 在 国外 导师 指导 下 所 做 
的 。 其 中 国内 产生 的 部 分 , 则 随时 间 而 增加 。 这 自然 要 归功 于 国内 算 学 研究 机 关 
的 设立 ,与 算 学 研究 设备 之 充实 。 最 先 设立 算 学 研究 所 的 ,是 清华 大 学 ,从 1930 年 
起 ,前 后 毕业 肆 业 者 已 有 多 人 。 此 后 浙江 大 学 ,中 央 大 学 ,北京 大 学 ,都 先后 设 研究 
所 ,成 绩 亦 颇 为 一 般 人 所 称道 。 南 开 大 学 未 设 算 学 研究 所 ,但 最 先 注意 算 学 的 设 
备 ,其 图 书馆 所 藏 算 学 图 书 之 充实 ,国内 迄今 无 出 在 右 者 。 惜 自 战事 发 生 以 还 ,该 
项 藏书 , 稍 有 分 散 ,如 何 加 以 整理 和 充实 ,使 永 成 国家 之 珍藏 , 当 为 该 校 当 局 与 社会 
上 热心 科学 的 人 士 , 所 应 熟 为 考量 的 。 

民国 二 十 五 年 中 国 数 学 会 创办 一 个 《数学 学 报 》, 专 载 有 创作 性 的 论文 ,已 出 两 
卷 。 这 杂志 已 得 国际 的 注意 ,所 刊 论文 ,质地 不 在 一 般 先进 国 杂 志 之 下 。 犹 忆 1937 
年 的 时 候 ,编辑 者 虑 此 杂志 或 因 战事 不 能 续 刊 ,把 存留 的 稿件 ,分 寄 国 外 第 一 流 杂 
志 , 结 果 都 刊登 了 ! | 

近代 中 国 算 学 家 工作 的 范围 ,代数 方面 着 重 于 数论 ,几何 则 形势 几何 ,微分 几 
何 ,代数 几何 都 有 作者 ,分 析 则 以 函数 论 ,微分 方程 论 , 级 数论 工作 者 较 多 。 至 于 详 
细 的 结果 及 其 价值 ,一 则 太 涉 专门 ,未 易 细 述 , 二 则 这 些 专家 大 多 是 笔者 的 师 友 , 批 
评 起 来 ,不 免 参加 主观 的 成 分 ,最 好 让 他 们 的 工作 说 明 他 们 的 成 绩 罢 了 ! 











在 以 上 的 叙述 后 , 愿 对 未 来 的 中 国 算 学 界 及 社会 ,提出 两 点 希望 : 

一 ,希望 中 国 算 学 界 同志 保留 并 发 扬 那 点 可 贵 的 研究 精神 ,使 中 国 科 学 能 浙 
渐 不 落 人 后 。 上 节 所 说 的 工作 实 很 有 限 ,以 之 开始 则 可 喜 , 从 此 自满 便 可 翡 了 ! 同 
时 近代 的 研究 工作 需要 设备 ,希望 政府 及 热心 文化 事业 的 机 关子 以 充分 的 帮助 。 

二 、 在 第 一 节 中 曾 提 及 中 国 算 学 注重 应 用 的 特色 。 这 也 是 应 有 的 精神 ,值得 
加 以 培养 的 。 希 望 有 一 部 分 算 学 家 能 多 注意 一 点 应 用 的 问题 ,以 发 挥 算 学 的 效能 。 
同时 希望 社会 上 遇 着 与 算 学 有 关 的 问题 , 肯 予 算 学 家 以 一 个 商讨 的 机 会 。 
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í 53 . 大 范围 微分 几何 若干 新 观点 “ 


本 文系 作者 应 美国 数学 会 之 邀 ,在 1945 年 夏季 大 会 上 的 演 
讲 , 发 表 于 《Bulletin of American Mathematical Society》 第 52 卷 ,1946 
年 。 中 译 者 : Eb, 


1. 引言 


大 范围 微分 几何 研究 流 形 中 给 定 的 几何 实在 (geometric being)@ 的 局 部 性 质 与 
该 流 形 的 整体 性 质 之 间 的 关系 。 该 流 形 在 下 述 意 义 下 是 可 微 的 : 它 被 一 组 坐标 邻 
域 所 覆盖 ,这 些 坐标 邻 域 都 有 同样 个 数 的 坐标 ,并 且 每 两 个 这 样 的 不 同 的 坐标 系 在 
它们 的 公共 区 域 中 用 一 个 至 少 一 阶 可 微 的 变换 来 联系 。 这 后 一 假定 使 我 们 可 以 在 
局 部 几何 的 研究 中 使 用 微分 ,进而 导致 由 欧 拉 、 高 斯 和 蒙 日 首先 研究 的 那些 几何 
性 质 。 

作为 这 类 研究 课题 的 一 个 例子 ,我 们 考虑 一 个 闭 曲面 5, 它 (至 少 二 阶 ) 可 微 嵌 
入 三维 欧 氏 空间 中 。 令 天 为 8 的 高 斯 曲率 ,d4 为 S 的 面积 元 素 。 则 经 典 的 高 斯 - 
博 内 公式 断言 : 


(1) Ł[Í Kad = 21 - p), 


这 里 p 是 5 的 亏 格 。 这 个 公式 用 微分 不 变量 来 表示 S 的 亏 格 p 这 一 拓扑 不 变量 。 
换 句 话说 ,p 完全 由 S 的 局 部 性 质 所 决定 。 | 

| 23—^ BI AG ERR T BK OE EB — 2 BIZ C. WR C RDKIKOEPAR KE IL, 

以 及 C 所 围 区 域 的 面积 为 4 ,那么 


(2) I? — 4r4 20, 


其 中 等 号 仅 当 C 为 圆周 时 成 立 。 这 就 是 所 谓 的 等 周 不 等 式 , 它 最 近 被 意外 地 从 积 
分 几何 导出 ,后 者 是 研究 微分 不 变量 的 积分 的 学 科 。 


DO RARA RAAR. 
Q 奥 斯 瓦 尔 德 . 维 布 伦 教 授 首 先 建议 使 用 术语 几何 对 象 (geometric object) ,但 他 现在 选择 用 geometric 
being, 这 一 词 译 自 嘉 当 所 创 的 法 语词 "stre géométrique" . 
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53. 大 范围 微分 几何 若干 新 观点 
这 类 研究 问题 有 两 个 方面 : 局 部 方面 和 整体 方面 。 经 过 几 十 年 的 大 量 工作 ， 
局 部 方面 的 问题 得 到 了 广泛 研究 和 发 展 ,这 些 成 果 集 中 体现 在 张 量 分 析 理 论 中 。 
虽然 张 量 分 析 为 处 理 大 多 数 局 部 问题 提供 了 很 好 的 工具 ,但 是 对 整体 问题 的 研究 
自然 需要 引入 新 的 概念 和 改变 人 们 迄今 所 遵循 的 经 典 处 理 方 法 。 本 文 的 主要 目的 
是 强调 在 对 赋 有 几何 实在 的 流 形 的 整体 研究 中 ,考虑 与 该 流 形 有 关 的 新 的 拓扑 空 
间 的 重要 性 。 事 实 上 这 个 想法 对 于 微分 几何 的 局 部 方面 和 整体 方面 的 研究 都 很 重 
要 。 关 于 局 部 问题 , 埃 利 : 嘉 当 对 此 当然 是 很 熟悉 的 ,他 为 他 的 几何 实在 ( 仿 射 联 
络 .射影 联络 .正则 联络 等 等 ) 的 一 般 理论 引进 了 切 空 间 (“espace tangent”) 的 概念 。 
嘉 当 意义 下 的 切 空间 并 不 总 是 切 向 量 空间 ,这 构成 了 难以 理解 他 的 工作 的 原因 之 
一 。 另 一 方面 ,近来 关于 拓扑 学 中 纤维 丛 的 工作 (斯 带 弗 尔 `. 惠 特 尼 、 费 尔 德 堡 、 埃 
雷 斯 曼 、 庞 特 里 亚 金 .斯 廷 罗 德 等 等 ) 看 来 为 建立 嘉 当 思想 的 整体 理论 奠定 了 基础 。 
作者 认为 ,把 这 两 部 分 工作 结合 起 来 会 为 大 范围 微分 几何 的 研究 提供 比 迄 今 为 目 
所 得 到 的 更 好 的 概念 和 工具 。 本 文 主要 讨论 由 这 一 观点 而 引起 的 问题 的 不 同 
方面 。 | 
在 具体 展开 以 前 ,我 先 简短 总 结 一 下 讨论 的 要 点 。 我 们 的 问题 是 研究 微分 流 
形 上 以 局 部 坐标 系 形式 给 出 的 几何 实在 ,这 些 局 部 坐标 系 的 分 量 在 坐标 变化 时 服 
从 确定 的 变换 规则 。 我 们 强调 ,这 样 的 问题 一 般 总 有 可 能 在 某 种 意义 下 定义 在 与 
该 流 形 关联 的 一 个 自然 的 纤维 从 上 。 于 是 这 个 几何 实在 以 唯一 的 方式 在 纤维 从 中 
定义 了 一 组 线性 微分 形式 , 它 给 出 了 该 几何 实在 的 所 有 局 部 性 质 。 对 于 黎 曼 几何 
来 说 ,这 个 自然 的 纤维 从 就 是 流 形 上 全 部 标 架 所 形成 的 空间 ,而 相应 的 微分 形式 给 
出 的 实际 上 是 列 维 - 齐 维 塔 平行 。 关 联 的 纤维 从 的 性 质 由 解决 所 谓 等 价 问 题 而 得 
到 最 佳 的 确定 ,这 个 等 价 问题 对 于 黎 曼 几何 来 说 就 是 形式 问题 。 给 定 了 纤维 丛 中 
的 线性 微分 形式 集合 ,就 可 以 通过 格拉 斯 曼 分 析 运 算得 到 更 高 阶 的 微分 形式 。 这 
些微 分 形式 定义 了 上 链 , 并 且 当 它们 是 恰当 的 时 候 定 义 了 闭 上 链 。 研 究 由 关联 的 
纤维 从 向 给 定 流 形 的 投射 而 产生 的 两 者 的 上 链 和 闭 上 链 之 间 的 相互 关系 ,将 会 导 
致 对 几何 实在 整体 理论 的 更 深刻 的 理解 。 下 面试 图 表明 ,在 最 简单 的 情况 下 这 样 
的 想法 会 导致 怎样 的 结果 。 虽 然 这 将 是 本 文 的 主要 内 容 , 但 这 并 不 意味 着 纤维 从 
理论 在 微分 几何 只 有 这 样 的 应 用 。 事 实 上 ,有 迹象 表明 它 可 能 还 有 其 他 富有 成 果 
的 应 用 。 因 此 看 来 值得 对 这 一 领域 做 更 彻底 的 研究 。 


2. 格拉 斯 曼 代数 


在 嘉 当 方 法 以 前 有 所 谓 的 格拉 斯 曼 代数 。 它 可 以 用 形式 代数 的 方法 定义 如 
T: 令 天 是 特征 0 的 域 , 令 V(n,K) 是 XK 上 n 维 向 量 空间 ;那么 V(n,K) 上 的 格拉 
斯 曼 代数 H REK 上 满足 以 下 条 件 的 超 复 系统 : 

1) H 含有 单位 元 1 和 y(n,K) 的 所 有 元 素 , 并 且 由 这 些 元 素 (通过 超 复 系 统 运 
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算 ) 生 成 。 

2) 如 x、y 属于 V(n,K), 则 它们 的 乘积 满足 以 下 交换 规则 : 
(3) Xy =— yXo 


3) 五 中 的 元 素 只 满足 从 1) 和 2) 导 出 的 关系 。 
S e1,…,ens 是 V(n,K) 的 一 组 基 。 根 据 以 上 条 件 可 以 得 出 以 下 结论 : Hb 
一 元 素 都 可 以 以 唯一 的 方式 表示 成 系数 在 K 中 的 1, ef ,…, e; 的 线性 组 合 ,其 中 
让 < < 记 以 及 i ,…, 说 = 1,…,no 如 属于 五 ,我 们 就 用 符号 表示 : 


(4) x = P x™, 
m=0 
这 里 
(5) x, C0 = > Q; ...; €i ""' i c 
Bet slaty < «i, 5 Nes is 


JUR x 是 m 次 的 ,如 果 
x Cm) 40, y OD — 3s "OO zt: 


A x? = 0,1 um, 则 称 为 外 形式 ,或 简称 形式 。 一 个 元 素 的 次 数 与 基 的 选择 无 
关 , 它 是 否 是 形式 也 与 基 的 选择 无 关 。 | 

4 Wd&V(n, K)j—/ m 维 子 空间 。 我 们 在 W PRAMS, fusu3f 
WERE w = 万 … 户 。 很 容易 证 明 , 除 了 一 个 天 中 的 非 零 系数 外 w 由 WW 唯一 确定 。 
这 个 形式 w 就 称 为 W 的 相伴 形式 。 如 果 w 和 w 分 别 是 具有 维 数 m 和 p 的 子 空 
间 W, fü W 的 相伴 形式 ,那么 Wi 和 w 有 非 零 相交 部 分 当 且 仅 当 ww; = 0。 并且 
如 果 ww: 4 0, 那 么 这 就 是 维 数 为 m + p HJW; 5 W 的 和 子 空间 的 相伴 形式 。 这 
就 是 格拉 斯 曼 代 数 可 用 于 研究 向 量 空间 中 的 几何 的 简单 例子 。 


3. E. 嘉 当 的 微分 运算 


格拉 斯 曼 代 数 被 弗 罗 贝 尼 乌 斯 和 达 布 成 功 地 用 于 解决 普法 夫 问题 。 所 谓 双 线 
性 共 变 式 就 是 二 次 外 微分 式 。 然 而 是 E. 嘉 当 首先 系统 地 使 用 一 种 与 格拉 斯 曼 代 
数 密切 相关 并 涉及 高 次 外 微分 形式 的 运算 。 

SM 是 一 个 至 少 二 阶 可 微 的 n 维 微分 流 形 。 在 M^ 的 点 已 上 , 反 变 向 量 与 共 
变 向 量 构成 了 两 个 ( 实 域 上 的 ) 向 量 空间 ,这 两 个 空间 在 它们 互 为 男 一 个 的 线性 形 
式 空间 的 意义 下 是 对 偶 的 。P 上 线性 微分 形式 的 概念 同 于 共 变 向 量 的 线性 形式 的 
概念 。 因 为 令 x six 为 P 的 局 部 坐标 , 共 变 向 量 关 于 * 坐标 的 分 量 是 针 , 则 微 
分 形式 


(6) ees 4 
i=l 
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在 它 独立 于 局 部 坐标 系 的 选择 的 这 个 意义 下 是 内 萄 的 。 反 之 ,内 萄 形式 w 在 每 个 
局 部 坐标 系 中 都 有 一 组 构成 共 变 向 量 的 分 量 。 
对 于 在 M 的 点 已 上 的 线性 微分 形式 种 量 空间 ,我 们 构造 格拉 斯 曼 代数 。 这 
种 格拉 斯 曼 代数 的 形式 叫做 外 微分 形式 或 简称 微分 式 。 在 局 部 坐标 系 x' 中 ,外 微 
分 形式 可 以 写成 


n 
(7) ag) = 2 ü ed ( xl, x )dx^-- dx», 
ish =] m 


这 里 我 们 可 以 认定 系数 a;.…; 是 关于 其 指标 反对 称 的 。 用 张 量 分 析 的 话 来 说 ,分 量 
ai i 是 一 个 阶 为 m 的 交错 共 变 张 量 的 分 量 。 

在 局 部 坐标 * 保持 有 效 的 的 一 个 邻 域内 , 设 a;i 至少 二 阶 可 微 ,我 们 通过 
以 下 关系 式 定 义 一 个 称 作 o 的 外 导数 的 m + 1 次 微分 形式 
(8) dw = > da; .i dx ides, 


ti 


这 里 da; … 是 通常 的 微分 。 很 容易 证 明 ,这 一 外 微分 过 程 具有 以 下 性 质 ; 
1) 如 果 w,6 是 次 数 分 别 为 m Mp 的 两 个 不 同 的 微分 形式 ,那么 

(9) d(w0) = dw +64 (- 1)"wd0, 
2) 对 任何 w: 

(10) d(dw) = 0. 


3) 外 微分 的 过 程 在 坐标 变换 下 是 不 变 的 。 这 个 意思 是 说 : A P 的 某 一 邻 域内 
的 局 部 坐标 xi 代表 nn 维 欧 氏 空 间 中 的 开 集 D 中 的 一 组 点 5; 令 具 有 坐标 yl suy 
的 r 维 欧 氏 空间 中 的 开 集 瓦 ,通过 映射 


(11) x = fity syn, jPlÉl,",n 

BRA D, KP fi 至 少 二 阶 可 微 ,并 使 得 $ 是 集合 TCE 的 映像 。 根 据 定义 有 
F(x',--, x”) — F(xl(y),--, v (y)),di > > sey 

iX — BR LA — Fh B PR sk C BR SERRE a Se RY 3E 2E) A F GTB w 

到 空间 (y!,…,y ) 中 形式 的 一 个 映射 ,对 此 我 们 用 ww 表示 。 于 是 有 

(12) dio eds 


特别 地 , 当 > = 区 时 这 就 表明 外 微分 过 程 是 内 草 的 , 即 它 与 在 哪 一 个 局 部 坐标 系 下 
进行 无 关 。 
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Ae ee ee i 事实 上 , 令 w 是 定义 在 流 
ÉM ER m KÉR; S K^ EM 上 (组 合 拓扑 意义 下 的 ) 维 数 为 m 的 链 , 即 它 是 一 
些 系数 是 整数 ` 有理数 或 实数 的 欧 氏 空间 中 的 单纯 形 的 像 的 和 ,这 些 像 是 通过 至 少 
二 阶 可 微 的 映射 得 到 的 ; 则 可 以 在 K^ 上 定义 w 的 积分 。 令 9 K"+! 表 示 维 数 为 
m + 1 的 链 K"* 的 边缘 , 则 斯 托 克 斯 定理 可 以 写成 


(13) | | aw = | de 
要 看 清 斯 托 克 斯 定理 的 这 种 形式 与 通常 形式 之 间 的 联系 ,只 需 注意 到 


(14a) d(Pdx + Qdy) = le as 


dx 


dxdy, 


(14b) d(Pdx + Ody + Rdz) = its R 20 ayaz + (So - 95) dada + 


(28 - Jy dry 


4. 纤维 从 


纤维 丛 的 一 个 简单 例子 就 是 三 维 欧 氏 空间 中 所 有 与 某 一 球面 相 切 的 非 零 向 量 
形成 的 流 形 。 这 是 个 拓扑 流 形 ,虽然 很 特殊 。 然 而 结果 表明 ,具有 类 似 性 质 的 流 形 
在 拓扑 学 对 微分 几何 的 应 用 中 发 挥 了 重要 的 作用 。 在 相 切 于 球面 的 向 量 的 例子 
中 ,以 下 三 个 事实 值得 注意 : 

1) 由 同一 点 上 的 切 向 量 形成 的 空间 是 相互 同 胚 的 ,因而 同 胚 于 一 个 固定 的 空 
间 ,我 们 称 作 Foo 

2) 邻 域 U 中 所 有 点 上 的 [全 体 ] 切 向 量 同 胚 于 U 与 Fo 的 拓扑 积 。 特 别 地 ,如 
AR PE DU, 则 有 一 个 依赖 于 PAU 的 同 胚 7, 它 把 P 上 的 切 向 量 映 到 Fo。 

3) 在 2) 的 记号 中 ,我 们 把 7 写成 T7(P,U)。 如 果 P 属于 另 一 个 邻 域 V, 则 
映射 7(P,V)7-!1(P,U) 是 Fo 自身 上 的 同 胚 。 可 以 证 明 T 能 够 这 样 选择 ,使 得 
T(P,V)T-(P,U)€ G, QE G Æ Fo PRR NH. 

最 后 一 点 可 以 证 明 如 下 : 令 邻 域 是 这 样 的 坐标 邻 域 ,使 得 U 是 由 所 有 其 局 部 
坐标 zl 、z 满足 不 等 式 | wi | < e (i = 1,2) 这 样 的 点 组 成 的 集合 。 向 量 在 局 部 
— ul.u^ 下 有 分 量 XX. M) UV 上 的 切 向 量 以 一 种 显然 的 方式 分 解 为 拓扑 
Ro WR V AARE o 0? FFA 8 在 坐标 系 中 的 分 量 为 说 、 产 , 则 众所周知 有 


dv yi , Iv" 


2 
au! 2024 : 


十 rd Y? = 
这 是 仿 射 变换 。 

这 一 特例 引导 我 们 给 出 下 面 的 一 般 纤维 从 的 定义 。 为 了 与 后 面 要 用 的 术语 和 
记号 一 致 ,我 们 先 给 出 参照 表 : 
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纤维 中 的 变换 群 同一 基点 的 问 量 空间 中 的 仿 射 或 旋转 群 Low 





我 们 把 纤维 从 定义 为 具有 如 下 性 质 的 拓扑 空间 : 

1) 存在 一 个 把 .2 映 上 另 一 拓扑 空间 OM 的 (连续 ) 映 射 x: lF) = Ms 空间 MM 
称 为 底 空间 ,映射 x 称 为 投射 。 点 PCM 的 全 道 像 x+-!1(P) 称 为 P 上 的 纤维 。 根 
据 后 面 的 假设 将 会 推出 : 所 有 的 纤维 相互 同 胚 ,从 而 同 胚 于 一 确定 的 拓扑 空间 Foo 

2) 存在 一 族 覆 盖 M 的 邻 域 。 如 果 U 是 该 族 中 的 一 个 邻 域 , 则 逆 像 x -1( UE 
拓扑 积 , 即 存在 于 一 个 依赖 于 U 的 同 胚 yy ,使 得 


dyuix (U)| = Ux Fo, 
以 及 对 于 每 一 PE U, 有 
dyix (P)| — Foo 


3) > 7 了 是 如 上 述 的 1 的 邻 域 ,并 令 PC UNV. 则 映射 gyi pp! (CP x Fo)] 
是 Px Fo 的 自身 同 胚 ,从 而 是 Fo 的 自身 同 胚 。 这 个 同 胚 属于 Fo 中 预先 给 定 的 
群 C。 

在 我 们 感 兴趣 的 情况 中 , M 和 多 都 被 假设 成 是 至 少 一 阶 可 微 的 流 形 , 而 群 G 
是 一 个 李 群 。 | 

为 说 明 纤 维 从 的 概念 的 应 用 范围 ,我 们 进一步 给 出 以 下 例子 一 一 都 是 关于 一 
个 至 少 一 阶 可 微 的 n 维 流 形 M 的 例子 : 

1) M 的 切 向 量 构成 以 1 为 底 空间 的 纤维 从 。 

2) 令 el e(l pen) Mis—uP EKDE., WICK P; et, 
e,) 构 成 M 上 的 纤维 从 。 另 一 纤维 从 则 由 满足 e1,…,e, 线性 无 关 这 样 的 条 件 的 元 
素 构 成 。 斯 蒂 弗 尔 与 惠 特 尼 曾 研究 过 这 些 纤维 从 [26,33]。 

3) 我 们 把 这 样 的 几何 实在 叫做 权 标量 密度 : 它 在 每 个 局 部 坐标 系 中 都 有 分 
量 ,并 且 它 在 局 部 坐标 系 x 和 x “中 的 分 量 f ALS 满足 这 样 的 关系 式 
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(15) ft = 了 了， 
这 里 
(15a) = 9(X x")/2(x* V, x * 7), 


M 中 的 标量 密度 或 非 零 标量 密度 构成 W 上 的 纤维 丛 。 | 
(4) 一 类 重要 的 纤维 丛 的 一 般 定 义 过 程 如 下 : UEM EXT noe N 维 欧 氏 空间 

E"*Um,dgEU"B—AOLE,S$ H(n,N) 是 由 通过 0 的 所 有 n 维 定 向 线性 子 空 
间 形 成 的 格拉 斯 曼 流 形 。 映 射 T(M)C H(n,N) 定 义 了 MM 上 如 此 的 纤维 从 , 它 在 
M 的 各 点 已 上 的 纤维 是 过 P 平行 于 T(P) 的 n 维 子 空间 。 

纤维 从 理论 的 重要 成 果 之 一 是 引进 了 所 谓 示 性 闭 上 链 。 为 给 出 其 定义 ,我们 
假设 M 是 一 个 可 剂 分 空间 ,并 令 天 是 1 的 单纯 分 解 。 令 K 是 K 的 r 维 骨 架 , 即 由 
所 有 维 数 不 大 于 r 的 单 形 组 成 的 子 复 形 。 我 们 假设 纤维 丛 在 斯 廷 罗 德 解释 [24] 的 
意义 下 是 可 定 问 的 。 令 Fo 是 连通 的 ,并 有 阿 贝 尔 基本 群 。 在 这 些 假设 下 可 以 得 到 
下 面 的 定理 : | 

E 4.1. SWF) 局 的 (具有 整 系数 的 ) 第 i 个 同调 群 ,如 果 


HF) Si = CES). 80, 


则 可 以 定义 从 K 5] 多 中 的 连续 映射 风 , 使 得 rg(P) = P,P € Ko 
定理 4.2. 符号 同 定理 4.1, 如 果 


H'(Fo) = = H"'(Fo) = 0, H'(Fo)z0, 


则 存在 r + 1 维 的 (以 (Fy) ARRAY) ET] RAE yt! ,该 类 的 消 没 是 可 以 定义 
满足 x$(P) = PE Kt 的 从 K+ 到 中 的 连续 映射 少 的 充分 和 必要 的 条 件 。 这 
个 上 同调 类 是 .多 的 拓扑 不 变量 。 

这 个 上 同调 类 六 二 被 叫做 示 性 上 同调 类 ,而 它 的 任何 闭 上 链 则 被 称 作 示 性 闭 上 链 。 
如 果 M 是 个 可 定向 流 形 , 则 y +! 的 对 偶 是 维 数 为 n -+r - 1 的 同调 类 ,被 称 作 示 性 同 
调 类 。 特 别 地 ,如 果 M 是 可 定向 流 形 并 且 SE M 的 非 零 切 向 量 形成 的 纤维 从 , 则 
示 性 闭 上 链 y 是 n 维 的 并 且 它 的 关于 M 的 基本 闭 链 的 值 就 是 M 的 欧 拉 - 庞 加 莱 示 
性 数 。 这 样 我 们 就 看 到 , 示 性 类 理论 推广 了 经 典 的 可 定向 流 形 上 的 向 量 场 理论 。 


S. 黎 曼 几何 


上 几 节 勾勒 出 建立 一 个 几何 实在 的 理论 所 需要 的 预备 知识 。 作 为 演示 我 们 将 把 上 
面 的 工具 用 于 几何 实在 中 ”最 简单 “又 是 最 重要 的 一 种 一 一 黎 曼 几何 。 我 们 将 看 到 ,得 
到 的 结果 实际 上 就 是 嘉 当 所 给 出 的 ,我 们 也 会 指明 这 些 结果 与 现在 经 典 的 张 量 分 析 处 
理 方法 的 关系 ;然而 我 们 采用 更 一 般 的 观点 ,这 些 观点 将 导致 更 进一步 的 研究 。 

令 M 是 至 少 4 阶 可 微 的 流 形 。 设 M 中 给 出 了 一 个 黎 受 度量 , 它 在 局 部 坐标 系 
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x! 中 可 以 用 正定 的 微分 形式 出 给 出 
(16) ds? = 2 gi (P) (df dar), Bi = E 
则 流 形 M 就 叫做 黎 曼 流 形 。 
考虑 M 上 的 一 点 P, 以 及 M 在 P 上 的 反 变 切 向 量 。 根 据 (16) 的 微分 形式 (或 
KE g;) 可 以 定义 两 个 向 量 e f HREN, WN efo ME e 如 果 满 足 e: = 1 则 称 
作 单 位 向 量 。 称 n 个 向 量 的 有 序 集 el ,… e, 构成 标 架 ,如 果 它 们 满足 


Bish o 
(17) ml 1435 Lens 
过 P 的 可 微 曲 线 由 方程 
(18) x! = x'(s) 


定义 ,这 里 s dict £x BU ILI ,并 且 这 些 函 数 至 少 一 阶 可 微 。 我 们 用 d P/ds 表示 曲 
线 在 P 点 的 单位 切 向 量 。 容 易 通 过 局 部 坐标 系 证 明 , 存 在 这 样 一 个 向 量 ( 记 作 
dP), 它 在 各 标 架 中 的 分 量 是 线性 微分 形式 ,并 等 于 ds 与 沿 曲 线 的 单位 切 向 量 的 
乘积 。 这 个 回 量 是 内 荀 的, 即 与 坐标 的 选择 无 关 。 在 标 典 el ,… e, 中 ,我 们 有 


(19) dP = we, 十 … + Wren, 
这 里 wi ,… o, 是 线性 微分 形式 。 于 是 沿 着 曲线 ,我 们 有 (dP/ds)? = 1, x 
(20) ds? = (o) + + lon) o 


所 以 形式 wi(i = 1,…,n) 的 平方 和 是 给 定 的 (通常 ) 二 次 微分 式 。 
随 着 点 P Pe) M ERAS el ,… ,es 构成 以 1 为 底 空间 的 纤维 从 。 每 条 纤维 都 拓 


扑 地 等 同 于 同一 点 上 所 有 的 标 架 形成 的 空间 。 该 纤维 从 的 维 数 是 全 + 队 , 而 每 
条 纤维 的 维 数 是 ~ 凡 。 作 用 于 各 纤维 上 的 群 是 正 交 变换 群 。 
对 于 向 量 de, 还 没有 内 区 的 解释 。 我 们 来 看 是 否 有 可 能 内 蕴 地 定义 一 些微 分 
形式 ,使 得 
(21) de; = 2 wij ejo 
由 (17) 得 到 oy FIRE ORE 
(22) Wij + Cj = 0, 
以 下 定理 对 我 们 的 问题 给 出 了 解答 ， 


O 这 里 指 的 是 通常 的 微分 形式 而 不 是 外 微分 形式 。 为 表示 区 别 我 们 对 前 一 种 微分 加 上 圆 括号 。 
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定理 5.1。 纤维 从 中 存在 唯一 的 一 组 线性 微分 形式 w; ,使 得 (21) 和 以 下 等 式 
(23) d(dP) = 0 
成 立 。 
事实 上 当 (23) 式 展开 后 ,得 到 
(24) dw - Djajaj = Oo 


为 了 计算 dw; ,我 们 利用 局 部 坐标 系 x 并 对 ds? 作 平 方 和 分 解 : 


(25) ds? = (01) + + (6,)?, 
这 里 
(25a) | 6; = >vaj(xz)dv。 
由 于 (20) 与 (25) 给 出 同一 的 普通 二 次 微分 式 的 两 个 平方 和 分 解 ,所 以 我 们 有 
2n) v; = Ži Wy}, 
此 处 7 
(26a) = (uy), UU = 7 = 单位 矩阵 。 
对 (26) 求 外 导 ， 我 们 得 到 ， 
= 2,duj06; + >) usd0,, 
这 说 明 do; 形 如 
(27) dw; = Dd, wji, 


这 里 RELA a! ,wij 为 变量 的 线性 微分 形式 ,可 以 显然 地 算出 。 代 入 (24) 得 到 
| Dd) wi(wi - $i) = 0, 

这 又 给 出 

(28) ej — Pi = Damon, —— Ag = Ange 


在 此 等 式 中 HEE AR ,而 为 确定 oy BBA A jx 0 PNEU MG 我 
们 有 


e ($; t $.) = 20 t A jik ) Wk o 
这 一 等 式 表明 $ + 内 具有 如 下 形式 : 


(29) $; + $i =- 24 Aik wh, Ay, = Aj, 
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以 及 

(30) Ain + Ae = Age 

从 而 关于 其 第 一 和 第 三 指标 对 称 的 XA 是 唯一 确定 的 ,并 由 下 式 给 出 : 
(31) Aig = (= Ay + Agi + Ag) 2. 

这 就 证 明了 定理 。 


等 式 (21) 可 以 这 样 解释 : 它 提供 了 把 距离 点 已 无 限 近 的 点 上 的 一 个 回 量 转 至 
P 上 的 向 量 的 一 种 手段 。 这 实际 就 是 人 们 已 知 的 列 维 - 齐 维 塔 平行 的 概念 。 
对 等 式 (24) 求 外 导数 并 利用 该 式 本 身 ,我 们 得 到 


2 v 377 Wh 一 dw; ) = 0, 
J k 


不 难看 出 我 们 可 以 把 它 写 成 

(32) do; = Dien wy + Ay, 

这 里 OX 

(33) Qj = P, Ryüue;9i;, Rym + Rye = 0, Oz + Oy = 0. 
我 们 把 2; 称 为 曲率 形式 。 


稍 加 改变 ,我 们 的 结果 可 以 归结 为 如 下 定理 : 

定理 5.2。 SM X n IEEE LUE A FA M 的 所 有 的 标 架 形成 的 纤维 丛 ， 
则 可 以 在 (n(n + 1)/2 维 的 )F 中 唯一 确定 一 组 n(n + 1)/2 个 线性 无 关 的 线性 微 
分 形式 wi;、wi, 它 们 满足 等 式 (19)、(21) 和 (24)。 

我 们 简要 说 明 一 下 这 样 的 处 理 方法 与 通常 的 张 量 分 析 方 法 之 间 的 关系 。 在 张 
量 分 析 中 特别 强调 局 部 坐标 系 。 其 程序 如 下 : 在 局 部 坐标 系 x' HLS fh 表示 坐标 
HAs = 常数 ,i 大 (入 表示 时 间 ) 的 速度 向 量 , 则 有 


(34) fit fk = g 
和 
(35) dP = dx + fi, dy. fo 
向 量 “ XT F5] RE KOE X 由 以 下 方程 定义 
(36) Ee >, Xfi 
用 类 似 于 定理 $.1 的 证 明 方法 ,可 以 证 明 存 在 一 组 线性 微分 形式 ,满足 
(37) df; = >, Of; 
和 
d(dP) = 0。 
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如 果 de = OW RM C+ dO FIFE, 利用 (36) 和 (37) 式 ,可 以 把 它 写成 
(38) dX + 2,0/X = 0。 


容易 认 出 ,这 些 方程 就 是 定义 列 维 - 齐 维 塔 平行 的 那些 著名 的 方程 。 

黎 曼 几何 中 一 个 重要 的 事实 就 是 , 你 不 仅 要 考虑 黎 曼 流 形 本 身 而 且 必 须 考虑 
流 形 上 的 纤维 从 。 我 们 的 方法 是 ,直接 考虑 纤维 从 。 而 通常 的 张 量 分 析 方 法 通过 
强调 局 部 坐标 系 来 回避 它 。 大 量 的 几何 研究 都 是 关于 那些 在 局 部 坐标 变换 下 服从 
简单 规律 的 问题 。 对 于 黎 曼 几何 来 说 ,这 两 种 方法 在 处 理 局 部 问题 上 实际 上 是 一 
回 事 。 但 是 即使 在 局 部 问题 上 ,它们 对 其 他 几何 实在 的 推广 也 会 导致 不 同 的 表达 。 
下 一 节 我 们 将 给 出 处 理 几 何 实在 局 部 理论 的 系统 方法 。 


6. 等 价 方 法 


上 一 节 介 绍 的 对 黎 曼 流 形 上 纤维 从 的 处 理 到 目前 为 止 看 来 似乎 是 偶然 的 。 但 
是 如 果 我 们 开始 着 手 处 理 以 下 问题 ,就 会 对 其 内 在 的 理由 有 更 清晰 的 认识 : 

设 有 两 个 由 分 别 在 局 部 坐标 领域 U MU 的 正定 二 次 微分 形式 给 出 的 黎 曼 
度量 
(39) ds? = Digy(x)(dx'dw), gy = gi» 
(40) ds? = MapGCOa"dxU), — gj = gfe 


我 们 要 确定 邻 域 V C 可 以 被 一 个 雅 可 比 行列 式 不 为 零 的 (充分 光滑 的 ) 可 微 映射 
BA U* ,使 得 
ds'? = ds? 

的 条 件 。 

这 就 是 所 谓 的 形式 问题 ,已 被 克利 斯 托 费 尔 和 李 普 希 茨 解决 。 显 然 如 果 这 个 
问题 有 解 , 则 这 两 个 黎 曼 度量 的 局 部 理论 实际 上 是 一 样 的 。 

为 给 出 这 个 问题 的 不 同 的 表达 ,我 们 来 确定 两 组 线性 微分 式 0.(x,dx) 和 0* 
(x*,dx* ) ,使 得 

ds? = (0)? + + (0,)?, ds*? = (0Y ee (97 Yo 

我 们 的 问题 有 解 当 且 仅 当 可 以 在 某 一 邻 域 YC U 中 确定 所 要 的 可 微 映 射 和 函数 
ug Cx) ,使 得 


(41) OF (x*,dx*) = 2 uj(x)0(x,dx), 
X FEL 
(42) U = (uj) 
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AE— EXE, 

这 样 ,原先 用 二 次 微分 形式 表达 的 问题 ,被 归 约 为 线性 微分 形式 的 问题 。 这 种 
形式 的 问题 是 一 类 更 广泛 的 问题 的 特例 ,这 类 问题 首先 由 嘉 当 提出 和 解决 。 嘉 当 
问题 是 这 样 的 : 

令 0.(x,dx) 和 0 (x dx” ) 是 两 组 在 局 部 坐标 x5 x", i = 1,…,n 的 邻 域 U、 
U* 中 的 线性 独立 的 线性 微分 形式 。 令 械 是 nn 维 线 性 空间 中 的 线性 群 。 我 们 要 确 
定 存 在 一 个 雅 可 比 行列 式 不 为 零 的 可 微 映 射 的 条 件 , 它 把 邻 域 YC 忆 上映 和 U* ,并 
使 得 


(43) OF = 2,uj(x)6, 
其 中 线性 变换 属于 给 定 的 线性 群 卫 。 
”在 我 们 的 例子 中 工 EEX., 
解决 这 一 局 部 问题 需要 嘉 当 的 普法 夫 系 统 对 合理 论 , 它 并 不 简单 。 详 细 讨 论 
请 见 [3]。 


我 们 只 说 明 , 当 醋 仅 由 单位 元 组 成 时 间 题 较 简 单 。 其 一 般 过 程 是 通过 引进 新 
变量 把 问题 归 约 为 此 特例 。 我 们 要 通过 我 们 的 形式 问题 来 演示 这 一 方法 。 令 uj 
和 wj 是 两 组 新 变量 ,它们 是 正 交 年 阵 中 的 元 素 

U = (uj), U* = (uj), 
FF 
(44) wi = 2,uj8j5 ei = X uko. 
则 我 们 的 形式 问题 有 解 当 且 仅 当 存在 一 个 把 邻 域 YC U 映 入 U” 的 可 微 映 射 和 一 
个 元 素 为 V 中 函数 的 正 交 和 矩阵 ,使 得 在 此 上 映射 和 由 


(45) | U*X =U 

定义 的 映射 下 ,我们 有 

(46) Qj = Wio 
从 最 后 一 个 方程 我 们 得 到 

(47) dw; = dwic 


用 与 上 一 节 完 全 相同 的 方法 ,可 以 证 明 在 x! 及 wj 中 存在 唯一 一 组 线性 微分 形式 
oj 它们 关于 其 指数 是 反对 称 的 ,并 满足 方程 
do; = Wj Wjio 


类 似 地 ,可 以 找到 一 组 线性 微分 形式 wj (= - wi). 使 得 
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dw; = w wio 
当 (46) 和 (47) 成 立时 ,很 容易 导出 
(48) wi = jo 


A VU 的 充分 小 的 邻 域 ,并 令 0(n) 是 正 交 群 的 群 流 形 。 我 们 考虑 拓扑 积 

V x O(n). 类似 地 ,我 们 有 拓扑 积 V* x 0*(n)。 为 使 我 们 的 形式 问题 有 解 ,其 充 
分 和 必要 条 件 是 Vx O(n) HI V* x 0*(n) 之 间 存 在 一 个 可 微 映 射 ,使 得 (46) 和 
(48) 式 成 立 。 容 易 看 出 形式 w 和 wy 是 线性 独立 的 ,其 个 数 为 n(n + 1)/2, 等 于 
V x O(n) 的 维 数 。 这 样 ,我 们 的 问题 就 归结 为 本 仅 由 单位 元 组 成 情况 下 的 嘉 当 
一 般 问 题 。 

从 而 可 以 看 出 ,上 一 节 的 讨论 只 不 过 是 以 上 分 析 考 虚 的 几何 处 理 黑 了 。 我 们 
把 这 些 结果 总 结 如 下 : 

给 定 具有 维 数 n 和 正定 二 次 微分 形式 ds? 的 黎 曼 流 形 M ,联系 着 一 个 以 
M 为 底 空 间 的 纤维 丛 ,该 纤维 从 由 所 有 的 线性 微分 形式 组 ( 即 共 变 向 量 ) 组 成 ， 
并 且 每 一 个 微分 形式 组 的 平方 和 等 于 ds*。 这 个 纤维 从 是 n(n + 1)/2 维 的 并 
且 存 在 一 组 个 数 为 n(n + 1)/2 的 线性 独立 的 不 变 微分 形式 ei ego 局 部 存在 
把 某 一 ds? 映 成 男 一 个 的 可 微 映 射 ， 当 且 仅 当 相应 的 纤维 从 中 存在 使 形式 wi 
和 ww 分 别 相 等 的 映射 。 

我 们 可 以 说 ,把 这 一 纤维 从 ( 即 它 的 纤维 拓扑 地 等 于 0(n) 的 纤维 从 ) 联 系 于 
黎 曼 流 形 的 深层 原因 是 由 于 解决 形式 问题 的 结果 。 从 黎 曼 流 形 的 例子 可 以 清楚 地 
看 到 : 对 于 其 他 种 几何 实在 的 理论 来 说 ,解决 相应 的 局 部 “等 价 问题 "是 建立 一 个 
适当 的 大 范围 理论 的 自然 的 预备 步 又。 事实 上 ,通过 解决 等 价 问 题 ,联系 于 该 流 形 
的 纤维 从 就 可 以 自然 地 确定 。 

微分 几何 中 有 大 量 的 令 人 感 兴趣 的 几何 实在 。 为 了 说 明 我 们 的 方法 ,我 们 把 
所 谓 道路 的 几何 作为 另 一 个 例子 。 令 M 是 nn 维 可 微 流 形 。 在 其 一 个 局 部 坐标 为 
x! 的 邻 域 中 ,给 出 一 组 二 阶 微分 方程 : 


i k i 
EDN E Se = Flat) &, 





(49) E 
这 里 假设 函数 有 和 下 至 少 三 阶 可 微 。(49) 式 的 积分 曲线 被 称 为 道路 。 它 们 有 这 
样 的 性 质 : 过 M 中 的 每 一 点 和 相 切 于 该 点 上 的 每 一 向 量 有 且 仅 有 一 条 道路 。 独 立 
变量 上 是 道路 上 的 参数 。 它 在 这 样 的 意义 下 是 无 关 的 : 变换 t = (r) 给 出 相同 的 
道路 ,这 里 %(z) 是 可 微 的 。 简 而 言 之 ,我 们 的 流 形 M 上 有 一 道路 系统 , 它 是 在 各 
局 部 坐标 域 中 由 形 如 (49) 的 微分 组 ,而 我 们 的 任务 是 研究 M 中 由 道路 引起 的 几何 
性 质 。 这 一 问题 的 一 个 重要 的 特例 是 当 M 是 nn 维 射 影 空 间 而 道路 是 M 中 的 直线 
时 的 情况 ,这 时 的 道路 在 适当 的 局 部 坐标 系 下 由 满足 IU, = 0 的 (49) 式 定义 。 
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遵循 我 们 解决 形式 问题 的 思路 ,我 们 先 考 虑 下 面 的 等 价 问题 : 在 另 一 局 部 坐 
标 为 x* 的 坐标 邻 域 中 , 令 道 路 系统 由 类 似 于 (49) 的 微分 组 定义 。 要 确定 坐标 x 
与 x*! 之 间 的 可 微 映射 把 一 个 道路 系统 映 入 另 一 道路 系统 的 条 件 。 
为 了 应 用 等 价 方法 ,我 们 要 把 (49) 写 成 常 微分 方程 组 的 形式 。 为 简单 起 见 , 我 
们 假设 (49) 的 积分 曲线 中 x" 不 是 常量 。 从 而 我 们 可 以 把 x^ 当 作 沿 着 曲线 的 参 
数 ,(49) 式 就 可 以 写成 


yp, DT ry. DT =F, 
这 里 指数 a 过 1 到 n -1 ,而 y = 1。 这 一 系统 可 以 写成 如 下 全 微分 方程 组 形式 : 
0° = dx* - ydx"-0, 
nm = dy + {oT -yo Thy’ da” = 0. 


我 们 也 引入 形式 dx" ,从 而 6* da^ 构成 坐标 中 一 组 线性 独立 的 线性 微分 形式 。 在 
局 部 坐标 为 x* 的 男 一 流 形 中 ,类 似 地 我 们 引入 新 变量 yy MIKO da" 5 r“ 
我 们 记 


(50) 














dx" dxX 
(51) O=|f 0'*z|8'* 
ne T 
并 引入 和 矩阵 | 
A(Q,1) — B(l,n- 1) 0 
(52) U = 0 Cln = 1,n= 1) 0 
0 D(n-1,n-1) E(n-1,n- l1) 








其 中 非 零 元 素 是 独立 变量 ,而 括号 中 的 数字 表示 该 子 矩 阵 的 行 数 和 列 数 。 容 易 证 
B8 ,我 们 的 等 价 问 题 有 解 当 且 仅 当 在 (x ,y¥) 与 (x”,y*) 之 间 有 一 可 微 映射 ,并 且 
U 中 的 元 素 能 够 作为 x 、y 的 函数 确定 ,使 得 在 此 映射 下 和 矩阵 方程 


(53) @* = UO 


成 立 。 现 在 在 2n - 1 维 的 线性 同 量 空间 中 ,所 有 这 样 的 U 形成 一 个 群 。 从 而 用 这 
样 的 方法 ,使 我 们 的 等 价 问题 成 为 上 述 嘉 当 等 价 问题 的 特例 。 

这 一 问题 可 以 用 嘉 当 的 一 般 方 法 来 解决 。 我 们 这 里 不 作 详 细 讨 论 。[12] 中 给 
出 一 个 以 本 题 为 特例 的 解决 方法 。 

我 们 的 最 后 结果 可 以 用 以 下 定理 陈述 : 

定理 6.1.。 设 在 一 至 少 三 阶 可 微 的 n 维 流 形 及 中 ,由 微分 方程 式 (49) 局 部 地 
定义 了 一 个 道路 系统 。 则 可 以 在 M 的 具有 局 部 坐标 x' 的 邻 域 中 引入 n(n +1) 个 
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其 他 变量 my, A = T, s, n(n & 1), FEM n(n +2) A x5 ,u, 为 变量 的 线性 独立 
的 线性 微分 形式 wp, B = 1,…,n(n +2), 使 它们 具有 这 样 的 性 质 : 存在 一 个 把 道 
路 系统 映 到 另 一 个 具有 局 部 坐标 x “和 新 变量 zi 等 等 的 道路 系统 的 局 部 可 微 映 
射 的 充 要 条 件 是 ,两 个 空间 邻 域 (x', ws) 与 (x”*, uf ) 之 间 存 在 着 这 样 的 可 微 映 射 ， 
它 使 形式 wp 与 wp 互相 映 入 对 方 。 

对 于 局 部 坐标 系 x^ 来 说 ,变量 x 与 ,4 = 1,…,n(n +1), 决 定 了 一 个 
拓扑 积 。 这 使 我 们 去 考虑 M 上 这 样 一 个 纤维 从 , 它 是 n(n + 2) 维 的 并 局 部 地 
由 坐标 x 和 wa 给 出 。 在 这 纤维 从 中 正好 定义 了 n(n +2) 个 内 蕴 的 线性 独立 的 
线性 微分 形式 。 这 个 纤维 从 对 于 道路 微分 几何 的 重要 性 是 显然 的 。 有 必要 指 
出 : 根据 定理 6.1, 正 是 这 一 纤维 从 而 非 M 的 切 空 间 纤维 从 在 道路 几何 中 起 着 
基本 的 作用 。 

从 以 上 对 黎 曼 几何 与 道路 几何 的 讨论 ,可 以 看 出 等 价 方法 是 直接 解决 几何 实 
在 问题 的 最 佳 武器 。 只 有 通过 等 价 问题 的 解 ,才能 够 决定 定义 在 流 形 上 的 最 重要 
的 纤维 从 。 当 然 可 以 用 多 少 带 有 直觉 的 方法 在 流 形 上 定义 其 他 纤维 从 ,但 是 它们 
只 会 起 次 要 的 作用 。 我 们 还 要 指出 ,这 种 局 部 等 价 问题 的 解决 并 非 总 是 简单 的 。 
例如 据 作 者 所 知 ,关于 二 阶 反 对 称 共 变 张 量 的 等 价 问 题 至 今 还 未 有 明确 的 解 ( 虽 然 
在 理论 上 这 个 解 总 是 可 能 的 )。 


7. 纤维 从 与 其 底 空 间 之 间 的 关系 


以 上 试图 说 明 ,在 黎 曼 几何 与 道路 几何 中 ,几何 实在 的 局 部 理论 如 何 自然 地 导 
致 那个 联系 着 定义 了 该 几何 实在 的 流 形 的 纤维 从 。 这 一 事实 适用 于 任何 几何 实 
在 ,但 其 证 明 需 要 用 到 偏 微分 方程 的 基本 定理 , 即 关于 每 个 偏 微分 方程 系统 都 可 以 
“ 延 拓 ” 成 一 个 对 合 系统 的 定理 。 我 们 在 此 不 详细 讨论 。 我 们 只 是 指出 ,这 类 问题 
如 同 任何 有 关 纯 粹 和 应 用 数学 的 问题 ,其 一 般 结论 与 特定 例子 提出 完全 不 同 的 研 
究 课 题 ,前 者 是 关于 存在 定理 ,后 者 则 要 求 显 解 。 在 我 们 的 例子 中 用 显 式 解决 了 问 
题 , 从 而 保证 了 解 的 存在 。 

在 给 定 的 流 形 M 上 定义 了 纤维 从 8 后 ,下 一 步 就 要 研究 它们 之 间 的 关系 。 在 
进一步 探讨 之 前 ,我 们 先 要 说 明 ,纤维 从 .多 通过 等 同 得 到 M 上 新 的 纤维 从 。 例 如 
考虑 M 是 黎 曼 流 形 的 情况 。 令 Pee, EM 中 的 一 个 标 架 。 对 于 任何 的 p, 1 < 
p < n, 我 们 要 定义 一 个 由 所 有 的 标 架 Pee, 组 成 的 标 架 类 ,使 得 点 P 和 el…e， 
等 同 。 这 些 标 架 类 在 赋予 了 自然 的 拓扑 后 ,就 成 了 M 上 的 纤维 丛 iX. P. È 
是 M 上 所 有 由 p 个 互相 垂直 的 单位 向 量 组 成 的 有 序 集 形成 的 纤维 从 。 特 别 , ZO 
是 M 上 单位 向 量 ,而 ‘是 纤维 从 本 身 。 为 区 别 起 见 , 我 们 把 .2 叫做 M 的 主 纤 
维 从 ,而 把 所 有 其 他 通过 等 同 得 到 的 纤维 从 叫做 相伴 纤维 从 。 我 们 将 始终 假设 等 
同 只 在 纤维 中 进行 ,因而 把 相伴 从 投射 到 底 空 间 之 上 的 映射 就 是 由 主 从 导出 的 那 
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个 投射 。 这 个 过 程 是 非常 一 般 的 。 

STE M EWEM, HH MM 上 的 相伴 从 。 则 有 投射 x69) C M 和 投射 
ri( CNMN, 从 而 还 有 投射 n4) CY, Cia SH REARS ALE EAB 
的 类 得 到 。 根 据 上 一 段 最 后 所 说 ,显然 有 x = numo 我 们 还 记得 几何 实在 在 FE 
定义 了 一 组 内 蕴 的 线性 独立 的 线性 微分 形式 ,其 个 数 等 于 2 的 维 数 。 我 们 的 主要 
目的 是 要 了 解 这 些 线性 微分 形式 在 xni 和 x， 下 的 行为 。 

为 了 更 清楚 地 理解 这 个 关系 ,我 们 先 离 开 正题 回忆 有 关 组 合 拓扑 的 一 些 基本 
事实 。 令 让 是 n 维 的 有 限 复 形 ,其 单 形 用 cf, 0 三 r 和 pn,，1 三 is<o RN. SR 
是 一 个 交换 环 。 一 个 维 数 为 r 的 链 或 叫 r - 链 就 是 形 如 


(54) C= 2i (A; € R) 
i=l 


的 和 。 对 于 链 C' 我们 引入 边缘 算 子 3 , 它 是 线性 的 : 

(55) a(C+C) 20 +306, BAC) = AIC, AER, 

而 对 单 形 oi 的 作用 由 所 谓 的 关联 关系 定义 : 

(56) Jo; = Y ny oy "o 

关系 (55) 和 (56) 完 全 决定 了 边缘 算 子 9, 而 7r — 1 245559 C 则 叫做 Cr 的 边缘 。 容 易 
证 明 : 

(57) aac’ = 0, 


边缘 为 0 的 链 叫 做 财 链 。 等 式 (57) 表 明 当 一 个 链 是 男 一 个 链 的 边缘 时 , 它 是 闭 链 ， 
此 时 称 为 约束 闭 链 。 所 有 r 维 的 财 链 形成 一 个 阿 贝尔 群 ,其 中 的 约束 闭 链 构成 一 
个 子 群 。 它 们 的 商 群 叫做 K 的 r - 维 同调 群 ( 以 R 的 加 群 作为 系数 群 ) 。 

rE LEY 是 r - 链 的 一 个 线性 函数 。 我 们 用 记号 Y C 表示 这 个 函数 ,从 而 
它 有 如 下 性 质 : 


(58)y7°-(C+ OQ) 2=7°O4+7°G, y:AiAC = Ay °C, KER: 


由 了 > 维 上 链 7 ,我 们 通过 以 下 关系 


(59) oy , c+! - y : (eC), 
定义 一 个 r + 工 维 上 链 OY ,叫做 该 上 链 的 上 边缘 。 由 (57) 和 (59) 得 到 
(60) 007”= 0。 


上 边缘 为 0 的 上 链 称 做 团 上 链 。 所 有 的 > 维 闭 上 链 形成 一 个 阿 贝尔 群 , 它 含 有 由 
作为 上 边缘 的 团 上 链 构成 的 子 群 。 它 们 的 商 群 被 称 作 K 的 r - 维 上 同调 群 。 
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现在 , 令 M 是 至 少 二 阶 可 微 的 微分 流 形 。 令 o JÉ M Pr 阶 微分 形式 ,其 系数 
至 少 二 阶 可 微 。 如 我 们 在 第 3 节 中 所 说 ,可 以 在 r - 单 形 上 严格 定义 w 的 积分 ,也 
可 以 在 + - 链 上 定义 w 的 积分 。 而 且 泛 函 | w 在 r - 链 C 上 是 线性 的 。 因 此 它 定义 
了 一 个 以 实数 环 为 系数 环 的 + -上 链 。 在 不 致 混淆 的 情况 下 ,我 们 将 把 w 当 作 一 个 
4 - Ef, 
(13) 式 的 斯 托 克 斯 定理 可 以 写成 


(61) | do 一 Jm 


比照 (59) 式 可 见 如 果 w 定义 了 一 个 r+ -上 链 , 则 dw 就 定义 了 它 的 上 边缘 。 从 而 w 
是 闭 上 链 当 且 仅 当 dw = 0( 这 时 称 w 是 恰当 的 ) ;以 及 如 果 存 在 形式 0, 使 得 db = 
w, 则 co 是 一 个 上 边缘 (此 时 称 w 是 导出 的 )。 

德 . 拉 姆 证 明了 这 样 一 个 重要 定理 [22]: 对 每 一 r+ -上 链 y( 具 有 实数 或 有 理 数 
系数 群 ) ,存在 > 微分 形式 w, 它 按 上 述 方法 定义 了 y。 我 们 从 第 4 节 得 知 ,从 M E 
的 纤维 从 得 到 M 中 的 示 性 闭 上 链 , 它 们 是 纤维 丛 的 不 变量 。 只 要 可 以 由 几何 实在 
局 部 地 构造 一 个 微分 形式 并 用 它 来 定义 示 性 闭 上 链 ,就 可 以 得 到 大 范围 微分 几何 
的 一 个 定理 。 | 

现在 假设 存在 一 个 把 复 形 K RABE K* 的 单纯 映射 f, 则 f 诱 导出 一 个 
把 天 的 链 映 和 天 ”的 链 的 映射 上。 由 多 可 以 定义 一 个 把 天 “的 上 链 映 和 人 天 的 上 链 的 
映射 jy。 事实 上 ,如 果 y* 是 K* 的 7- 维 上 链 , 则 对 K 的 每 一 单 形 o REX 
JY*” .or =x" + de , 这 个 反映 射 o 把 K* 的 闭 上 链 映 成 的 闭 上 链 , 并 把 同一 上 
同调 类 中 的 闭 上 链 映 人 同一 上 同调 类 中 。 从 而 诱导 了 一 个 把 K* 的 各 上 同调 群 映 
入 天 的 具有 相同 维 数 的 上 同调 群 的 映射 ,并 且 可 以 证 明 它 是 一 个 同 态 映 射 。 还 可 
以 证 明 ,如 果 /由 与 它 同 伦 的 另 一 映射 代替 , 则 同 态 不 变 。 结 果 是 ,我 们 可 以 由 一 
个 从 多 面体 P 到 另 一 多 面体 P* 的 连续 映射 ,定义 一 个 从 P* 的 上 同调 群 到 已 的 具 
有 相同 维 数 的 上 同调 群 的 映射 。 

就 我 们 所 感 兴趣 的 M 上 的 纤维 从 S 的 情况 来 说 ,有 一 个 从 .ZZ 到 M 的 映射 ， 
即 那个 投射 。 我 们 假设 M 和 .2 都 是 可 微 的 流 形 。 则 由 上 述 可 知 ,这 个 投射 诱导 
了 一 个 把 M 的 上 同调 群 映 成 .2 的 相同 维 数 的 上 同调 群 的 映射 。 特 别 地 , M 上 的 
一 个 恰当 形式 被 映 成 .2 上 的 恰当 形式 。 | 

考虑 M 是 一 个 给 定 了 几何 实在 的 微分 流 形 。 令 9. 分 别 是 M 上 的 主 纤 
维 从 和 相伴 纤维 从 。 我 们 知道 有 射影 409 )CH 。 还 存在 由 M 中 的 几何 实在 
定义 的 线性 微分 形式 。 通 过 这 个 线性 微分 形式 ,可 以 用 格拉 斯 曼 代数 和 嘉 当 运算 
方法 构造 高 阶 微分 形式 。 对 于 这 些微 分 形式 ,重要 的 是 判定 它们 是 否 是 . 的 某 一 
微分 形式 在 由 mr 诱导 的 反映 射 下 的 像 。 对 这 一 问题 有 几 个 判定 标准 。 我 们 将 给 
出 M 是 黎 曼 几何 情况 下 的 判定 标准 ,但 这 一 过 程 很 容易 推广 到 其 他 几何 实在 的 
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情况 。 
令 . = FP, HEEREMA 多 中 定义 形式 wi,wy 和 0Q;。 令 I 是 用 格拉 斯 
曼 运算 从 w;、w; 和 0Q2; 构 造 而 得 。 我 们 要 确定 RGA SY 中 某 一 形式 的 像 。 
为 此 我 们 在 本 段 中 定义 以 下 指标 范围 : 


l<a,P<p, p+l<ry<n legi, kgno 
S 0 是 使 Pe1…e, 保持 不 变 的 算 子 (不 是 上 边缘 ) ,使 得 
(62) wl) 20, ald) = 0. 
我 们 还 令 
(62a) wsl) = euo 
由 (24) 和 (32) 得 到 
(63) (Ro, = 0, Öv, = 2 esos, dwap = 0, wa =- Dj ey Wass 
Aag = 0, 60% = 256,4, 00, = 2, ens - Mn Cy) 0 
于 是 我 们 得 到 以 下 定理 : 


定理 7.1. 形式 卫 是 .7) 中 某 一 微分 形式 的 像 , 当 且 仅 当 SIE = 0。 

如 果 我 们 记 F = 1 , 则 定理 对 于 p = 0 也 成 立 。 

AR. 中 某 一 形式 是 ‘7 中 形式 的 像 , 我 们 就 简称 它 是 2 UU MES. 
”用 我 们 的 判定 标准 很 容易 证 明 以 下 形式 是 M 的 形式 ; 


(64) Am = » f i Q; i seq) 


le E a 2m'l = 


Ao = >) eiiis i, 如 果 n 是 偶数 ， 


这 里 si … 是 克 罗 内 克 指 标 , 它 根 据 六 ,六 是 1,…,zm 的 偶 置 换 还 是 奇 置换 而 取 
值 + 1 或 - 1, 其 他 情况 下 取 值 0。 

M 的 某 个 恰当 形式 在 W 中 并 非 是 导出 的 ,但 它 在 某 一 纤维 从 中 的 像 是 导出 
的 。 这 种 情况 具有 重要 意义 。 例 如 (64) 中 AREF 中 的 像 是 导出 的 。 正 是 基 
于 这 一 事实 ,广义 高 斯 - 博 内 定理 被 简单 地 证 明了 [10]。 在 4 维 黎 曼 流 形 上 将 给 出 
阐明 这 一 思想 的 进一步 的 例子 。( 比 较 [14]】) 


8. 庞 特 里 亚 金 定理 


庞 特 里 亚 金 在 最 近 的 两 篇 注 记 [20,21] 中 ,从 拓扑 学 的 观点 研究 一 个 与 我 们 有 
关 的 问题 。 我 们 在 此 将 从 稍微 更 一 般 的 角度 介绍 他 的 结果 ,这 使 得 可 以 把 它 推广 
到 复 解析 埃 尔 米 特 流 形 。 
令 EN 是 n+ N 维 的 实 定向 欧 几 里 得 空间 。 我 们 考虑 如 +" 中 由 所 有 过 原点 的 
n 维 定向 空间 形成 的 格拉 斯 曼 流 形 刀 (mn,N)。 对 于 及 (n, N) 的 每 一 个 子 流 形 M ,有 
199 


>, gmg n/4, 


BP NNNM 
”陈省身 文集 
一 个 以 自然 的 方式 定义 的 以 M 为 底 空间 的 球 从 , 它 的 纤维 是 由 M' 中 的 ARF 
面 截取 "+ 中 过 原点 的 单位 超 球面 所 得 的 球 。 给 定 任 一 流 形 M 和 映射 (MM) C 
H(n,N), 可 以 定义 一 个 以 M 为 底 空间 的 球 从 , 它 在 M 的 点 P 上 的 纤维 是 取 f 
(P) 上 的 单位 超 球 。 通 过 适当 定义 球 从 的 等 价 , 患 特 尼 与 斯 廷 罗 德 证 明了 以 下 害 
理 [25,33]: 
 REJRS.1. 对 于 紧 流 形 M 上 给 定 的 n -1 维 球 丛 ,只 要 dim( M) < N, 就 存在 
一 个 映射 f(M) C HH(n,N), 它 所 定义 的 球 从 与 给 定 的 那个 等 价 ,M 上 由 映射 
R(M) C H(n, N),i = 1,2, 定义 的 两 个 球 丛 等 价 , 当 且 仅 当 fi ALT fro 
通过 映射 ACM) C H(n,N), 可 以 用 反映 射 把 Hn, N) 的 维 数 不 大 于 dim( M) 
的 闭 上 链 映 成 M 的 团 上 链 。 定 理 8.1 的 后 一 部 分 断言 ,如 果 球 从 等 价 , 则 M 的 那 
些 作 为 像 的 闭 上 链 是 上 同调 的 。 因 此 只 要 诱导 出 来 的 球 从 保持 等 价 , Hn, N) m 
的 上 同调 类 在 反映 射 下 的 像 就 独立 于 映射 f 的 选择 。MM 中 的 这 种 上 同调 类 被 称 为 
广义 示 性 类 。 
如 果 M 是 可 微 流 形 , 多 是 M 上 的 切 球 从 , 则 我 们 可 以 用 这 样 的 方法 得 到 所 要 
的 映射 f; 把 M BRA DK EGS la] E^* ,并 把 f(P) 定 义 为 H(n,N) 中 平行 于 MM 在 P 
上 的 切 n -平面 的 n -平面 。 于 是 M 带 有 从 E"*^* 的 欧 氏 度量 导出 的 笋 曼 度量 。 
考虑 p 中 的 标 染 Pe, esi No 我 们 使 用 以 下 指标 范围 


lgi,kgn, nilzr,sznsN, Ll<A,B,Can+QN, 
并 令 
Wap = de, * epo 


于 是 我 们 有 | 


do4p = > oad ” WCBo 
Cc 


对 H(n, N) 中 每 一 个 n -平面 , 附 以 标 架 Oey enen+l en+N， 使 得 el1'"" en 属于 
n -平面 ,于 是 nN 个 线性 微分 形式 woy 构 成 了 H(n,N) 的 线性 独立 形式 组 。 为 了 表 
示 第 7 节 里 所 讲 的 积分 闭 上 链 ,我 们 定义 


(65) Qj 二 一 379 * Giro 


于 是 有 关于 正 交 群 向 量 不 变量 理论 中 第 一 主 定理 [31j] 的 结果 : 每 一 维 数 不 大 于 
H(n,N) 中 的 积分 闭 上 链 各 可 以 表示 为 (64) 式 所 定义 的 形式 An 和 Ao 的 乘积 的 
带 常 系数 的 线性 组 合 , 其 中 的 Qi 在 此 由 (65) 式 给 出 。 

(65) 中 的 形式 2 是 HC(n,N) 中 的 形式 。 但 它们 由 映射 f 诱 导 的 在 MM 中 的 像 ， 
则 是 从 由 ERAM 的 歼 曼 度量 导出 的 曲率 形式 。 事 实 上 ,如 果 我 们 对 M 中 的 
每 一 点 已 附 以 所 有 的 标 架 Pel…e, 1 w ,使 得 e1,…,e 是 切 向 量 , 则 在 M 上 有 


w, = 0, 
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以 及 
(66) dw; = Dj wi Whi» 
k 


(3 T 
do = 2 0j 0j, = X oron = ? jw; (jj; 十 Qi. 0 
J r 7 


由 (66) 可 以 看 到 (65) 式 中 QUIS de M 上 导出 的 黎 曼 度量 的 曲率 形式 。 

JURE ,我 们 就 能 证 明 以 下 的 庞 特 里 亚 金 定理 : 

定理 8.2. 令 凡是 误 于 欧 色 空间 的 可 定向 紧 微 分 流 形 并 令 @Q4x 是 导出 的 歼 
度量 的 曲率 形式 , 则 1 的 示 性 积分 上 闭 链 可 以 表示 为 这 样 一 个 微分 形式 , 它 是 形 
KA, O< m zx n/A) 的 乘积 的 带 常 系数 的 线性 组 合 。 

如 果 QUEM 上 内 列 地 给 出 的 黎 曼 度量 的 曲率 形式 , 则 定理 8.2 所 断言 的 关系 
很 有 可 能 仍然 是 成 立 的 。 但 是 至 今 为 止 只 对 形式 Ao 的 情况 以 及 其 他 一 些 情 况 确 
认 了 这 一 点 。 如 果 可 以 证 明 黎 曼 流 形 可 以 等 距 嵌 人 欧 氏 空间 ,就 能 推出 这 一 结果 。 
不 幸 的 是 即使 对 于 n = 2 的 情况 ,这 个 通信 问题 也 没有 解决 。 


9. 埃 尔 米 特 几 何 


在 埃 尔 米 特 几 何 中 ,我 们 的 结果 要 令 人 满意 得 多 。 我 们 所 说 的 埃 尔 米 特 流 形 
M ,是 指 其 中 定义 了 以 下 埃 尔 米 特 度量 的 复 解 析 流 形 : 


GM 


(67) ds* = 25 gu 2 (dzdz), Ea = 8j 
i, kz1 





其 中 z ERREP, m EL TELE — ee Be Be FR o 

如 同 黎 曼 流 形 的 情况 , 埃 尔 米 特 流 形 上 的 主 纤 维 丛 是 指 这 样 的 纤维 丛 , 它 的 纤 
维 由 一 组 复 向 量 e,,… , en 构成 ,使 得 
(68) ert ej = Oyo 
这 里 的 标量 积 理解 为 埃 尔 米 特 几何 意义 的 。 如 同 黎 曼 几 何 , 埃 尔 米 特 几 何 的 基本 
公式 可 以 确立 为 
(69) ds? 三 > dw; = DOOR: dw, = 2. 0505 T Qj; , 
这 里 
(70) wy + o; = 0, Qj + Og 20, Ag = DR uero 

k,l 

由 02; ,我 们 构造 微分 形式 
(71) oe tO l<emen, 


以 及 微分 形式 
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(72) Pn = Publishers lemen, 


这 里 Sli, imij om) TE TE AAS, CARE jis ojm Æ iss im 的 
偶 置 换 还 是 奇 置换 取 值 + 1 或 - 1, 其 他 情况 下 为 0; 这 里 的 取 和 是 针对 从 1 到 
n PIECE RY isch ime Ah REIS VY, 都 可 以 表示 为 Avon An 的 常 系数 多 项 
式 , 反 之 亦 然 。 

在 紧 埃 尔 米 特 流 形 M 上 ,我 们 可 以 构造 纤维 从 ‘7 ,使 得 M 中 PP 点 上 的 纤维 
由 有 序 向 量 组 el ,…, e, 构成 ,并 满足 以 下 关系 


(73) e; * ej = Ój, ] e i,J xpo 


这 样 我 们 能 够 证 明 以 下 定理 : 

定理 9.1. MM 中 FP) 的 (第 4 节 所 指 的 ) 示 性 闭 上 链 具 有 维 数 2n - 2p +2, 可 
以 由 形式 V, ,1 确定 到 只 相差 一 个 常数 因子 。 

这 些 示 性 闭 上 链 共有 n 个 (对 应 于 数值 p = 1,…,n)。 我 们 称 它们 为 基本 示 性 
闭 上 链 。 另 一 方面 ,第 8 节 中 的 嵌入 过 程 可 以 用 于 当前 情况 ,从 而 得 到 M 上 的 (斯 
廷 罗 德 意义 下 ) 等 价 纤维 从 之 间 的 对 应 和 把 M. BLA, H (On, N, C) 映 射 的 同 伦 类 ,这 
里 H(n,N,C) 是 由 n+ N 维 ( 复 ) 欧 氏 空间 中 所 有 过 原点 的 n 维 复线 性 空间 组 成 
的 格拉 斯 曼 流 形 。 这 就 允许 我 们 把 广义 示 性 上 同调 类 定义 为 Hn, N, C) 中 维 数 
不 大 于 2n 的 上 同调 类 的 逆 像 。 但 是 在 复 的 情况 下 ,关于 西 群 的 向 量 不 变量 的 第 一 
主 定理 比 关于 正 交 群 的 相应 定理 更 简单 : 

定理 9.2. H(n,N,C) 的 每 一 维 数 不 大 于 2n 的 上 同调 群 可 以 通过 上 同调 环 
运算 从 nn 个 基本 类 得 到 ,这 里 指 的 是 逆 像 为 用 的 基本 示 性 类 的 那些 类 。 

就 是 在 这 样 的 意义 下 我 们 可 以 说 ,在 复 解 析 埃 尔 米 特 流 形 中 ,从 主 纤维 从 产生 
的 示 性 类 完全 由 埃 尔 米 特 度 量 确定 。 我 们 还 要 指出 , 复 解 析 埃 尔 米 特 流 形 在 代数 
几何 与 多 复 变 解析 函数 理论 中 起 着 重要 的 作用 。 

本 节 中 所 宣布 的 结果 的 证 明 ,将 在 他 处 发 表 。 


10. 积分 几何 中 主 运动 式 


在 上 一 节 中 我 们 讨论 了 局 部 微分 几何 性 质 与 拓扑 之 间 的 关系 。 然 而 在 大 范围 
几何 中 还 有 其 他 性 质 也 很 令 人 感 兴趣 ,并 且 与 上 面 阐明 的 概念 有 密切 关系 。 它 们 
同样 表明 纤维 从 在 几何 实在 理论 中 的 重要 作用 。 

S M 是 nn ERIRE, I 为 其 主 纤维 从 。 我 们 已 在 n(n + 1)/2 维 空间 .2 中 
定义 了 形式 o; os. M n(n + 1)72 阶 微分 形式 


(74) D = Ilo; ` ILoa 


可 以 当 作 .多 中 的 体积 元 素 。 如 果 M Jin AKRE N, P 就 叫做 运动 密度 ,这 是 庞 
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加 莱 首 次 对 n = 2 的 情况 引进 的 。 
为 了 说 明 运 动 密度 在 几何 问题 中 的 应 用 , 设 M 是 n 维 欧 氏 空间 , 则 .是 A 
中 的 标 架 空间 并 且 是 个 拓扑 积 。 考 虑 M 中 两 个 至 少 二 阶 可 微 的 闭 曲面 51、S，。 对 
每 一 S;,4 rh? +, FEE HH HFS 


1 
CST 





(75) | >) Pe dO, = HY, i = 1,2;k = 0 -1, 

X EB A PR BE EA k AEA RK dO, 是 5; 的 面积 元 素 。 令 VP 
表示 M "BS; 所 围 体积 。 令 S, 固定 ,而 令 S, 取 所 有 可 能 位 置 。 对 于 S 的 每 一 
位 置 ,用 Y CS1: $5) RS. 51 与 $ 之 交 的 欧 拉 - 庞 加 莱 示 性 数 , 则 我 们 有 以 下 所 
谓 主 运动 式 : 

(76) J. x Gi S) F = J, HO), y? 4 V? HP, + 一 > C, ia HPH, 4}, 


这 里 J, eM 中 一 点 的 运动 测度 ,由 下 式 给 出 
(76a) | Ja = 0, 410,07 01, 


O, È p 维 欧 氏 空间 中 单位 球面 的 面积 。 

布 拉 施 克 对 于 n = 2,3 证 明了 (76) 式 [2], 严 志 达 和 本 文 作者 对 于 一 般 的 n 给 
出 了 证 明 [13]。 该 式 有 许多 令 人 感 兴趣 的 推论 。 特 别 地 , 当 = 2 以 及 Si 和 5; 都 
是 凸 曲线 时 , 它 就 成 为 


(77) | Jt 三 2r( A, 十 A>) + Lı L2, 
S 5,50 . 


这 里 4; 是 5; 所 围 面积 , L 是 S; 的 长 度 , i = 1,2. (77) B j Hh EIE TA (Santalo) 
得 到 。 它 可 以 用 来 导出 等 周 不 等 式 (2) 的 加 强 式 。 这 样 , 我 们 正 是 从 关于 微分 
几何 和 拓扑 学 的 完全 间接 的 讨论 ,得 到 了 纤维 从 理论 与 本 文 开 始 所 给 出 的 等 
周 不 等 式 的 联系 。 
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此 篇 演讲 ( 作 于 1945 年 9 月 ) 表 明 , 大 范围 微分 几何 的 新 时 代 开 始 了 。 这 个 新 
时 代 以 纤维 从 的 拓扑 理论 与 嘉 当 微 分 方法 的 综合 为 特征 。 

提纲 池 领 的 开场 白 (第 1 节 ) 后 ,作者 简明 扼要 地 介绍 了 格拉 斯 曼 代 数 ( 第 
2 节 )、 嘉 当 微 分 方法 (第 3 节 )、 ARAB 4) PRET A SH). RSP 
中 , 嘉 当 方法 被 置 于 中 心地 位 ;这 里 研究 了 带 有 纤维 丛 SF RRAK M, 由 
所 有 的 单位 向 量 的 正 交 n - 标 架 形成 ;熟知 的 形式 0,,0;,R1 AF 中 的 形式 来 
解释 。 

紧 接着 的 一 节 ( 第 6 节 ) 通 过 “形式 问题 "( 即 这 样 的 问题 : 何 时 形式 gjydx'dx 
与 gj dx”dx" 定 义 了 等 距 的 殖 曼 度量 ) 表 明 ,， 引 入 纤维 从 (这 里 的 纤维 从 是 正 交 群 
从 ) 是 自然 的 和 必要 的 ,甚至 对 于 “小 范围 "微分 几何 也 是 如 此 。 类 似 的 过 程 不 仅 
适用 于 黎 曼 几何 , 也 适用 于 其 他 的 几何 理论 ; 这 通过 道路 几何 的 例子 得 以 说 明 。 

第 7 节 论述 底 流 形 M 与 纤维 从 之 间 的 关系 ,与 FH “相伴 ”着 纤维 从 F857)， 
它 由 有 上 所 有 p 个 正 交 单位 向 量 组 形成 , M = FO, BSN, BAR BEA, 
从 而 可 以 把 微分 形式 等 同 于 闭 上 链 ) 讨 论 了 通过 多 到 85) 的 自然 投射 而 引入 的 
两 者 的 微分 形式 之 间 的 关系 。 此 外 ,这 一 研究 对 于 理解 艾 伦 多 弗 - 韦 伊 - 陈 对 高 斯 - 
博 内 公式 的 推广 是 很 重要 的 。 

第 8 节 讨 论 一 条 真正 的 “大 范围 微分 几何 ”的 定理 , 即 以 下 的 虎 特 里 亚 金 定 
理 ; 对 于 欧 氏 空间 E+N PA MOL M PREM PES), TAA 
M" 的 所 谓 曲率 形式 ”的 积分 来 表达 它 的 (斯 芝 弗 尔 与 斯 廷 罗 德 意义 下 的 )( 整 
系数 ) 示 性 上 同调 类 。 在 此 利用 了 M 在 (由 过 Er"+ 人 中 一 点 的 所 有 nn 维 平面 形 
成 的 ) 格 拉 斯 曼 空 间 中 的 像 , 这 是 高 斯 的 球 像 概 念 的 推广 。 这 些 像 之 间 的 关系 
由 患 特 尼 -斯 廷 罗 德 定理 表明 ,这 把 任 一 M 上 的 球 从 与 MM 在 格拉 斯 曼 流 形 中 
的 像 联系 起 来 了 。 | 

用 埃 尔 米 特 流 形 来 代替 任意 的 黎 曼 流 形 ( 第 9 节 ), 则 由 于 种 种 理由 使 这 时 的 
情况 较 第 8 节 中 的 更 简单 。 特 别 是 类 似 的 庆 特 里 亚 金 定 理 在 去 掉 了 M 由 它 所 在 
的 欧 氏 空间 赋予 度量 这 一 先决 条 件 后 仍然 有 效 。 


* 发 表 于 《Mathematical Reviews》 第 9 卷 101 页 ,1948 年 。 
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最 后 一 节 ( 第 10 节 ) 简 短 地 指明 ,这 里 所 讲 到 的 方法 不 仅 对 于 研究 微分 几何 性 
质 与 拓扑 的 关系 ,而 且 对 于 研究 其 他 “大 范围 ”的 几何 性 质 也 是 很 有 价值 的 。 这 通 
过 积分 几何 中 的 “运动 密度 "和 所 谓 的 主 运动 式 的 例子 得 以 说 明 。 从 这 个 例子 可 以 
看 到 ,经典 的 平面 上 的 等 周 不 等 式 与 微分 形式 以 及 纤维 从 有 关 。 
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原 载 (科学 》 第 29 RB 3 期 ,上 海 ,1947 年 。 
1. 绪 言 


近代 纯粹 数学 的 两 大 柱石 ,是 拓扑 学 (Topology) 与 抽象 代数 。 何以 这 两 方面 是 
数学 的 基础 呢 ” 这 问题 并 不 容易 答复 , 姑 举 以 下 要 点 来 说 明 : 

第 一 ,所 谓 近 代数 学 的 特征 ,是 研究 范围 的 扩大 。 数 学 研究 的 主要 对 象 ,不 外 
为 数 与 图 形 的 性 质 , 在 数 的 观念 的 发 展 中 ,自然 数 与 命 分 数 当 然 最 早 。 但 古代 希腊 
人 的 数学 ,例如 欧 几 里 得 的 几何 原本 , 即 有 极 完 全 的 非 命 分 数论 。 此 后 因 方 程式 的 
研究 而 有 虚数 , 因 理 论 力学 的 发 展 而 有 四 元 (或 矢量 代数 ), 因 量子 力学 的 应 用 而 有 
其 他 种 类 的 复数 。 系 统 既 然 增 加 ,就 有 必要 区 别 其 异同 ,而 加 以 整个 的 讨论 。 这 是 
抽象 代数 的 缘起 。 至 于 就 图 形 论 ,古代 希腊 人 所 研究 的 是 直线 .圆周 与 其 他 简单 曲 
线 。 但 近代 研究 的 范围 , 则 是 极 广义 的 图 形 。 所 研究 的 图 形 未 必 是 曲线 或 曲面 ;如 
是 曲线 , 亦 未 必 有 切线 。 仔 细 想 来 , 则 何谓 曲线 ,就 并 不 是 容易 答复 的 问题 。 这 些 
基本 概念 的 澄清 和 由 此 引出 的 结论 ,都 是 拓扑 学 研究 的 对 象 。 

第 二 ,从 基本 上 说 ,每 一 种 数学 研究 的 对 象 ,都 是 一 个 集合 和 集合 中 的 元 在 某 
种 运算 下 的 性 质 。 因 运算 的 种 类 不 同 ,所 得 性 质 亦 异 。 试 取 实 数 为 例 。 加 法 与 乘 
法 都 是 运算 ,通常 称 为 代数 的 运算 。 但 如 取 一 组 实数 4, 而 命 4 为 一 切实 数 ,可 为 
A 中 实数 的 极限 者 , 则 由 A 到 4 也 是 一 种 运算 , 称 为 拓扑 运算 。 在 此 例 中 ,拓扑 运 
算 包含 极限 观念 ,因此 拓扑 学 包含 了 右 干 分 析 中 的 基本 定理 。 集 合 中 同时 有 代数 
的 与 拓扑 的 运算 者 ,在 应 用 上 很 重要 ,在 人 研究 上 至 有 兴趣 。 最 简单 的 例 是 所 谓 拓扑 
群 。 拓 扑 群 的 理论 ,近来 极 受 一 般 人 的 注意 。 

第 三 ,在 十 八 .十 九 两 世纪 中 , 复 变 函数 论 ,微分 方程 式 论 、 变 分 学 、 与 代数 几何 
学 等 ,都 有 很 大 的 进步 。 但 从 近代 观点 而 论 ,这 些 科目 中 必须 参加 拓扑 学 的 观念 与 
方法 ,才能 给 人 以 深刻 的 认识 。 最 近 重 要 的 贡献 , 如 Ahlfors 之 于 复 变 一 数论 ， 
Poincare, Birkhoff, Leray, Schauder 之 于 微分 方程 式 论 , Morse、Douglas、Lustemik、 
Schnirelmann 之 于 变 分 学 , Lefschetz , van der Waerden , Hodge 之 于 代数 几何 学 ,都 是 基 
于 拓扑 学 观念 的 引进 。 

拓扑 学 内 容 甚 广 , 其 概念 非 短 文 所 可 说 明 。 本 文 不 作 系统 的 叙述 ,只 随意 选择 

207 


Co pe 
陈省身 文集 
若干 较 重要 的 问题 ,加 以 讨论 。 


2. 尤 拉 公式 


第 一 本 关于 拓扑 学 的 书 , 是 Listing 的 Vorstudien zur Topologie, 于 1847 年 出 版 ， 
距 今 将 近 百 年 。 但 在 此 书 出 版 以 前 ,关于 拓扑 学 的 零碎 结果 ,已 有 奉 二 。 最 重要 的 
是 所 谓 尤 拉 公 式 (Eulers Formula)。 尤 拉 公式 的 对 象 ,是 一 个 简单 多 面体 。 命 v.e. 
s 依次 为 该 多 面体 的 顶点 数 、 边 数 与 面 数 , 则 该 公式 是 


v—-e+s = 2。 (1) 
这 公式 在 初等 几何 学 书 中 ,就 有 证 明 。 以 下 的 证 明 中 ,包含 极 简单 而 有 用 的 


2 


原来 的 多 面体 去 项 面 铺 平 后 形状 
图 1 


我 们 去 掉 所 论 多 面体 的 一 面 ,而 将 剩余 部 分 铺 在 平面 上 (图 1)。 在 铺 平 的 时 
候 , 不 妨 准 许 边 与 面 的 形状 有 变更 ,但 其 数目 与 其 相互 的 关系 不 变 。 这 手续 显然 不 
影响 尤 拉 公式 的 准确 性 , 亦 显然 可 能 。 

铺 平 后 在 平面 上 所 得 是 一 个 多 边 形 , 和 其 中 的 一 个 网 。 这 个 网 的 顶点 数 、 边 数 
与 面 数 ,依次 是 vw = ve’ = e, 与 ; = s -1。 如 去 掉 网 内 一 边 , 则 或 者 e 55s BM 
少 一 ,或 者 v! 与 e' 各 减少 一 ,每 次 w - e + s 都 不 变 ,但 连续 应 用 这 手续 后 ,最 后 
所 得 是 一 个 简单 多 边 形 , 他 的 顶点 数 等 于 边 数 ,而 他 的 面 数 是 一 ,所 以 vw - e' + 
sal, 而 尤 拉 公式 由 此 证 明 。 

在 公式 (1) 中 我 们 假定 所 论 多 面体 是 简单 的 。 去 
了 这 个 假设 ,这 公式 显然 不 确 。 图 2 的 多 面体 就 是 
一 例 。 ^ 
要 推广 尤 拉 公式 到 非 简单 的 多 面体 ,拓扑 学 的 观 2516, e 32, s=16 
念 就 很 重要 了 。 拓 扑 学 中 的 主要 观念 是 拓扑 变换 。 我 a de 
们 不 必 对 拓扑 变换 给 一 个 严格 的 定义 ,只 说 这 是 一 个 
一 一 的 绵 续 的 变换 。 要 想像 这 种 变换 , 可 假定 曲面 是 用 橡皮 做 成 的 。 任 意 一 个 把 
橡皮 拉 长 或 缩短 的 变换 , 只 要 不 把 橡皮 拉 破 ,就 是 拓扑 变换 。 两 个 图 形 可 用 拓扑 变 
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换 互 相 变换 者 , 称 为 相 拓 的 。 根 据 这 个 定义 ,球面 与 椭圆 面 是 相 拓 的 ,球面 与 立方 
体 的 面 是 相 拓 的 ,图 2 所 示 多 面体 与 环 面 亦 是 相 拓 的 。 实 际 上 我 们 有 以 下 的 普通 
定理 : 
三 维 空间 内 两 面 的 曲面 可 用 拓扑 变换 变 成 球面 上 装 p 个 环 的 法 式 。 
定理 中 所 谓 两 面 的 意义 ,下 节 当 再 说 明 , 所 谓 球面 上 装 环 的 曲面 ,可 看 图 3 
自明 。 





法 式 中 的 环 数 p 叫做 曲面 的 类 (genus)。 上 面 所 述 的 定理 ,其 实 不 难 证 明 。 比 
较 难 证 明 的 ,还 是 底下 的 定理 : 

两 个 相 拓 的 曲面 ,其 类 相等 。 

换 句 话说 ,类 这 个 整数 ,经 过 拓扑 变换 后 不 变 。 研 究 拓扑 学 的 一 个 主要 目的 ， 
是 要 求 拓扑 变换 下 的 不 变 式 。 类 就 是 第 一 个 重要 的 例子 。 

根据 上 面 的 讨论 , 设 多 面体 的 类 是 p, 而 他 的 顶点 数 、. 边 数 与 面 数 依次 是 v、e、 
*。 则 推广 后 的 尤 拉 公 式 表示 这 四 个 数 间 的 关系 ,而 是 下 面 的 形状 


v- e+s=?2-2po | (2) 
要 证 明 这 个 公式 , 先 将 每 个 环 切 开 , 而 在 所 截面 的 两 端 ,各 装 上 一 面 (图 4)。 
如 此 则 所 装 的 面 数 是 2p。 经 此 手续 后 所 得 多 面体 的 类 是 
零 ,而 公式 (1) 适 用 。 应 用 公式 (1) 可 得 


yv—e+(s+2p) 22, 
即 为 公式 (2)。 
3. 单 面 曲面 


所 谓 曲 面 是 两 面 的 , 指 以 下 的 性 质 : 曲面 有 正 反 两 面 。 自 面 上 正面 (或 反面 ) 
一 点 如 用 曲线 连 至 反面 (或 正面 ) 一 点 , 则 该 曲线 或 需 穿 过 曲面 ,或 需 与 曲面 的 界线 
相交 。 | 
由 普通 常识 往往 会 觉得 三 维 空间 内 的 曲面 都 是 两 面 的 。 例 如 球面 、 柱 面 等 都 
如 此 。 但 这 观念 是 错误 的 。 空 间 内 实在 有 许多 不 能 分 正 反面 的 曲面 。 最 早 发 现 这 
事实 的 是 德国 几何 学 家 Mobius. 


图 4 
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Mobius 所 造 的 单 面 曲面 , 称 为 Mobius 条 ， 其 作法 至 ， | r 
为 简单 。 我 们 取 长 方形 4BCD ,如 图 5, 而 将 AD 边 与 CB | 
边 依 图 中 方向 和 在 一 起 。 所 得 曲面 就 是 Mobius 条 ,以 
曲线 ABDC 为 界线 。 读 者 试用 纸 条 造 此 曲面 ,不 难 发 现 
从 面 上 一 点 可 用 曲线 连 至 其 反面 的 点 ， 而 不 穿 过 负面 的 图 5 
界线 。 

读者 试 将 此 曲面 沿 正 中 的 线 ! 剪断 , 即 可 得 一 新 的 曲面 。 痢 更 将 该 新 曲面 同 
样 沿 正 中 的 线 剪 断 , 可 再 得 有 趣 的 结果 。 

与 曲面 单 双 面 的 性 质 有 密切 关系 而 并 不 完全 相当 


的 性 质 ,是 所 谓 定向 性 (Orientation)。 在 曲面 上 一 点 有 和 人 人 人 
两 个 钟表 方向 ,或 顺 或 北 。 试 确定 其 中 一 个 , 则 用 纺 续 [OOO € € 


性 ,该 钟表 方向 可 移 至 面 上 邻近 的 点 。 将 该 钟表 方向 
沿 一 封闭 的 曲线 推展 ,而 回 到 原点 , 则 在 原点 所 得 的 钟 zs 
表 方 向 ,有 时 可 与 原来 的 相反 。 曲 面 有 此 性 质 者 , 称 为 不 定向 的 。 若 在 曲面 上 一 点 
确定 钟表 方向 后 ,无 论 沿 何 曲线 推展 , 反 至 原点 ,结果 恒 得 原来 的 钟表 方向 者 ,该 曲 
面 称 为 定向 的 。 通 常 几 何 学 中 所 论 曲面 大 多 是 定向 的 。 不 定向 的 曲面 中 ,Mobius 
条 即 是 一 例 ( 图 6)。 如 果 世 界 在 一 不 定向 的 曲面 上 ,有 时 走 了 一 圈 回 来 。 书 上 字 
母 的 次 序 可 以 完全 相反 。 

Mobius 条 是 一 个 有 界线 的 不 定向 的 单 面 曲面 。 封 闭 的 曲面 中 ,有 以 后 两 性 质 者 ， 
最 简单 的 是 Klein 密 , 他 的 作法 如 次 : 取 长 方形 4BCD( 图 7)。 先 将 AD 与 BC 两 边 按 
图 中 方向 黏 住 ,得 一 柱 面 。 再 黏 住 AB 与 CD 二 边 。 所 得 封闭 的 曲面 称 为 Klein 3E. 
这 曲面 在 空间 有 一 自 交 的 曲线 。 我 们 不 难 证 明 : 这 曲面 是 单 面 的 与 不 定向 的 。 


C3 Ld 


图 7 





~ 
w 


4. 四 色 问 题 


拓扑 学 中 一 个 浅 近 而 至 今 未 曾 解决 的 问题 ,是 所 谓 四 色 问 题 。 这 问题 的 兴趣 
由 于 他 的 困难 ,其 重要 性 实 不 及 许多 其 他 未 决 的 基本 问题 。 

在 地 图 上 者 色 ,习惯 常 将 两 个 有 一 边 相 共 的 区 域 涂 上 不 同 的 颜色 。 由 经 验 得 
AI ,无 论 地 图 如 何 复杂 , 恒 可 用 四 种 颜色 将 一 切 区 域 着 色 ,使 合 于 相 邻 区 域 获得 不 
同 颜色 的 条 件 。 数 学 家 中 最 早 建议 证 明 此 定理 的 ,有 Mobius (1840) , De Morgan 
(1850) Cayley(1878) 等 。 但 经 过 百 余 年 的 时 间 ,这 定理 的 确 否 , 仍 未 能 断定 。 


要 讨论 四 色 问 题 , 我 们 首先 观察 : 平面 上 的 四 色 问 题 与 球面 上 的 四 色 问 题 ,是 
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相当 的 。 假 设 平面 上 的 地 图 都 可 用 四 种 颜色 着 色 , 使 相 邻 区 域 获得 不 同 的 颜色 。 
则 对 于 球面 上 的 任 一 地 图 ,我 们 可 取出 一 个 区 域 ;而 将 所 剩 的 区 域 铺 平 在 平面 上 
(如 证 明 尤 拉 公 式 时 的 办 法 )。 在 铺 平 的 手续 中 ,区 域 的 形状 可 以 变化 ,但 其 相互 位 
置 不 变 。 铺 平 以 后 所 得 地 图 如 一 大 洲 , 而 取出 的 区 域 则 如 海洋 。 依 假设 ,此 平面 上 
的 地 图 可 用 四 种 颜色 着 色 , 故 原来 球面 上 的 图 亦 可 ,反之 ,用 同样 方法 ,可 以 证 明 ， 
如 球面 上 的 四 色 问 题解 决 , 则 平面 上 的 亦 然 。 
经 此 段 讨 论 后 ,我 们 可 先 将 问题 推广 ,假设 地 图 系 画 在 一 个 p 类 的 两 面 曲面 
Eo f n(p) 为 有 以 下 性 质 的 最 小 的 数 : 曲面 上 的 任意 地 图 ,可 用 n(p) 个 颜色 着 
色 ,使 相 邻 区 域 获得 不 同 的 颜色 。 此 定义 并 不 保证 n(p) 必 为 有 限 的 。 四 色 问 题 的 
推测 ,为 n(0) = 4。 
关于 地 图 着 色 问 题 ,我 们 要 证 次 之 定理 : 
命 m 为 一 整数 , 合 于 次 之 条 件 : 对 于 任意 整数 。 > m, 有 不 等 式 


ms > 6(s + 2p -2)。 


如 这 样 的 整数 m 存在 (我 们 易 证 其 为 存在 ), 则 p 类 的 两 面 曲面 上 的 任意 地 图 ,都 
可 用 m 个 颜色 着 色 ,使 相 邻 区 域 获得 不 同 的 颜色 。 

要 证 此 定理 ,假设 地 图 中 的 顶点 数 . 边 数 与 面 数 ,依次 是 ve.s。 Asm, E 
定理 显然 为 真 。 我 们 因此 应 用 数学 归纳 法 ,假设 此 定理 对 于 面 数 小 于 s 的 地 图 , 业 


z i 
D p 


图 8 

我 们 首先 将 地 图 约略 改变 (图 8) ,使 在 每 个 顶点 ,只 有 三 面 。 这 手续 显然 不 影 
响 曲面 的 类 ,地 图 的 面 数 , 和 用 来 着 图 的 颜色 的 数目 。 但 顶点 数 与 边 数 ,或 有 改变 。 
该 二 数 我 们 仍 用 与。 表示。 如 经 每 顶点 恰 有 三 边 , 则 图 中 边 数 是 六 o。 因 此 有 
3v = 2e, 而 

6(s+2p -2)= 6(e — v) = 6e -4e = 2e, 

由 是 得 ms > 2e。 由 此 不 等 式 可 知 地 图 上 必 有 一 个 区 域 ,其 边 数 小 于 m。 因 否则 即 
谓 每 区 域 至 少 有 m 个 边 ,而 总 边 数 至 少 是 ms; 但 这 样 把 每 边 算 了 两 次 , 遂 得 ms < 
2e, 与 上 之 不 等 式 不 合 。 


设 D 为 边 数 小 于 m 的 区 域 。 将 D 缩 成 一 点 ,曲面 的 类 数 不 变 。 但 所 得 地 图 ， 
211 


“陈省身 文集 
HEARE s- 1。 依 假设 此 地 图 可 用 m 个 颜色 着 色 。 故 原来 地 图 将 区 域 D 除去 后 
也 可 用 m 个 颜色 着 色 。 但 D 至 多 只 与 m - 1 个 区 域 相 邻 , 故 必 有 一 个 颜色 存在 ,可 
以 着 D。 因 此 证 明 以 上 的 定理 。 
我 们 现在 设法 求 最 小 的 整数 m, 合 于 定理 中 的 条 件 者 。 先 将 不 等 式 写 作 


m > 6(1 + 2p = 2) | 
£i p =0, 则 m =6;4 p = 1,0 m =7;4 p = 2, 则 不 等 式 右 端 随 * 之 增加 而 减少 ， 
其 最 大 值 相当 于 s = m + 1。 故 m 适合 不 等 式 


m > 6(1 + P= 
m-4l 


或 m^ — 5m > 12p - 6。 
命 Lxj 代 表 小 于 x 的 最 大 的 整数 。 则 合 于 以 上 不 等 式 的 m 是 


m= [T1 vri], 


当 1 < p < 6 时 ,m 的 值 可 列 如 下 表 : 





假设 1 <p < 6, 而 命 m 表 上 表 中 相当 的 数 , 则 以 上 定理 谓 任何 地 图 可 用 m 个 
颜色 着 色 , 即 n(p) < m。 同 时 我 们 不 难于 相当 的 曲面 上 , 作 一 地 图 ,不 能 用 少 于 m 
个 颜色 着 色 。 故 n(p) = m,1z p <6. 换言之 ,对 于 类 等 于 一 至 六 的 两 面 曲 面 ,地 
图 问题 业已 完全 解决 。 

很 奇怪 的 事 ,是 对 于 零 类 的 曲面 , 即 球面 ,以 上 定理 只 说 n(0) < 6, 但 推测 为 
n(0) = 4。 这 有 名 的 “四 色 问 题 "仍旧 是 数学 上 的 难题 之 一 。 


5. 维 的 理论 


几何 学 中 一 个 基本 的 概念 ,是 几何 图 形 的 维 (dimension)。 这 问题 初 看 似 很 简单 。 
例如 ,点 是 零 维 的 ,直线 或 曲线 是 一 维 的 ,平面 或 曲面 是 二 维 的 ,空间 是 三 维 的 。 但 我 们 
如 取 直 线 上 坐标 为 命 分 数 的 一 切 点 ,或 坐标 是 非 命 分 数 的 一 切 点 ,他 们 的 维 是 多 少 ,就 
不 易 断 定 。 如 取 更 为 复杂 的 点 集 , 则 确定 他 们 的 维 数 ,可 成 极 难 的 问题 。 

任何 有 意义 的 维 的 定义 ,总 要 使 直线 的 维 是 一 ,平面 的 维 是 二 。 如 细 想 何以 直 
线 的 维 是 一 ,首先 想得到 的 理由 , 必 因 直线 上 的 点 ,可 用 一 个 坐标 来 确定 。 但 这 问 
题 并 不 如 此 简单 。 实 际 上 Cantor 曾 证 明 下 面 的 定理 : 
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(54. 什么 是 拓扑 学 
单位 线段 上 的 点 与 单位 正方 形 上 的 点 间 , 可 建立 一 个 一 一 的 对 应 关系 。 
这 个 奇怪 的 结果 的 证 明 ,非常 简单 ,可 约略 说 明 如 下 : 我 们 将 单位 线段 上 的 点 
用 坐标 ;确定 ,0 < +t < 1。 而 将 单位 正方 形 上 的 点 用 坐标 xy 确定 ,0 < x,y ele 
每 个 坐标 (1 或 x 或 y) 可 展 成 小 数 如 次 : 


t = O.a,;a2a3;°°°, Ox a, <9, Im 14254968 


要 使 这 个 小 数 的 表示 法 能 完全 确定 ,我 们 假设 每 个 有 尽 的 小 数 都 写成 无 尽 小 数 ,其 
末尾 数字 全 为 9( 例 如 1 = 0.999…,0.21 = 0.20999…)。 经 此 了 解 ,我 们 更 将 每 小 数 
分 段 ,每 段 包含 一 串 零 及 最 后 一 个 不 等 于 零 的 数字 。 假 设 经 分 段 以 后 坐标 tey 
”写成 下 面 的 形状 : 

t = 0.414243…， 

x = 0. B, B; B,:-, 

y = 0. Ciz, 


式 中 每 个 大 写字 和 母 表示 一 段 。 用 此 表示 法 线段 与 正方 形 间 的 对 应 关系 如 次 : 线段 
上 点 t 在 正方 形 上 的 对 应 点 是 


Xx = 0. A,A3A5°"°, 
y = 0. 424446…p…; 


正方 形 上 点 (x,y) 在 线段 上 的 对 应 点 是 
| t = 0. B,C,B4 Cro 


这 样 确定 的 对 应 关系 显然 是 一 一 的 ,因此 证 明 以 上 Cantor 的 定理 。 

如 果 我 们 坚持 线段 的 维 是 一 ,正方 形 的 维 是 二 , 则 Cantor 定理 表示 维 在 一 一 的 
变换 下 ,可 以 改变 。 

以 上 的 一 一 变换 上 自然 毁坏 线段 与 正方 形 的 绵 续 性 。 换 言 之 ,该 项 变换 并 非 绵 
续 的 。 如 果 我 们 限于 绵 续 的 变换 ,图 形 的 维 能 否 改 变 ? 

关于 这 个 问题 Peano 有 重要 的 贡献 。Peano 证 明 下 面 的 定理 : 

有 一 绵 续 的 (但 非 一 一 的 ) 点 变换 存在 ,将 单位 线段 变 至 单位 正方 形 。 

由 于 Peano 的 贡献 ,单位 线段 的 任何 绵 续 图 影 (map) 叫 做 Peano 曲线 。 但 我 们 
须要 注意 : Peano 曲线 与 通常 观念 下 的 曲线 ,可 以 授 然 不 同 。 例 如 ,以 上 的 定理 就 
说 单位 正方 形 是 一 个 Peano 曲线 。 

要 证 明 上 面 的 定理 ,我 们 把 线段 分 为 四 等 份 ， 而 依 其 由 左 至 右 的 次 序 ， 用 : 
h h lL 表示 。 更 将 每 个 分 线段 分 为 四 等 份 ,如 此 一 直 分 下 去 。 每 将 线段 分 一 
后 所 得 的 四 个 分 线段 ,我 们 按 由 左 至 右 的 次 序 ,用 新 的 下 标 1.2.3.4 表示 。 ae 
倘 原 来 分 线段 是 Lo, uA 7 NAE BR 大 se Toga s Irsa 如 果 线 段 上 每 点 
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已 可 写成 一 串 线段 的 极限 点 ,如 下 状 : 
人 (3) 
式 中 的 符号 > 表示 "包含 ”。 

用 同样 方法 我 们 可 将 单位 正方 形 分 成 四 个 相等 的 小 正 
方形 ,而 继续 的 分 下 去 ,如 图 所 示 ( 图 9)。 这 样 正方 形 中 一 点 
P * 也 可 写成 一 串 正 方形 的 极限 点 ,如 

Do UO oS Ip Wr esa 3s (4) 
这 样 的 表示 P 5S P'BJZTE ,并 不 完全 确定 , 即 同一 点 可 以 写 
作 两 不 同 串 的 极限 点 。 例 如 


h > la > ly > bh > 





b > hi > hu > bhm > 和 … 


就 有 同一 极限 点 。 但 我 们 不 难 证 明 : 如 线段 上 两 串 (3) 有 同一 极限 点 , 则 用 相同 两 
组 下 标 所 得 的 两 串 (4) 也 有 同一 极限 点 。 所 以 我 们 可 叫 串 (4) 的 极限 点 做 串 (3) 的 
极限 点 的 对 应 点 。 所 得 是 一 个 变换 ,把 单位 线段 变 为 单位 正方 形 。 

这 个 变换 可 以 证 明 是 绵 续 的 ,因此 证 明 以 上 的 定理 。 但 是 这 变换 并 不 是 一 一 
的 , 即 线段 上 不 同 的 点 ,可 以 变 成 正方 形 中 同一 点 。 

总 结 以 上 的 结果 ,我 们 证 明 : 在 一 一 (而 不 绵 续 ) 的 变换 下 ,和 在 绵 续 ( 而 不 一 
一 ) 的 变换 下 ,单位 线段 与 单位 正方 形 都 可 互相 变换 。 

一 一 而 又 绵 续 的 变换 ,叫做 拓扑 变换 。 在 拓扑 变换 下 ,单位 线段 与 单位 正方 形 
是 否 可 以 互相 变换 ? 

这 问题 的 答案 是 “不 可 ”。 理 由 是 这 样 的 : 假设 有 拓扑 变换 t 存在 ,把 单位 线 
段 , 变 为 单位 正方 形 , 命 M 为 线段 的 中 点 ,i(MM) 为 M 在 正方 形 中 的 对 应 点 。M 把 
线段 分 为 两 部 分 。 但 无 论 i( 衣 ) 的 位 置 若 何 ,i( MM) 并 不 把 正方 形 分 成 两 部 分 。 所 
以 这 样 的 变换 不 能 存在 。 

这 证 明 并 不 严格 。 要 得 严格 的 证 明 , 须 要 确定 所 谓 “ 部 分 "的 意义 。 但 上 面 所 
说 , 确 是 证 明 的 基本 事实 。 

在 高 度 空 间 中 以 上 定理 的 推广 ,可 以 述 成 下 状 ; 命 EQ KR m 维 欧 几 里 得 空间 
内 的 单位 立方 体 ( 即 若 空间 的 坐标 是 x1,… ,xn ,单位 立方 体 中 的 点 , 合 于 条 件 0 < 
x, « lk 2 1,…,m)o 则 当 m z n, 没有 拓扑 变换 存在 ,把 E, ZK Epo 

有 了 这 个 定理 , 维 的 理论 才 算 奠定 了 基础 。 但 这 个 定理 的 证 明 很 困难 ,经 过 了 
极 长 时 间 才 获 成 功 。 第 一 个 证 明 这 个 定理 是 荷兰 数学 家 Brouwer。 


6. 定点 定理 


设 在 一 定 的 空间 内 施行 绵 续 的 变换 。 我 们 的 问题 是 有 没有 点 存在 ,他 的 对 应 
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点 是 他 自己 ?这 样 的 点 叫做 定点 。 

绵 续 的 变换 未 必 有 定点 。 坐 标 为 x、y 的 欧 几 里 得 平面 上 的 移动 , 即 是 一 例 。 
但 Brouwer 曾 证 明 下 面 的 定理 : 

n 维 欧 氏 空间 内 单位 立方 体 E 中 的 任何 绵 续 变换 , 必 有 一 个 定点 。 

这 个 有 名 的 定点 定理 ,引起 了 晚近 无 数 的 研究 工作 。 我 们 首先 说 明 ,这 定理 如 
果真 确 , 则 当 E. 经 过 一 拓扑 变换 后 , 仍 是 真确 。 所 以 我 们 可 把 定理 中 的 立方 体 , 换 
为 单位 球体 。 硅 空间 的 坐标 是 x1,…,%; , 则 单位 球体 中 的 点 是 适合 以 下 不 等 式 的 
一 切 点 : 


sett x < 二 1。 


我 们 要 指示 n = 2 时 这 定理 的 一 个 证 明 ,其 程序 大 约 如 次 : 假设 有 一 绵 续 变换 
存在 ,把 平面 上 单位 圆 盘 ( 即 圆 上 和 圆 内 ) 的 点 , 变 为 单位 圆 盘 的 点 ,并 假设 每 点 的 
对 应 点 都 不 是 他 自己 。 我 们 要 证 明 这 是 不 可 能 。 

根据 后 一 假设 ,我 们 可 将 圆 盘 上 每 点 用 一 矢量 连 到 他 的 对 应 点 ,这 矢量 永 不 等 
于 零 。 我 们 讨论 圆 盘 上 以 圆心 为 心 的 一 族 同心 圆 。 当 一 点 沿 族 中 一 个 圆周 移动 
时 ,把 这 点 连 到 对 应 点 的 矢量 也 跟着 转动 。 如 这 点 顺 钟表 方向 完成 一 周 , 则 该 矢量 
亦 作 若 干 周 。 假 设 此 周 数 为 p ,其 符号 或 正 或 负 , 视 所 作 周 数 系 顺 钟表 方向 或 逆 钟 
表 方 向 而 定 。 命 r+ 表示 该 同心 圆周 的 半径 (0 < rr < 1), 则 pp 为 r 的 函数 。 这 函数 
显然 是 绵 续 的 ,又 是 整数 。 所 以 必然 是 常数 。 但 当 r = 0 时 ,同心 圆周 只 有 一 点 ,其 
矢量 所 作 周 数 是 零 . 所 以 p = 0。 因此 得 知 , 当 一 点 沿 单位 圆周 绕 行 一 圈 后 ,该 点 矢 
量 所 作 的 圈 数 是 零 。 | 

要 确定 单位 圆周 上 一 点 已 ,可 自 圆 心 0 作 一 固定 的 半 
径 , 而 连接 半径 OP( 图 10)。 命 此 两 半径 间 的 角度 为 p， aN 
0 < 9 < 2x, N) P 的 位 置 可 用 角度 9 确定 。 E 

现在 设 PAP 的 对 应 点 ,w 为 PO 与 PP' 间 的 角度 。 


Jl w 是 9 的 绵 续 函 数 。 这 函数 并 适合 不 等 式 0< w < F, 图 10 


命 1 为 0 与 1 间 之 一 实 变数 ,经 过 P 作 矢量 (0 ,与 矢量 PO 成 角度 如 。 对 于 每 个 
的 1 值 ,0 < t < 1, 圆周 上 每 点 有 一 矢量 证 (1), 当 P 点 顺 钟 表 方向 作 圆 周一 圈 , 矢 
Ev (tE p(t). 但 p(t) 为 t 的 绵 续 函数 , 且 是 整数 , 故 必然 是 常数 。 在 1+ = 0 
时 , 放 在 已 点 的 矢量 就 是 半径 矢量 PO ,在 此 情形 p(0) = 1。 所 以 p(t) = 1, 这 结果 
与 以 上 所 说 p = 0 相 冲 突 。 因 此 证 明了 n = 2 时 的 Brouwer 定点 定理 。 

我 们 要 指出 ,以 上 证 明 中 ,后 段 的 方法 ,叫做 deformation, 是 拓扑 学 中 一 个 重要 
的 方法 。 

Brouwer 定点 定理 是 这 类 定理 中 最 简单 的 一 个 。 拓 扑 学 的 研究 ,因此 定理 而 兴 
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起 了 无 数 波澜 。 
这 类 发 展 中 最 重要 的 结果 , 似乎 是 在 分 析 和 几何 问题 上 的 应 用 。 我 们 姑 举 下 
面 的 问题 为 例 : 
线段 0 < x < 1 上 的 全 体 绵 续 函 数 f(x) 组 成 一 个 空间 ,通常 叫做 函数 空间 。 
试 察 下 状 的 积分 方程 式 


y(z) = af Fla y(x))de + AGO, 


其 中 F、4 都 是 已 知 的 函数 ,A 是 常数 ,y(x) 是 未 知 孙 数 。 这 样 的 积分 方程 式 叫 做 
Fredholm 式 的 积分 方程 式 。 如 把 方程 式 左 端的 函数 y(x) 换 为 z(x), 即 确定 函数 空 
间 的 一 个 变换 了 ,把 函数 y(x) 变 为 z(x)。 而 该 积分 方程 式 的 解 即 相 当 于 变换 T 
的 一 定点 ,说 积分 方程 式 有 解 ,就 等 于 说 TAEA Birkhoff 与 Kellogg 证 明 在 某 种 
条 件 下 ,变换 了 有 定点 。 

Birkhoff 与 Kellogg 所 证 的 定理 , 远 比 上 述 者 为 广 。 同 样 的 把 拓扑 学 应 用 到 微分 
方程 式 的 存在 问题 ， Leray 与 Schauder 也 有 很 重要 的 贡献 。 

函数 空间 的 观念 ,是 近代 数学 的 一 重要 认识 。 近 代数 学 的 一 特征 ,为 推广 研究 
的 范围 。 例 如 ,要 研究 一 个 区 数 , 就 先 讨 论 全 体 隐 数 所 成 的 空间 。 要 研究 一 个 曲 
线 , 就 先 讨论 全 体 曲 线 所 成 的 空间 。 然 后 看 平常 空间 中 什么 性 质 在 这 样 广义 的 空 
间 定 义 下 仍 得 保存 ,再 看 所 论 的 函数 或 曲线 在 空间 中 的 特殊 位 置 。 

要 说 明 这 个 观点 ,以 上 所 论 Birkhoff - Kellogg 定理 已 是 一 例 。 但 我 们 可 再 举 
Morse 的 critical points 理论 为 例 。 在 一 个 n 维 空间 内 , HE — 1 Z8 2x PRX , D x eR C 
的 最 大 点 .最 小 点 ,与 稳定 点 (stationary points) 间 必 有 若干 个 关系 ,与 空间 的 拓扑 性 
质 有 关 ,而 为 一 切 绵 续 函数 所 必须 适合 。 大 致 说 来 ,这 是 Morse 理论 的 主要 部 分 。 
Morse 把 这 结果 推广 到 函数 空间 ,因此 解决 了 变 分 学 方面 若干 重要 的 问题 。 


7. 结论 


以 上 所 论 ,不 过 是 春 干 零碎 的 结果 。 实 际 上 拓扑 学 的 范围 ,广大 无 边 ,前 途 发 
展 , 更 是 无 限 。 作 者 写 到 此 地 , 除 希 望 习 算 同 志 , 对 于 此 门 数学 加 以 注重 外 , 愿 作 知 
干 简单 的 历史 叙述 。 

以 前 的 拓扑 学 者 每 把 拓扑 学 划分 为 两 支 。 第 一 是 集合 拓扑 学 , 系 把 空间 看 成 
点 的 组 合 , 而 研究 他 的 性 质 。 这 派 的 开创 者 ,是 德国 的 数学 家 G. Cantor; 第 二 是 代 
数 拓扑 学 ,其 开创 者 是 H.Poincare, 其 出 发 点 系 把 空间 看 成 由 弯曲 的 多 面体 组 成 而 
进行 研究 ,着 重 于 这 些 多 面体 间 的 关系 。 但 经 近来 拓扑 学 者 的 工作 ,这 两 支 已 渐 有 
打成一片 的 趋势 。 

Ba te EF BK AY FG The ae fal = BF AR Brouwer, 二 十 年 来 最 重要 的 两 个 学 
派 , 是 波兰 学 派 与 美国 学 派 。 波 兰 派 的 领袖 人 物 , 有 Sierpinski , Kuratowski , Borsuk 
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等 。 美 国 派 的 领袖 人 物 ,有 Veblen, Alexander, Lefschetz 等 。 但 是 目前 ( 即 1945 年 左 
右 ) 最 活动 的 两 个 拓扑 学 家 ,是 瑞士 的 H. Hopf 与 苏联 的 L. Pontrjagin。 英 美 拓 扑 学 
家 中 ,近来 最 有 成 绩 的 ,英国 有 牛津 的 J.H.C. Whitehead ,美国 有 哈佛 的 H. Whitney. 
至 于 拓扑 学 方面 的 书籍 ,初学 者 可 从 以 下 数 书 着 手 : 
1. M.H.A. Newman, Elements of the Topology of Plane Sets 
2. W. Hurewicz and H. Wallman, Dimension Theory 
3. H. Seifert and W. Threlfall, Lehrbuch der Topologie 
4. P. Alexandroff, Einfachste Grundbegriffe der Topologie 
比较 标准 的 书 ,可 举 以 下 数 本 : 
5. O.Veblen, Analysis Situs 
6. S. Lefschetz, Topology 
7. P. Alexandroff und H. Hopf, Topologie I 
8. Kuratowski, Topologie I 


所 举 的 这 些 书 自然 不 能 包罗 一 切 。 但 由 此 可 以 渐 知 此 学 的 重要 文献 。 


(一 九 四 二 年 五 月 五 日 于 上 海中 央 研 究 院 ) 
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| 5 5 . 最 近 五 年 来 数学 研究 的 若干 进展 
: 原 载 《 科 学 世界 》 第 17 卷 第 1 期 ,1948 年 。 


英国 数学 家 L. J. Model 在 最 近 一 篇 关于 数论 的 文章 ! 中 说 :“ 本 世纪 与 前 世 
纪 数 论 家 的 工作 间 似 乎 有 一 显著 的 差异 。 虽 然 我 无 意 低 估 前 人 贡献 的 创见 与 重要 
性 ,我 却 认为 在 那 时 候 没有 这 许多 深刻 与 广大 的 研究 ,需要 长 串 的 推论 如 最 近 的 工 
TEBJa c 本 世纪 中 数论 家 在 建立 重要 而 美丽 的 结果 时 所 显示 的 力量 与 认识 ,其 
方法 上 所 用 的 观念 ,虽然 不 难 了 解 , 但 似乎 需要 过 人 的 力量 才能 发 现 ;这 整个 现象 
KLAME.” 

这 些 话 所 描写 的 情 状 ,实在 是 当今 数学 界 的 一 般 现 象 。 草 此 文 时 ,我 们 不 能 不 
对 本 世纪 数学 上 的 伟大 成 就 ,表示 无 限 的 赞美 和 景仰 。 

我 们 第 一 想到 David Hilbert 于 1900 年 在 国际 数学 会 议 上 所 提出 的 二 十 三 个 问 
a! 。 这 些 问题 所 涉及 的 范围 与 境界 达到 大 部 分 数学 。 在 这 四 十 余年 中 ,Hilbert 所 提 
的 问题 大 多 数 得 到 解决 或 部 分 的 解决 。 其 中 最 为 人 称道 的 可 举 以 下 几 个 : 1. Gelfond, 
Schneider 的 超越 数 定理 ;2. Gödel 关于 Continuum hypothesis 的 贡献 ;3. 高 木 贞 治 (Takagi ) 
的 Class field theory;4. Lefschetz, Van der Waerden „Zariski 整理 代数 几何 的 工作 。 

我 们 也 想到 Hilbert 所 未 曾 提 到 的 同样 有 重要 影响 的 工作 。 姑 且 举 以 下 几 个 较 
重要 工作 : 1. Alexander, Alexandroff, Hopf, Lefschetz, Pontrjagin , Veblen 等 等 建立 代数 
拓扑 学 的 工作 ;2. Artin, Hasse, Noether 等 等 建立 抽象 代数 的 工作 ;3. Vinogradov 对 于 
Goldbach 假设 的 Ti Bk; 4. Douglas, Rado 之 解决 Plateau 问题 ; 5. Lustemik、 
Schnirelmann , Mores 的 大 型 变 分 学 。(Calculus of Variations in the Large) 

这 个 表 自 然 还 可 以 继续 写 下 去 。 以 下 设法 列举 近 五 年 来 一 部 分 比较 重要 的 工 
作 。 因 受 篇 幅 与 笔者 知识 的 限制 ,所 举目 然 很 不 完全 。 求 符 题 目 , 所 列 的 工作 至 少 
有 一 部 分 论文 是 发 表 在 1943 ~ 1947 年 间 的 。 





这 个 问题 的 对 象 , 是 所 谓 Additive number theory; 其 中 最 有 名 的 问题 是 所 请 
Goldbach 假设 : 任何 偶数 是 两 个 质数 的 和 。 
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虽然 有 了 Vinogradov 的 不 磨 的 贡献 , Goldbach 假设 至 今 未 全 证 明 。 在 这 方面 一 
个 富 侥 兴趣 的 结果 是 以 下 的 Schnirelmann 定理 (站; 任意 整数 x > 1 可 以 写 为 小 于 C 
个 质数 的 和 ,其 中 C 为 常数 。 

Schnirelmann 定理 中 一 个 重要 的 工具 ,是 所 谓 自然 数 集 的 密度 (Density)。 设 一 
任意 自然 数 集 , 命 N(x) 表 示 集 中 < x 的 数 的 个 数 , 则 N(x)/x,x > 0, 的 最 小 限 
(Greatest lower bound) 称 为 此 数 集 的 密度 。 今 取 二 自然 数 集 ABB, C 表 一 切 目 
然 数 所 成 的 集 , 可 以 写 为 4 集 一 数 与 B 集 一 数 之 和 者 。 (我 们 并 假设 AB PAS 
零 , 故 C 包含 4 SB.) BB a 与 8 假设 指 下 面 的 定理 : 设 a、B、Y 依 序 为 4、.B、C 的 
密度 , 则 y > a + B 或 = 1。 

这 个 重要 的 定理 经 过 Landau, Schur、Khintchine、Besicovitch、A. Brauer 等 数学 家 的 
工作 , 终 不 能 完全 证 明 ,1942 年 一 个 当时 不 知名 的 数学 家 Henry Mann ^ , 因 听 Brauer 
的 演讲 ,对 此 问题 感觉 兴趣 , 竟 于 短期 间 予 以 证 明 。Mann 的 论文 仅 五 页 ,自然 所 用 的 
方法 与 传统 上 完全 不 同 。 十 余年 悬 而 不 决 为 研究 中 心 的 问题 , 竟 告 完全 解决 了 。 





近 数 年 来 在 数论 上 作 最 多 而 最 重要 的 贡献 的 , 首 推 Siegel。 氏 之 工作 可 分 三 方 
面 述 之 : 

第 一 是 不 定 二 次 方式 的 理论 (Theor of indefinite quadratic forms)。 问 题 为 研究 
整 系数 的 二 次 方式 在 整 系数 单 模 一 次 变换 群 (Group of unimodular linear 
transformations)[5] 下 的 不 变 式 。 十 七 .十 八 十 九 三 世 纪 中 的 有 名 的 数学 家 ,都 做 过 
这 个 问题 。Siegel 最 近 对 于 二 次 方式 的 解析 理论 ,有 许多 重要 的 贡献 。 

第 二 是 代数 数 域 的 Waring [8188/9 。 此 问题 在 自然 数 情形 即 谓 任 一 正 整数 x 
可 以 写成 N 个 整数 的 > 次 方 的 和 ,其 N 为 一 常数 ,与 x 无 关 。 代 数 数 域 中 的 相 类 
问题 ,最 近 经 Siegel WEH, RA 1922 年 时 曾 思索 此 问题 ,未 能 解决 ;直至 最 近 , 方 
将 困难 克服 。 

第 三 方面 为 不 连续 群 论 (Discontinuous group) 与 Simple algebra 中 的 单元 所 成 
的 群 ?1。 





Minkowski MARR XF SN (Convex body) 之 理论 于 数论 上 ,得 到 许多 不 等 方程 

式 极 小 值 问题 的 解答 。 但 奉 不 等 方程 式 所 对 应 者 为 空间 之 非 卵 体 (Non-Convex 

body) , Minkowski 的 理论 便 不 够 用 了 。 对 于 这 类 问题 的 研究 ,其 显著 之 进展 为 1938 

年 Davenport 所 得 关于 三 个 变数 之 三 个 一 次 方式 之 积 之 极 小 值 的 定理 8] o Mordell 
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由 之 获得 启示 ,于 1942 年 应 用 Non-Convex region 的 理论 ,解决 一 般 二 元 三 次 齐 次 式 
极 小 值 的 问题 9。 此 问题 早 在 数 十 年 前 就 为 Eisenstein .Hermite Amdt 等 人 所 注意 
过 了 。 效 举 其 结果 如 下 : | 

f(x,y) = ax) + bx^y + cry? + dy? 之 系数 缘 为 实数 ;其 判别 式 为 :D = 
18abcd - 27a? d? + b? c? -4ac 44。 则 存在 不 全 为 零 之 整数 xy 使 |Fx,y)1< 
4 |1D7/AÀ« 

于 此 ,A 24974 D» 054 2 28245 D « 0。 

Mordell 推广 其 理论 于 更 一 般 之 区 域 如 : 

Ixl? «ly I? zl(0cpaeDslx ey lzl(n-—JB)EmNSST 
有 趣 之 结果 。 

此 外 Mahler 关于 较 Convex body 更 广 之 Star body 有 详尽 而 有 系统 的 理论 0] , 亦 
颇 重 要 。 惟 其 理论 之 发 展 尚 在 初期 ;所 导出 之 Critical lattices problem 一 般 均 感 难于 
解决 ,其 易 解决 者 对 应 之 数论 上 的 问题 又 非 数 论 家 所 最 感 兴趣 者 ,故此 方面 的 工作 
尚 待 努 力 。 





去 年 (1946)Princeton 大 学 的 二 百 周 年 纪念 ,有 百 余数 学 家 共同 讨论 当前 数学 上 
的 问题 。 其 代数 组 的 记载 中 中 说 :“ 讨 论 中 有 二 主流 ,其 一 为 已 知 结果 的 推广 ,其 
一 则 为 传统 方向 的 继续 ,后 者 以 Brauer 的 伟大 贡献 为 代表 ”。 

R. Brauer 的 工作 ,如 果 称 为 传统 的 ,应 当 说 是 传统 的 抽象 代数 。 他 们 代表 代数 
学 上 近 数 年 来 最 重要 的 进展 ,大 概 是 公认 的 了 。 他 所 用 的 主要 工具 ,叫做 Theory of 
modular characters。 论 文 其 多 ,用 此 方法 所 解决 的 重要 问题 ,可 举 以 下 两 个 : 

1. fip G 表示 一 有 尽 群 ,其 级 为 g。 如 OQ 为 包含 1 的 g 次 根 的 域 , 则 G 的 任意 
不 可 分 的 表示 (Irreducible representation) , 必 相 似 于 对 于 域 0 的 一 表示 。 这 定理 从 
W. Burnside 到 现在 ,已 悬 了 四 十 余年 未 决 。Brauer 首次 给 一 完全 的 证 明 [02J。 

2. 关于 Class field theory 在 Non-Abelian 情形 的 重要 进展 ,以 及 Artin, Siegel FR 
BE ASHE BAL: 





近 二 十 年 来 的 拓扑 学 研究 中 , 比较 有 系统 的 是 代数 拓扑 学 (Algebraic topology) « 
代数 拓扑 学 中 的 两 个 主要 潮流 是 同调 论 (Homology theory ) 与 同 伦 论 ( Homotopy 
theory) ,前 者 根据 圆 形 的 疆界 (Boundary ) 概 念 ,后 者 根据 于 变动 (Deformation ) 观 念 。 

同调 论 较 为 简单 ,发 展 较 速 。 至 1935 年 Hurewicz 发 表 其 关于 同 伦 群 (Homotopy 
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group) 的 著作 , 同 伦 论 中 始 得 到 一 种 主要 的 工具 。1942 年 H. Hopf RRX ,证 
明 第 二 同调 群 的 某 个 支 群 ,可 由 第 一 同 伦 群 决定 ,为 此 方面 开路 的 著作 。 这 定理 表 
示 拓 扑 学 中 两 个 主要 观念 间 的 一 种 深刻 的 关系 。 : 
此 后 对 于 这 问题 , 即 有 大 批 论文 发 表 , 主要 的 工作 者 , 除 Hopf 本 人 外 ,有 | 
Eilenberg Freudenthal , Maclane 5) 4& , 3x 4-75 3:55 30: APF ID . 李 氏 代数 (Lie 
algebra) 与 结合 代数 (Linear associative algebra) 等 。 前 途 发 展 , 似 尚 未 误 。 





代数 几何 学 所 研究 的 图 形 ,是 使 乔 干 多 项 式 为 零 所 得 到 的 轨迹 ,问题 是 几何 ， 
工具 需要 代数 ,而 结果 牵涉 到 分 析 ,因此 吸引 了 许多 重要 的 数学 家 的 兴趣 。 

代数 几何 学 方面 做 最 广泛 的 贡献 的 ,自然 要 推 意大利 学 派 , 但 他 们 所 用 方法 根 
据 直 党 ,虽然 有 很 多 便利 ,用 到 复杂 的 问题 , 渐 觉 其 不 可 靠 。 抽 象 代数 的 发 展 ,自然 
帮助 了 代数 几何 方面 的 观念 的 澄清 。van der Waerden, F. K. Schmidt, Krull 等 首先 
做 了 许多 开路 的 工作 (van der Waerden 在 纯粹 数学 的 主要 工作 是 代数 几何 ,有 人 因 
他 写 了 一 部 有 名 的 抽象 代数 教科 书 , 遂 称 他 为 代数 学 家 , 实 不 甚 正确 。) 

近来 这 种 整理 工作 ,得 到 重大 的 进展 ,其 代表 人 物 为 Zariski。André Weil ft # 
Foundations of Algebraic Geometry 一 书 , 亦 代表 此 方面 重要 的 成 就 。 就 态度 上 说 ， 
Zariski 以 代数 方法 治 代数 几何 , Weil 则 对 代数 几何 上 的 主要 方法 ,给 予 代数 的 基 
础 ,证 明 意 大 利 人 积累 年 经 验 所 得 的 结果 ,可 以 解释 为 正确 的 。 

利用 这 些 新 进展 , Zariski 解决 了 一 个 重要 的 问题 (中, 即 证 明 三 度 代数 形 的 异 
点 ,可 用 双 命 分 变换 (Birational transformations) 变 为 简单 的 形状 ,这 是 代数 几何 上 的 
基本 问题 。 在 一 度 与 二 度 情 形 ,为 各 该 方面 的 基本 定理 。 三 度 情 形 ,困难 远 非 一 二 
度 所 可 比拟 , 故 其 解决 ,为 代数 几何 上 具体 而 重要 的 贡献 。 








微分 几何 学 研究 图 形 在 一 点 附近 的 性 质 ,但 图 形 的 最 有 兴趣 的 性 质 , 自 须 涉及 
整个 。 两 者 间 的 关系 ,为 数学 上 贷 有 趣味 的 问题 。 
这 类 关系 中 最 熟知 的 一 个 ,是 所 谓 Gauss-Bonnet 公式 —— 二 度 


黎 曼 簇 的 尤 拉 特征 数 (Euler characteristic) 是 施 于 全 族 的 全 曲率 的 积分 的 二 Lf ,这 是 


黎 曼 科 的 曲率 性 质 与 拓扑 性 质 间 的 一 种 关系 ,由 此 可 得 许多 结论 ， 其 中 最 简单 的 一 
个 是 : 球面 上 不 能 定 一 种 黎 曼 几 何 ,其 全 曲率 处 处 为 零 。 
如 何 将 此 定理 推广 至 高 度 的 黎 曼 禾 , 为 微分 几何 学 上 一 个 重要 的 问题 。1925 
年 H. Hopf 做 了 一 个 特例 "1, 即 当 n BERR EB HE n +1 度 欧 氏 空 间 的 封闭 超 曲 面 
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pe n 1940 年 Allendoerfer 5j Fenchel S K K EMH E n + NEK 
空间 内 之 n ERRI, (AER SRS RT AMT (Imbed) SEKRE [8] VJ] ,使 其 
a 5 间 所 推 得 者 ,为 迄今 未 决 之 问题 。 故 Allendoerfer, Fenchel 两 氏 所 
得 结果 的 普遍 性 , 仍 成 问题 。 至 1943 年 Allendoerfer 与 Weil 发 表 在 普遍 情形 下 的 证 
gg s: ,问题 始 告解 决 。 基 于 Characteristic classes 的 研究 ， Pontrjagin- 2) 得 到 更 多 
Gauss-Bonnet 式 的 关系 。 这 类 问题 牵涉 到 微分 几何 、 拓 扑 学 与 多 元 积分 论 ,为 拓扑 
学 同 他 的 应 用 间 的 桥梁 ,其 前 途 发 展 , 颇 值 注视 。 


八 、 调 和 积分 (Harmonic Integral 





因 多 值 分 析 函 数 的 研究 , 而 需要 用 黎 曼 曲面 做 几何 基础 , 黎 曼 曲面 的 拓扑 性 
质 ,影响 到 函数 的 性 质 , 这 个 认识 是 复 变 函数 论 的 主要 结晶 ,也 就 是 近世 代数 拓扑 
学 的 出 发 点 。 

黎 曼 曲面 的 一 个 主要 的 性 质 ,是 在 每 个 邻 域 中 有 局 部 坐标 (Local coordinate) Z 。 
局 部 坐标 间 的 关系 为 分 析 的 函数 关系 ,将 坐标 个 数 推广 至 n 个 , 即 得 所 谓 复 变 数 分 
析 簇 (Complex analytic manifold)。 多 元 复 变 函数 论 . 代 数 几 何 学 、 李 氏 群 论 (Lie’s 
groups) 所 应 用 的 图 形 , 均 属 此 类 。 这 类 族 的 局 部 性 质 的 研究 ,需要 分 析 与 代数 ,他 
们 的 几何 性 质 的 描写 , 则 需要 拓扑 学 ,因此 这 科目 是 很 多 种 不 同 的 数学 训练 的 
聚 点 。 

调和 积分 是 研究 这 种 徐 的 主要 工具 ,可 认为 熟知 的 Cauchy-Riemann 偏 微分 方 
程式 的 推广 。 他 的 研究 始 于 英国 数学 家 Hodgel21 。 氏 利用 之 解决 代数 几何 学 上 一 
个 主要 的 问题 ,关于 代数 曲面 上 Abelian integrals of the first kind 的 存在 者 。 

调和 积分 中 基本 定理 可 述 为 ARER S iE T iA e y H ( Homology 
class) , 恰 有 一 个 调和 积分 与 之 对 应 ,对 于 这 个 定理 , Hodge 所 给 原来 的 证 明 ,有 一 严 
重 的 错误 ,第 一 个 予以 正确 的 证 明 的 是 H.WeylL2]。 





AER pr PRON AL F eR (Function element) 


= 1 —— 一 一 — eae 


推广 而 得 的 分 析 函 数 。 命 = o + it, 则 区 域 < o < 1 称 为 主要 带 (Critical strip), 
所 谓 歼 曼 假设 , 谓 5(s) 在 主要 带 中 的 零点 , 均 在 直线 o = > E. 


这 假设 在 数论 与 分 析 上 有 极端 重要 的 含义 ,但 经 数学 家 将 近 百 年 的 努力 ,至 今 
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未 能 决定 其 是 否 真确 。Hardy 与 Littlewood 证 明 , 大 多 数 的 零点 , 均 在 直线 a= 4 附 


近 ,但 此 结果 并 不 表示 在 直线 - 1 上 者 究竟 有 和 多少? 
最 近 挪 威 新 进 数 学 家 A. ten J T 4E! ,对 此 问题 有 显著 的 贡献 。 Selberg 
的 结果 ,大 致 说 来 , 谓 在 直线 o = > Y 上 的 零点 ,至 少 占 主 要 带 中 零点 的 一 个 固定 的 


成 分 。 hPL ARASH, D RAMS EEH. PCT ATE BU, XE 
Selberg 虽然 获得 此 项 重要 结果 , 却 对 黎 曼 假设 本 号 ,表示 怀疑 。 
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5 6 极 小 于 流 形 概观 


原文 为 《Brief Survey of Minimal Submanifold》, 收 入 Klingenberg 
4% #9 (Differentialgeometrie im grossen) ,1971 年 。 中 译文 见 《 数 学 译 
林 》 第 2 HH 3 期 ,1983 年 ; 刘 书 记 译 ,上 谨 言 林 校 。 





1. 引言 


拉 格 朗 日 在 1760 年 首先 得 到 三 维 欧 氏 空间 中 极 小 曲面 的 方程 由 。 尽 管 他 曾 注 
意 到 存在 不 同 于 平面 的 一 些 解 ,但 他 并 没有 清楚 地 给 出 这 种 解 。 直 至 1776 年 , 默 
尼 耶 才 找 到 了 二 个 新 的 极 小 曲面 , 即 螺旋 面 与 县 链 面 。 默 尼 耶 的 想法 富有 局 发 性 : 
他 确定 : a) 由 平行 于 一 平面 的 线 生成 的 所 有 的 极 小 曲面 ;b) 所 有 的 旋转 极 小 曲 
面 。 从 而 发 现 了 它们 。 

极 小 曲面 后 来 的 发 展 是 由 普 拉 托 问题 所 文 配 的 ,这 种 状况 一 直 延 续 到 1931 年 
T. 拉 多 与 J. 道格拉斯 解决 了 普 拉 托 问题 时 为 止 。 他 们 建立 了 下 述 的 存在 性 定 
H: 给 定 任 一 闭 的 可 求 长 度 的 奉 尔 当空 间 曲 线 C, 则 总 存在 一 个 以 C 为 边界 的 广 
义 极 小 曲面 。 在 这 一 定理 中 的 极 小 曲面 容许 有 孤立 的 分 支点 ,在 这 种 点 处 不 是 浸 
人 。 最 近 奥 斯 曼 证 明了 上 述 解 实际 上 是 处 处 正则 的 , 亦 即 拉 多 和 道格拉斯 的 解 中 
不 会 有 分 支点 名 。 

普 拉 托 问题 可 以 推广 到 任 一 黎 曼 流 形 。 设 x* 是 NN 维 黎 曼 流 形 。 当 一 n HF 
MEM — x" 局 部 为 具有 边界 C = OM 的 所 有 子 流 形 中 有 最 小 n 维 面积 时 , 则 称 它 
为 极 小 子 流 形 。 在 此 一 般 情形 下 的 普 拉 托 问题 业已 由 E.R. 赖 芬 堡 \.H. 费 德 雷 尔 、 
W. 弗 莱 明 、E. 德 : 乔 奇 C. 英 里 等 人 研究 过 ,而 且 还 证 明了 当 容 许 有 广义 解 时 的 存 
在 性 定理 。 

我 们 将 只 论述 光滑 的 极 小 子 流 形 , 它 是 由 这 样 的 条 件 定义 的 , 即 当 它 的 边界 
OM" ENT , n 维 面 积 的 第 一 变 分 是 零 。 为 了 表述 这 一 条 件 , 先 让 我 们 定义 平均 曲 


Q AZ= Z(X,Y) 是 面积 最 小 的 曲面 , 则 其 面积 的 第 一 变 分 为 零 ,由 此 得 知 ZX, Y) 必 满 足下 述 二 阶 
椭圆 型 非 线 性 方程 : (1 + ZZ, -22Z.Z + (+ ZZ, = 0。 当 然 ,这 只 是 一 个 必要 条 件 ,满足 此 条 件 的 面 
积 不 一 定 是 最 小 的 ,定义 极 小 曲面 为 满足 此 方程 的 曲面 , 即 面积 的 一 阶 变 分 为 零 的 曲面 。 一 一 译注 

C 请 参阅 Ann. of Math.1970 年 91 卷 第 550 ~ 569 页 。 一 一 译注 
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率 向 量 如 下 : 令 Dx HEM EM ORDO, BEAM Ex 点 的 法 向 量 , 则 数 
REIR 


为 M^ 上 的 二 次 微分 形式 , 且 它 线性 地 依赖 于 EW M 的 第 二 基本 形式 。 令 
e cos ex 28 MP 的 局 部 么 正法 向 量 场 , 则 


Hoch SY que (2) 


EM 的 法 向 量 场 , 且 它 与 基 e, 的 选取 无 关 ; 称 H 为 平均 曲率 向 量 。Mr 为 极 小 子 
ME HILH = 0, 当 绝 对 微分 DH = 0 时 , 则 称 M^ 为 具有 常平 均 曲 率 的 流 形 。 

在 特殊 情形 , 即 当 xx EUR AS X1 Xp Z 的 (mn + 1) 维 欧 氏 空间 EN*! 且 
M 是 由 





Z = Z(X,,°°, Xp) (3) 
定义 时 ,条 件 H = O BH 
GZ 
J Ik, Gerken (4) 
aX, az y? ee ea 
+ 3x 


在 一 般 情 形 , 极 小 子 流 形 M 满足 非 线性 二 阶 椭圆 型 方程 组 ,方程 的 个 数 等 于 
RÆ N - no 我 们 的 目的 是 研究 完备 极 小 子 流 形 的 性 质 。 


2. 歼 曼 流 形 的 极 小 子 流 形 


维 数 为 1 的 极 小 子 流 形 是 测 地 线 , 人 们 已 进行 过 广泛 的 研究 。 据 我 所 知 , 对 于 
任意 黎 曼 流 形 上 维 数 大 于 1 的 极 小 子 流 形 ,只 有 很 少 的 结果 。 我 要 叙述 以 下 两 个 
EH: 

魏延 格 定理 

翅 勒 流 形 的 每 一 复 解析 子 流 形 都 是 极 小 子 流 形 。 

项 武义 定理 

当 闭 群 等 距 地 作用 于 紧 致 黎 曼 流 形 上 时 , 极 值 轨道 是 极 小 子 流 形 。 

在 这 些 定理 的 推论 中 ,就 有 一 些 极 小 子 流 形 的 例子 。 类 似 于 测 地 线 的 结论 ,以 
下 问题 是 很 自然 的 一 个 : 在 紧 致 黎 曼 流 形 上 ,是 否 总 存在 闭 的 极 小 曲面 ( 维 数 
为 2)? 


O Dg Me 上 曲 线 的 单位 切 向 量 , 而 了 3 是 它 在 列 维 - 齐 维 塔 意义 下 的 绝对 导数 ，。 
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在 一 般 情形 ,回答 也 许 是 否定 的 。 但 是 ,对 流 形 附加 了 一 些 条 件 , 例 如 : a) 流 
形 是 单 连通 的 ,b) 流 形 的 截面 曲率 具有 定常 符号 ,c) 它 的 度量 与 常 曲 率 流 形 的 度 
量 只 差 一 个 小 扰动 时 ,回答 也 许 是 肯定 的 。 
至 今 大 多 数 的 研究 仍 局 限于 包容 空间 X" 或 为 欧 氏 空间 EU 或 为 具有 常 曲率 
度量 的 球面 5S*。 


3. 例子 


重要 的 是 要 了 解 一 些 例 子 , 这 不 只 是 因为 难以 得 到 它们 (即使 局 部 地 ) ,而 且 也 
还 因为 它们 可 作为 同 其 他 一 些 极 小 子 流 形 相 比较 的 模型 ,而 且 一 般 性 质 的 结论 可 
从 这 些 模型 中 导出 来 。 

在 许多 方面 ,在 E? 中 最 值得 注意 的 极 小 曲面 是 恩 涅 帕 曲 面 。 它 在 EY 中 有 一 
fey el. 在 EP 中 存在 一 单 连通 、 不 可 约 、 阶 为 N 的 有 理 曲面 , 它 是 极 小 曲面 。 在 
E" 中 构造 出 更 多 的 极 小 子 流 形 的 例子 将 是 有 兴趣 的 。 | 

我 们 将 用 MaE EN PERH a 的 球面 , 它 具 有 诱导 度量 。Sy(a ) 的 最 
简单 的 极 小 子 流 形 是 大 球面 ,而 且 它 也 是 全 测 地 子 流 形 ( 意 即 它 的 第 二 基本 形式 恒 
SPE), 。 最 值得 关注 的 是 S*(1) 上 的 闭 极 小 子 流 形 。 我 们 将 陈述 一 些 导 出 这 样 
例子 的 定理 。 

定理 1 设 0 为 球面 5S*(1) 的 中 心 。 对 于 极 小 子 流 形 X: M 一 SM(1), 取 1 = 
itlec«tzl,e»0l.5 


A 
X: M x IL EN 


是 由 K (pst) = IX(p) (p € M',t€ 1) EXB M^ ESE XCM") A SA) 


cba NFL ROTER REX (OP x 1,8. Ew+i 中 的 极 小 锥 面 。 
与 魏 廷 格 定理 联合 起 来 可 推出 : 在 复 空间 C, 中 ,由 实 维 数 为 2 - 1 的 单位 球 
面 同 复 解析 锥 的 交集 为 52-1(1) 上 的 余 维 为 2 的 极 小 子 流 形 。 
定理 2 令 M%— Sla) (k = 1,2) 是 极 小 子 流 形 。 假 定 a? + a2 = 1, 则 当 
ny 


a = 时 ,浸入 


ni 十 n2 





M™ x M^» — SM(al) x S*(a4) > Shit! (1) 


(用 显然 的 方法 定义 的 ) 是 极 小 子 流 形 。 
特别 ,因为 5%(ai) 本 身 是 S“*(ar) 上 余 维 为 零 的 极 小 子 流 形 ,故我 们 有 极 小 子 


[ N IT N 
ss[ 1 | s| 2 j= N,+N,+1 | A 
| N + Nz)” N, + No a SH 
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将 这 种 极 小 子 流 形 叫 做 克利 福 德 极 小 超 曲面 ,经 典 的 克利 福 德 曲面 乃 是 N， = 
N: =1 的 情形 @。 除 大 球面 外 ,这 些 也 许 是 SY(1) 上 的 最 简单 的 闭 极 小 子 流 形 。 
定理 3( 高 桥 ) BX: Me ENC) X 1 = 1) 是 SN(1) 中 的 子 流 形 , 令 HEE 
的 平均 曲率 向 量 ,A 是 它 的 相对 于 诱导 黎 曼 度量 的 拉 普 拉 斯 算 子 , 则 有 


AX = n(H- X), (5) 
特别 ,此 子 流 形 为 极 小 ,其 充 要 条 件 是 X REMOTE: 
AX 4 nX = 0, | (6) 


利用 S" (a) .E BS ER Y eS UE T d ix — xk 38 13 3E Eo TH X: 
S" (a) S" (1)。 将 在 下 一 节 再 进一步 讨论 这 些 例子 。 

定理 1.2 及 3 都 是 不 难 证 明 的 。 给 出 S" (1) 上 闭 极 小 子 流 形 范围 的 深刻 得 多 
的 定理 是 下 列 的 

定理 4( 劳 森 ) ”每 一 个 非 射 影 平面 的 紧 致 曲面 皆 可 被 极 小 地 浸入 到 S* (1)。 
每 一 紧 致 可 定向 的 曲面 皆 可 极 小 地 嵌入 到 SPC) Po 


4. EN 中 的 完备 极 小 曲面 


类 似 于 $3 中 的 定理 3, 可 以 证 明 EP 中 的 极 小 子 流 形 的 坐标 函数 相对 于 诱导 
度量 而 言 是 调和 函数 。 由 此 可 得 如 下 推论 : 在 OE" 中 ,除了 一 些 点 而 外 ,不 存在 无 
边 紧 致 极 小 子 流 形 , 或 者 ,换言之 , EY 中 每 一 个 维 数 大 于 零 的 完备 极 小 子 流 形 必 是 
非 紧 致 的 。 

普 拉 托 问题 是 一 个 存在 性 问题 ,然而 大 部 分 极 小 子 流 形 几 何 却 是 与 唯一 性 问 
题 打 交道 的 ,其 中 最 著名 的 乃 是 S. 伯 因 斯坦 定理 (简单 的 证 明 见 [4]): 

坐标 为 XYZ, E? 中 的 极 小 曲面 , 设 它 对 所 有 的 对、Y 可 表示 为 


Z- f X, Y) , 
则 它 必 为 平面 。 
这 一 定理 引出 所 谓 伯 恩 斯 坦 问 题 : 
假定 


Z = f(Xy, c X,)UIPRHI] X1, Xn) 


是 坐标 为 X ,eOXQZHPp EBENE. EXC f ded d ETE? XT n = 3 
( 德 . 乔 奇 ,1965) , n. = 4 ( 阿 姆 格 伦 ,1966) , n. < 7 (西蒙 斯 ,1967), 回答 是 肯定 的 。 
最 近 邦 别 里 、 德 . 乔 奇 及 朱 斯 蒂 已 证 明 : 当 m > 8 时 答案 是 否定 的 。 这 一 定 是 一 个 
关于 极 小 子 流 形 的 最 激动 人 心 的 结果 。 


O 这 种 特殊 情形 是 特别 重要 的 ,因为 它 是 非 欧 空间 S? (1) 中 的 欧 氏 曲 面 。 一 一 译注 
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(56. 极 小 子 流 形 概观 

极 小 曲面 (n = 2) 的 情形 具有 特殊 的 地 位 ,因为 此 时 间 题 与 复 流 形 中 的 全 纯 
曲线 论 密切 相关 。 其 连接 的 环 链 是 高 斯 映射 , 它 的 定义 如 下 所 述 : X: MT EN 
为 定 问 极 小 曲面 , 且 令 Gr(2, N) 为 EY 中 过 固定 点 O 所 有 定向 平面 构成 的 格拉 斯 
曼 流 形 。 高 斯 映射 g: M^—GrQ, NIES PE M 对 应 于 过 0 点 且 平 行 于 在 X(p) 
点 了 (MM) 的 切 平面 。 

由 诱导 度量 ,曲面 M 上 有 一 共 形 结构 而 且 它 还 是 一 复 曲 线 ( 或 黎 曼 面 )。 另 
一 方面 ， 

Gr(2,N) = = SON) 
SO(2) x SO(N -2) 

具有 在 SO(N) 作 用 下 不 变 的 复 结 构 , 这 使 得 Gr(2, W) 成 为 对 称 埃 尔 米 特 流 形 , 它 
复 解析 等 价 于 N - 1 维 复 射影 空间 Py- C PRIEREZ KE. RITA 

定理 ”是 EY 中 极 小 曲面 的 充分 必要 条 件 是 高 斯 映射 g BREAN, 

下 述 定 理 是 经 典 的 伯 恩 斯 坦 定 理 在 几何 上 的 推广 。 

定理 (稠密 性 定理 ) RX: M— EU" 是 一 完备 定向 极 小 曲面 ,但 不 是 平面 ;又 
S g: M — Gr(2,N) C Pn_1(C) 为 它 的 高 斯 映射 , 则 与 像 集 e (M^) TRAE IJ 
Pwy_1(C) 的 超 平面 构成 由 所 有 Py_1(C) 中 超 平面 组 成 的 空间 Py, 中 的 稠密 子 集 。 
E N = 3 的 情形 , 像 集 e (M?) 是 Gr(2,N) 的 稠密 子 集 , N = 3 情形 的 定理 应 归功 于 
R. 奥斯曼 。 它 推广 了 伯 思 斯 坦 定理 ,因为 Gr(2,3) 可 以 同 E? 中 中 心 为 0 的 单位 
球面 恒 等 。 


s. 和 (1) 中 的 闭 极 小 子 流 形 


在 $3, 我 们 已 给 出 过 这 种 极 小 子 流 形 的 一 些 例子 。 最 简单 的 唯一 性 定理 是 
以 下 

定理 ( 阿 姆 格 伦 -卡拉 比 ) 极 小 曲面 X: S* 一 5 (1) 必 为 大 球面 。 

这 引导 人 们 提出 以 下 问题 : 24 N > 4 时 ,浸入 极 小 超 曲 面 : S*-! S" (1) 是 
否 必 为 大 超 球面 。 下 述 项 武义 的 一 个 例子 给 出 这 一 问题 的 否定 答案 : EE Piz 
HAIRA (x,y,z u,v), WZH M 








u x y 
x v 2 = 0 (7) 
y Zz —-u-v 


与 单位 球面 S (1) 的 交集 M, FE M 是 S$ (1) 的 极 小 超 曲 面 ,而 且 它 由 $ 所 覆 
盖 , 因 而 这 就 得 到 一 映射 。 它 将 S? EA, 8 (1) 成 为 $ (1) 的 不 是 大 超 曲面 的 极 小 


(D g 是 反 全 纯 的 意思 是 : 在 M 的 局 部 复 解 析 坐 标 系 | Zi 中 ,g 是 Z 的 全 纯 函 数 。 一 一 译注 
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超 曲 面 。 
另 一 方面 ,以 下 球面 几何 的 伯 恩 斯 坦 问题 尚未 解决 : 当 N > 4 时 , 艇 人 极 小 超 
曲面 X. S"-!— SN(1) 是 否 为 一 大 球面 ?9 
一 般 而 言 , 将 S" 浸入 S*(1) 使 之 成 为 5*(1) 的 极 小 子 流 形 是 容易 做 到 的 ,因为 
存在 着 种 种 可 能 性 。 一 个 重要 情形 乃 是 当 诱 导 度量 具有 常 曲率 时 , 亦 即 等 距 极 小 


BA X: S"(o) 一 SY(1) 的 情形 ,这 里 5"(4) 有 常 曲率 三。 根据 高 桥 定理 ,浸入 将 由 


方程 (6) 的 解 给 出 。 更 精确 些 ,我 们 有 
定理 BX: Mr 一 及 ”为 一 黎 曼 流 形 M" SERIA, Xp) = (Xp); 
Xv(p)),p € ,此 处 和 (0 < A < N) 满足 微分 方程 


AX, + AX, =0 (A > 0)， (8) 


于 是 X(M") 作 为 一 极 小 子 流 形 包 含 于 球 P| / Nan. 


特别 在 M^ = S"(a) 的 情形 ,(8) 的 解 是 5*(a) 上 的 球 调 和 函数 ,这 些 解 引出 一 簇 
等 距 极 小 淄 人 Xs: S"(a) > SY), CARE FEM N. R. 瓦 拉 赫 首先 描述 过 : 


N(S) = (25 + n - D SERT PAL 1, (9) 
2- SS+n-l) 


当 5 为 正 整数 时 ,事实 上 SERRER PROCU REC (ON CS) + 1 是 度 为 S 的 、 
n + 1 个 变量 的 ,线性 无 关 的 球 谐 函 数 的 最 大 数目 )。 在 陀 卡 摩 的 文章 中 讨论 到 等 
距 极 小 浸入 S^ (a) S" (1) 的 一 般 问题 。 

存在 着 诱导 度量 不 是 常 曲率 的 度量 的 极 小 曲面 S? - S" (1)。 


6. 几 个 不 等 式 


不 等 式 是 极 小 子 流 形 的 最 重要 、 最 有 趣 的 结果 之 一 , 它 涉及 了 极 小 子 流 形 的 各 
种 几何 量 。 我 们 将 陈述 三 个 最 重要 的 不 等 式 。 
定理 1(E. BARE. BHA) d 
ZzsZ(X,Y), X arr «m 


为 E pM) EX = Y = 0 处 ,高 斯 曲率 KK 满足 不 等 式 


| Ko | < (10) 


SEREEN. ce AO 
[1 + (grad ZU] R? ^ R? 


© 事实 上 ,项 武义 证 明了 : Bn > 2h, SEAS (1) 的 极 小 曲面 不 一 定 是 大 球面 。 一 一 译注 
@ Ko ft Z(0,0) 处 的 高 斯 曲率 。 一 一 译注 
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这 里 4 是 一 普 适 常数 。 

奥斯曼 与 陈省身 已 将 上 述 不 等 式 推广 到 EP 中 的 参数 极 小 曲面 。 令 R— o, E 
(10) 就 导出 们 恩 斯 坦 定理 。 

不 等 式 (10) 在 几何 上 表明 , 当 一 片 极 小 曲面 越 大 , 它 在 中 心 处 就 越 平 。 由 于 任 
何平 面 丝 为 极 小 曲面 ,因此 ,有 关 (grad Z) 类 似 的 界 并 不 人 存在。 然而 ,大 我 们 强加 
上 进一步 的 条 件 : Z > 0, 芬 恩 和 塞 林 已 获得 这 种 不 等 式 , 而 且 邦 别 里 、 德 . 乔 奇 与 
米兰 达 已 将 有 关 结 果 推 广 到 高 维 极 小 子 流 形 。 

定理 2 设 

Z-2Z(Xi,,X,) 50,X?2 + + CR 
为 EU 中 的 极 小 超 曲面 , E^*! 具有 坐标 (和 ,… X,,2), Wa SR 
| (grad Z)0 | « Ci exp| c, £), (11) 


此 处 Ci, C, 为 只 依赖 于 的 常数 。 | 

这 一 定理 是 有 关 极 小 超 曲面 最 深刻 的 结论 之 一 , 它 的 证 明 是 艰难 的 。 

我 们 要 提 到 的 最 后 一 个 不 等 式 ,是 关于 闭 极 小 子 流 形 M" S" (1) 的 。 用 
o(p) => 0(p € M") 表示 第 二 基本 形式 模 的 平方 。 它 是 M" 上 的 内 蕴 不 变量 ,而 且 
以 简单 的 方式 与 M 上 诱导 度量 的 纯 量 曲率 相关 。 因 此 我 们 有 

定理 3( 西 蒙 斯 ) X: M" 一 S*(1) 是 一 闭 极 小 子 流 形 , 则 


Jo -于 jex1 0) (12) 
RIP q = 2- pl, «1M 的 体积 元 。 

由 (12) 式 推出 : 或 者 o = 0, 在 这 种 情形 , 子 流 形 为 全 测 地 流 形 ; 或 者 c = 2 
抑或 存在 一 点 p E MP?" 使 s(p) > q E] rp ZB. = " 时 的 极 小 子 流 形 或 
者 为 克利 福 德 超 曲面 或 者 是 $(1) LBP ASH BAO) Pn = S = 2 
时 的 例子 。 

7. JLA 


除了 正文 中 已 提 到 的 一 些 问 题 外 ,我 们 想 再 添加 几 个 : 

问题 1. 不 用 极 小 流 , 试 给 出 伯 因 斯坦 -西蒙 斯 定理 的 一 个 初等 的 证 明 。 对 于 
这 些 维 数 , 海 因 茨 型 不 等 式 是 否 成 立 ? 

问题 2. Ub S (ac) 一 S (1) 是 一 个 等 距 极 小 浸入 。 它 是 否 为 全 测 地 子 流 形 ? 

问题 3. 设 M" 一 S*(1) 是 一 个 闭 极 小 子 流 形 , 且 o = 常数 ,但 oz 0, 09 的 这 
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些 人 的 下 界 是 什么 ? 
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57. 从 三 角形 到 流 形 


这 是 1978 年 4 月 7 日 在 美国 伯克利 加 利 福 尼 亚 大 学 所 作 的 
“教授 会 研究 报告 "。 以 后 在 北京 、 长 春 等 地 作 过 类 似 的 演讲 。 
尤 承 业 译 成 中 文 后 发 表 于 《自然 杂志 》 第 2 卷 第 8 期 ,1979 年 。 


提要 : 本 文 深入 浅 出 地 回顾 了 整体 微分 几何 学 的 发 展 , 前 述 了 运用 拓扑 学 的 
工具 ,如 何 推进 偏 微分 方程 ,大 范围 分 析 学 .粒子 物理 中 的 统一 场 论 和 分 子 生 物 学 
中 的 DNA 理论 等 的 发 展 。 作 者 着 重地 指出 局 部 的 和 整体 的 拓扑 性 质 之 间 的 联系 ， 
强调 “ 欧 拉 示 性 数 是 整体 不 变量 的 一 个 源 果 ”, 并 鉴于 “所 有 已 知 的 流 形 上 的 整体 结 
构 绝 大 多 数 是 同 偶 维 相关 的 ” ,作者 希望 育 维 的 流 形 将 受到 更 多 的 注意 。 





我 知道 大 家 想 要 我 全 面 地 谈 谈 几何 : 几何 是 什么 ;这 许多 世纪 以 来 它 的 发 展 
情况 ; 它 当前 的 动态 和 问题 ;如 果 可 能 , 窥 测 一 下 将 来 。 这 里 的 第 一 个 问题 是 不 会 
有 确切 的 回答 的 。 对 于 “几何 ”这 个 词 的 含义 ,不 同 的 时 期 和 不 同 的 数学 家 都 有 不 
同 的 看 法 。 在 欧 几 里 得 看 来 ,几何 由 一 组 从 公理 引出 的 逻辑 推论 组 成 。 随 着 几何 
范围 的 不 断 扩 展 ,这 样 的 说 法 显然 是 不 够 的 。1932 年 大 几何 学 家 O. 维 布 伦 和 
J.H.C. 怀特 海 说 :“ 数 学 的 一 个 分 支 之 所 以 称 为 几何 ,是 因为 这 个 名 称 对 于 相当 多 
的 有 威望 的 人 ,在 感情 和 传统 上 看 来 是 好 的 。”[ 这 个 看 法 ,得 到 了 法 国 大 几何 学 家 
E. 嘉 当 的 热情 赞同 站。 一 个 分 析 学 家 ,美国 大 数学 家 C.D. 伯 克 霍 夫 , 谈 到 了 一 个 
“使 人 不 安 的 隐忧 : 几何 学 可 能 最 后 只 不 过 是 分 析 学 的 一 件 华丽 的 直观 外 衣 ?[3]。 
最 近 我 的 朋友 A. 韦 伊 说 :“ 从 心理 学 角度 来 看 ,真实 的 几何 直观 也 许 是 永远 不 可 能 
弄 明白 的 。 以 前 它 主要 意味 着 三 维 空间 中 的 形象 的 了 解 力 。 现 在 高 维 空间 已 经 把 
比较 初等 的 问题 基本 上 都 排除 了 ,形象 的 了 解 力 至 多 只 能 是 部 分 的 或 象征 性 的 。 
某 种 程度 的 触觉 的 想象 也 似乎 牵涉 进来 了 。"[4] 

现在 ,我 们 还 是 抛 开 这 个 问题 ,来 看 一 些 具体 问题 为 好 。 


233 





三 角形 是 最 简单 的 几何 图 形 之 一 , 它 有 许多 很 好 的 性 质 。 例 如 它 有 唯一 的 一 
个 内 切 圆 ,并 有 唯一 的 一 个 外 接 圆 。 又 例如 九 点 圆 定 理 , 本 世纪 初 几乎 每 个 有 一 定 
水 平 的 数学 家 都 知道 这 个 定理 。 三 角形 的 最 引 人 深 思 的 性 质 与 它 的 内 角 和 有 关 。 
欧 几 里 得 说 ,三 角形 的 内 角 和 等 于 180? ,或 弧度 。 这 个 性 质 是 从 一 个 深刻 的 公 
理 一 一 平行 公理 一 一 推出 的 。 想 绕 开 这 个 公理 的 努力 都 失败 了 ,但 这 种 努力 却 导 
致 了 非 欧 几何 的 发 现 。 在 非 欧 几何 中 ,三 角形 的 内 角 和 小 于 x( 双 曲 非 欧 几何 ) 或 
大 于 x( 椭 圆 非 欧 几 何 )。 双 曲 非 欧 几何 是 高 斯 J. 波 尔 约 和 罗 巴 切 夫 斯 基 在 19 tt 
纪 发 现 的 。 这 一 发 现 是 人 类 知识 史上 最 光辉 的 篇 章 之 一 。 

三 角形 的 推广 是 n 角形 ,或 叫 n WÉ. E n 角形 割 成 n - 2 个 三 角形 ,就 可 看 
出 它 的 内 角 和 等 于 (n - 2) r。 这 个 结果 不 如 用 外 角 和 来 叙述 更 好 : 任何 n 角形 的 
外 角 和 等 于 2x, 三 角形 也 不 例外 。 


二 、 平 面 | 
— 4 





应 用 微 积分 的 工具 ,就 可 以 讨论 平面 上 的 光滑 曲线 ,也 就 是 切线 处 处 存在 且 连 
续 变 化 的 曲线 。 设 C 是 一 条 封闭 的 光滑 定向 曲线 ,0 是 一 定点 。C 上 每 一 点 对 应 
着 一 条 通过 0 点 的 直线 , 它 平行 于 C 在 这 点 的 切线 。 如 果 这 点 按 C 的 定向 跑 遍 CC 
一 次 ,对 应 的 直线 总 计 旋 转 了 一 个 2nn 角 , 也 就 是 说 旋转 了 n 圈 。 我 们 称 整数 n 
为 C 的 旋转 指数 (图 1)。 微 分 几何 中 的 一 个 著名 的 定理 说 : 如 果 C 是 简单 曲线 
(也 就 是 说 C 自身 无 交叉 点 ), 则 n = + 1。 


图 1 图 2 


很 明显 ,应 该 有 一 个 定理 把 n 角形 外 角 和 定理 与 简单 封闭 光滑 曲线 的 旋转 指 
数 定 理 统一 起 来 。 要 解决 这 个 问题 ,就 要 考虑 范围 更 广 的 一 类 简单 封闭 分 段 光滑 
曲线 。 计 算 这 种 曲线 的 旋转 指数 时 ,很 自然 地 要 规定 切线 在 每 个 角 点 处 旋转 的 角 
度 等 于 该 点 处 的 外 角 ( 图 2)。 这 样 , 上 面 的 旋转 指数 定理 对 这 种 曲线 也 成 立 。 应 
用 于 n 角形 这 一 特殊 情形 ,就 得 到 n 角形 外 角 和 等 于 2x 这 个 结论 。 
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这 个 定理 还 可 进一步 推广 到 自身 有 交叉 点 的 曲 
线 。 对 一 个 常规 的 (generic) 交 叉 点 ,可 规定 一 个 正 负 
号 。 于 是 ,如 果 曲 线 已 适当 地 定向 , 它 的 旋转 指数 等 
于 1 加 上 交叉 点 的 代数 个 数 ( 图 3)。 例 如 “8 字形 曲 
线 的 旋转 指数 为 0。 
形变 ,也 叫 作 同 伦 ,是 几何 学 中 乃至 数学 中 的 一 
个 基本 概念 。 两 条 闭 光滑 曲线 称 为 正则 同 伦 的 ,如 
果 其 中 一 条 可 通过 一 族 闭 光滑 曲线 变形 成 男 一 条 的 
话 。 因 为 旋转 指数 在 形变 过 程 中 是 连续 变化 的 ,而 它 又 是 整数 ,所 以 一 定 保持 不 
变 。 这 就 是 说 ,正则 同 伦 的 曲线 具有 相同 的 旋转 指数 。 格 劳 斯 坦 - 惠 特 尼 的 一 个 出 
色 的 定理 说 ,上 述 命题 的 逆 命 题 也 成 立 5 , 即 具 有 相同 旋转 指数 的 闭 光 滑 曲 线 一 定 
是 正则 同 伦 的 。 
这 里 ,在 研究 平面 上 的 闭 光滑 曲线 时 用 了 数学 中 的 一 个 典型 手法 ,就 是 考察 全 
部 这 样 的 曲线 ,并 把 它们 加 以 分 类 (在 这 里 就 是 正则 同 伦 类 )。 这 种 手法 在 实验 科 
学 中 是 行 不 通 的 ,因此 它 是 理论 科学 和 实验 科学 方法 论 上 一 个 根本 性 的 差别 。 格 
劳 斯 坦 - 惠 特 尼 定 理 说 明 ,旋转 指数 是 正则 同 伦 类 的 唯一 不 变量 。 


图 3 





现在 ,从 平面 转向 有 着 更 加 丰富 内 容 和 不 同 特 色 的 三 维 欧 氏 空间 。 空 间 曲线 
( 除 平 面 曲线 外 ) 中 最 美好 的 也 许 要 算 圆 螺旋 线 了 。 它 的 曲率 、 找 率 都 是 常量 ,并 且 
它 是 唯一 能 够 在 自身 内 进行 w' 刚体 运动 的 曲线 。 圆 螺旋 线 可 按 挠 率 的 正 负 分 成 
右手 螺旋 线 和 左手 螺旋 线 两 类 ,它们 有 本 质 的 区 别 ( 图 4)。 一 条 右手 螺旋 线 是 不 
可 能 与 一 条 左手 螺旋 线 迭 合 起 来 的 ,除非 用 镜面 反射 。 螺 旋 线 在 力学 中 起 了 重要 
的 作用 。DNA( 脱 氧 核糖 核酸 ) 分 子 的 克 里 克 - 沃 森 模 型 是 双 螺 旋 线 ,这 从 几何 学 的 
观点 来 看 可 能 不 是 完全 的 巧合 。 双 螺旋 线 有 一 些 有 趣 的 几何 性 质 。 
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特别 是 ,如 果 用 线段 或 驶 段 分 别 把 两 条 螺 线 的 两 端 连接 起 来 ,就 得 到 两 条 闭 曲 线 ， 
它们 在 三 维 空间 中 有 一 个 环绕 数 (linking number)L( 图 5). 

最 近 在 生物 化 学 中 由 数学 家 W. 波 尔 和 G. 罗伯茨 提出 一 个 有 争论 的 问题 ,这 
就 是 : 染色 体 的 DNA 分 子 是 不 是 双 螺旋 线 的 ? 如 果 是 这 样 ,那么 它 就 有 两 条 闭 线 ， 
它们 的 环绕 数 是 300 000 级 的 。 分 子 的 复制 过 程 是 : 分 开 这 两 条 闭 线 ,并 且 把 每 一 
条 闭 线 补 上 它 在 分 子 中 的 补充 线 ( 即 相 补 的 线 )。 由 于 环绕 数 这 么 大 , 波 尔 和 罗 伯 
茨 表明 复制 过 程 在 数学 上 会 有 严重 的 困难 。 因 此 DNA 分 子 ( 至 少 对 于 染色 体 的 来 
说 ) 的 这 种 双 螺旋 线 构造 是 受到 怀疑 的 [9 。 

环绕 数 LOTH J.H. 怀特 公式 品 

T-W-L (1) 


PRE XE T FES HE (total twist), W 是 拧 数 (writhing number), 372€ 多 可 用 实验 
来 测定 ,并 且 在 酶 的 作用 下 会 变化 。 这 个 公式 是 分 子 生物 学 中 一 个 重要 的 基本 公 
式 。DNA 分 子 一 般 是 很 长 的 。 为 了 要 把 它们 放 到 不 大 的 空间 中 ,最 经 济 的 办 法 是 
拧 它们 ,使 它们 卷 起 来 。 上 面 的 讨论 可 能 启示 着 一 门 新 科学 一 一 随机 几何 学 一 一 
正在 产生 , 它 的 主要 例子 来 自生 物 学 。 | 

在 三 维 空间 中 , 比 起 曲线 来 曲面 有 重要 得 多 的 性 质 。1827 年 高 斯 的 论文 《曲面 
的 一 般 研 究 》( Disquisitiones generales circa superficies curvas) 标 志 着 微分 几何 的 诞生 。 
它 提高 了 微分 几何 的 地 位 ,把 原来 只 是 微 积分 的 一 章 提高 成 一 门 独立 的 科学 。 主 
要 思想 是 : 曲面 上 有 内 蕴 几 何 , 它 仅仅 由 曲面 上 弧 长 的 度量 决定 。 从 继 元 素 出 发 ， 
可 规定 其 他 几何 概念 ,如 两 条 曲线 的 夹 角 和 曲面 片 的 面积 等 。 于 是 平面 几何 得 以 
推广 到 任何 曲面 3 上 ,这 曲面 只 以 弧 元 素 的 局 部 性 质 为 基础 。 几 何 的 这 种 局 部 化 
是 既 有 开创 性 又 有 革命 性 的 。 在 曲面 上 ,相当 于 平面 几何 中 的 直线 的 是 测 地 线 , 就 
是 两 点 (足够 靠近 的 ) 间 “最 短 ” 曲 线 。 更 进一步 说 ,曲面 上 的 曲线 有 “ 测 地 曲 
率 ”, 这 是 平面 曲线 的 曲率 的 推广 。 测 地 线 就 是 测 地 曲率 处 处 为 0 的 曲线 。 

设 曲 面 3 是 光滑 的 ,并 取 了 定 问 。 于 是 在 E 的 每 一 点 PP 有 一 个 单位 法 问 量 
v(P), 它 垂直 于 3 EP 点 的 切 平面 (图 6)。v(P) 可 看 作 以 原点 为 球 心 的 单位 球面 
So 上 的 一 点 。 从 PP 到 vy(P) 的 映射 获得 高 斯 映射 


v(P) 
| 


/ V] Ee 
图 6 
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g: 25498 (2) 


So 的 面积 元 与 相应 的 5 的 面积 元 之 比值 叫做 高 斯 曲率 。 高 斯 的 一 个 出 色 定 理 说 : 
高 斯 曲率 仅仅 依赖 于 X 的 内 列 几 何 。 而 且 事实 上 ,在 某 种 意义 下 它 刻 画 了 这 个 几 
何 。 显 然 ,平面 的 高 斯 曲率 是 0。 
像 平 面 几何 中 那样 ,我 们 在 三 上 考虑 一 个 由 一 条 或 几 条 分 段 光 滑 曲 线 所 围 成 
的 区 域 D。D 有 一 个 重要 的 拓扑 不 变量 y(D), 称 做 D 的 欧 拉 示 性 数 。 它 可 以 很 
容易 地 下 定义 : 用 “适当 ”的 方法 将 D 分 割 成 许多 多 角形 ,以 v.e Af AXIS DD 
点 、 边 和 面 片 的 数目 , 则 
y(D) = v-e + fe (3) 


( 早 在 欧 拉 之 前 就 有 人 知道 这 个 欧 拉 多 面体 定理 ,但 似乎 欧 拉 是 第 一 个 认识 公式 
(3) 中 这 个 “交错 和 ”的 重要 意义 的 人 。) 
在 曲面 论 中 ,高 斯 - 博 内 公式 是 


D 外 角 + | 测 地 曲率 + [| 高 斯 曲率 = 2x (D), (4) 


这 里 9D 是 D 的 边缘 。 如 果 D 是 一 个 平面 区 域 ,高 斯 曲率 就 为 0; 如 果 它 还 是 单 连 
通 的 ,就 有 y CD) = 1o 在 这 种 情况 下 ,公式 (4) 就 简化 成 第 三 节 中 讨论 过 的 旋转 指 
数 定理 。 现 在 我 们 离开 第 二 节 中 的 三 角形 的 内 角 和 已 经 走 了 多 么 远 呀 ! 

我 们 推广 闭 平面 曲线 的 几何 ,考虑 的 空间 中 闭 定 向 曲面 。 旋 转 指数 的 推广 是 
公式 (2) 中 的 高 斯 映射 e 的 映射 度 do d 的 确切 意义 是 深刻 的 。 直 观 地 说 , 它 是 映 
射 下 的 像 o( 3) 2$ So 的 代数 “ 层 ” 数 。 在 平面 上 ,旋转 指数 可 以 是 任何 整数 ,而 d 
则 不 同 , 它 是 由 x 的 拓扑 所 完全 决定 了 的 : 


d = 4x2). (5) 


嵌入 的 单位 球面 的 d 是 +1, 它 与 球面 的 定向 无 关 。S. NAR ERIT — A 
使 人 惊异 的 结果 : 两 个 相反 定 回 的 单位 球面 是 正则 同 伦 的 。 说 得 形象 一 点 : 可 以 
通过 正则 同 伦 把 单位 球面 从 内 回 外 翻 过 来 。 在 曲面 的 正则 同 伦 过 程 中 ,必须 保持 
曲面 在 每 一 点 处 都 有 切 平面 ,但 允许 自身 相交 。 





Xo Ms 示 空间 到 流 形 : 


17 世纪 笛 卡 儿 引 进 了 坐标 ,引起 了 几何 学 的 革命 。 用 H. 外 尔 的 话 来 说 ， 以 
坐标 的 形式 把 数 引 进 几 何 学 ,是 一 种 暴力 行为 "”" 。 按 他 的 意思 ,从 此 图 形 和 数 就 
会 一 一 像 天 使 和 魔鬼 那样 一 一 人 争夺 每 个 几何 学 家 的 灵魂 。 在 平面 上 ,一 点 的 笛 卡 
儿 坐 标 4(x*,y) 是 它 到 两 条 互相 垂直 的 固定 直线 (坐标 轴 ) 的 距离 ( 带 正 负 号 )。 一 条 
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直线 是 满足 线性 方程 
ax+by+c=0 (6) 


的 点 的 轨迹 。 这 样 产生 的 后 果 是 从 几何 到 代数 的 转化 。 

解析 几何 一 旦 闻 进 了 大 门 , 别 的 坐标 系 也 就 纷纷 登台 。 这 里 面 有 平面 上 的 极 
坐标 ,空间 的 球 坐标 、 柱 坐标 ,以 及 平面 和 空 ; 间 的 椭圆 坐标 。 后 者 适用 于 共 焦 的 二 
次 曲面 的 研究 ,特别 是 椭 球 的 研究 。 地 球 就 是 一 个 椭 球 。 

还 需要 有 更 高 维 数 的 坐标 空间 。 虽 然 我 们 原来 只 习惯 于 三 维 空间 ,但 相对 论 
要 求 把 时 间作 为 第 四 维 。 描 写 质 点 的 运动 状态 (位 置 和 速度 ) 需 要 6 个 坐标 ( 速 矢 
端 线 ) ,这 是 一 个 比较 初等 的 例子 。 全 体 一 元 连续 函数 组 成 一 个 无 穷 维 空间 ,其 中 
平方 可 积 的 函数 构成 一 个 希 尔 伯 特 空间 , 它 有 可 数 个 坐标 。 在 这 里 我 们 考察 具有 
规定 性 质 的 函数 的 全 体 , 这 种 处 理 问题 的 手法 在 数学 中 是 基本 的 。 

由 于 坐标 系 的 大 量 出 现 , 目 然 地 需要 有 一 个 关于 坐标 的 理论 。 一 般 的 坐标 只 
需要 能 够 把 坐标 与 点 等 同 起 来 , 即 坐标 与 点 之 间 存 在 一 一 对 应 ;至 于 它 是 怎么 来 
的 ,有 什么 意义 ,这 些 都 不 是 本 质 的 。 

如 果 你 觉得 接受 一 般 的 坐标 概念 有 困难 ,那么 你 有 一 个 好 的 伙伴 。 爱 因 斯 坦 
从 发 表 狭义 相对 论 (1908 年 ) 到 发 表 广 义 相 对 论 (1915 年 ) 花 了 7 年 时 间 。 他 对 延 到 
这 人 么 久 的 解释 是 : 为 什么 建立 广义 相对 论 又 用 了 7 年 时 间 呢 ? 主要 原因 是 : SEE 
脱 ' 坐 标 必 须 有 直接 的 度量 意义 "这 个 旧 概 念 是 不 容易 的 "00 

在 几何 学 研究 中 有 了 坐标 这 个 工具 之 后 ,我们 现在 希望 摆脱 它 的 束缚 。 这 引 
出 了 流 形 这 一 重要 概念 。 一 个 流 形 在 局 部 上 可 用 坐标 刻画 ,但 这 个 坐标 系 是 可 以 
任意 变换 的 。 换 句 话说 , 流 形 是 一 个 具有 可 变 的 或 相对 的 坐标 (相对 性 原则 ) 的 空 
间 。 或 许 我 可 以 用 人 类 穿着 衣服 来 做 个 比喻 。“ 人 开始 穿着 衣服 "是 一 件 极端 重要 
的 历史 事件 。“ 人 会 改换 衣服 "的 能 力也 有 着 同样 重要 的 意义 。 如 果 把 几何 看 作 人 
体 ,坐标 看 作 衣 服 ,那么 可 以 像 下 面 这 样 描 写 几 何 进化 中 : 


综合 几何 裸体 人 
坐标 几何 原始 人 
W 形 现代 人 


流 形 这 个 概念 即使 对 于 数学 家 来 说 也 是 不 简单 的 。 例 如 J. 阿达 马 这 样 一 位 
大 数学 家 ,在 讲 到 以 流 形 这 概念 为 基础 的 李 群 理论 时 就 说 :“ 要 想 对 李 群 理 t J 
着 不 只 是 初等 的 ,肤浅 的 ,而 是 更 多 一 些 的 理解 ,感到 有 着 不 可 克服 的 困难 。”! 





在 流 形 的 研究 中 ,由 于 坐标 几乎 已 失去 意义 ,就 需要 一 些 新 的 工具 。 主 要 的 工 
具 是 不 变量 。 不 变量 分 两 类 ; 局 部 的 和 整体 的 。 前 者 是 局 部 坐标 变换 之 下 的 不 变 
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(57. 从 三 角形 到 流 形 
量 ;后 者 是 流 形 的 整体 不 变量 ,如 拓扑 不 变量 。 外 微分 运算 和 里 奇 张 量 分 析 是 两 个 
最 重要 的 局 部 工具 。 
外 微分 形式 是 多 重 积 分 的 被 积 式 。 例 如 在 (x,y,z) 空 间 上 的 积分 


| |Paydz + Qdzdx + Rdxdy (7) 
D 


的 被 积 式 Pdydz + Qdzdx + Rdxdy, 这 里 D 是 一 个 二 维 区 域 ,P、OQ、R 是 x、y、z 的 
也 数 。 人 们 发 觉 如 果 上 面 的 微分 的 乘法 是 反 称 的 ,也 就 是 


dy A dz =- dz A dy,…, (8) 

这 里 记号 人 表示 外 乘 , 那 么 D( 设 已 有 了 定向 ) 中 变量 的 变换 就 会 自动 地 被 照顾 到 
了 。 更 有 局 发 性 的 办 法 是 引进 二 次 的 外 微分 形式 

w = Pdy ^ dz + Qdz ^ dx + Rdx ^ dy, (9) 


并 且 把 积分 式 (7) 写 成 为 积分 区 域 D 和 被 积 式 w 所 组 成 的 (DD ,w) 这 一 对 。 
因为 ,假如 在 n 维 空间 中 也 如 此 照办 ,斯 托 克 斯 定理 就 可 写成 为 


(D,dw) = (3D,w), (10) 


这 里 D 是 7 维 区 域 ,9D RE D 的 边界 ;w 是 (+ - 1) 次 外 微分 形式 ,dw 是 zw 的 外 微 
分 , 它 是 ;次 形式 。 公 式 (10) 是 多 元 微 积 分 的 基本 公式 , 它 说 明和 d 是 伴随 算 子 。 
值得 注意 的 是 ,边界 算 子 3 在 区 域 上 是 整体 性 的 ,而 外 微分 算 子 d 作用 在 微分 形式 
上 是 局 部 的 。 这 个 事实 使 得 d 成 为 一 个 强 有 力 的 工具 。d 作用 在 函数 (0 次 形式 ) 
和 1 次 形式 上 ,分 别 得 到 梯度 和 旋 量 。 一 个 微分 流 形 的 全 部 次 数 小 于 或 等 于 流 形 
的 维 数 的 光滑 形式 组 成 一 个 环 , 它 具 有 这 个 外 微分 算 子 do E. 嘉 当 在 应 用 外 微分 
运算 到 微分 几何 的 局 部 问题 和 偏 微分 方程 方面 最 有 成 效 。G. 德 拉 姆 在 庞 加 莱 的 
开创 工作 的 基础 上 ,建立 了 整体 理论 。 这 些 工作 我 们 将 在 下 一 节 里 讨论 。 

尽管 外 微分 运算 很 重要 ,可 是 它 对 于 描绘 流 形 上 的 几何 和 分 析 特 性 却 是 不 够 
用 的 。 一 个 更 广 的 概念 是 里 奇 张 量 分 析 。 张 量 基于 这 样 的 事实 : 一 个 光滑 流 形 在 
每 一 点 都 可 用 一 个 线性 空间 一 切 空 间 一 来 通 近 。 一 点 处 的 切 空间 引导 到 相伴 
的 张 量 空间 。 张 量 场 需要 有 一 个 附加 结构 一 一 仿 射 联络 一 一 后 才能 微分 。 如 果 流 
形 具 有 黎 曼 结构 或 洛 伦 兹 结构 ,那么 相应 的 列 维 - 齐 维 塔 联络 就 适用 了 。 

















在 历史 上 , 流 形 的 整体 不 变量 的 系统 研究 是 从 组 合 拓扑 学 开始 的 。 它 的 想法 

是 把 流 形 齐 分 成 一 些 胞 腔 , 研究 它们 是 如 何 装 拼 在 一 起 的 。( 剖 分 要 满足 一 些 要 

OR ,我 们 不 细 说 了 。) 特 别 当 M 是 一 个 n 维 闭 流 形 时 , 设 o, 是 维 胞 腔 的 个 数 ， 
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k = 0,1,… ,no 那么 作为 公式 (3) 的 推广 , M 的 欧 拉 - 庞 加 莱 示 性 数 的 定义 为 
y(M) = ao- a+ + C- 1)'a,o (11) 


边缘 是 同调 论 中 的 基本 概念 。 胞 腔 的 整 系数 线性 组 合 称 为 一 个 链 。 如 果 一 个 
链 没 有 边缘 (边缘 为 0) , 则 称 作 闭 链 。 链 的 边缘 是 闭 链 ( 图 7)。 在 模 k 边缘 链 的 意 
MP ,线性 无 关 的 〖 维 闭 链 的 个 数 称 为 M 的 上 维 贝 蒂 数 , 记 作 5b , 它 是 一 个 有 限 整 
数 。 欧 拉 - 庞 加 莱 公式 说 


y¥(M) = bo- by + + (- "b, (12) 
OED E 
a HE 
a ee 
a b 
图 7 


b, 是 M 的 拓扑 不 变量 ,因此 x(M) 也 是 。 也 就 是 说 , bp. y (MME RAT RO 
方式 无 关 的 ,并 且 在 M 的 拓扑 变换 下 保持 不 变 。 这 些 ,以 及 更 一 般 的 叙述 ,可 以 看 
作 是 组 合 拓扑 学 的 基本 定理 。 庞 加 菜 和 L.E.J. 布 劳 威 尔 为 组 合 拓扑 学 的 发 展开 
尽 了 道路 。 以 维 布 伦 、 亚 历 山 大 和 莱 夫 谢 区 等 为 首 的 美国 数学 家 的 工作 使 得 它 于 
20 世纪 20 年 代 在 美国 开花 结果 。 

剖 分 的 方法 虽然 是 导出 拓扑 不 变量 的 一 个 有 效 途 径 ,但 它 也 有 “和 杀 死 " 流 形 的 
和 危险。 明确 地 说 ,组 合 的 方法 可 能 使 我 们 看 不 出 拓扑 不 变量 和 局 部 几何 性 质 的 关 
系 。 实 际 存 在 着 与 同调 论 相 对 偶 的 上 同调 论 。 同 调 论 依赖 于 边缘 算 子 9; 而 上 同调 
论 立 足 于 外 微分 算 子 d, 它 是 一 个 局 部 算 子 。 

从 d 发 展 成 为 德 ' 拉 姆 上 同调 论 可 概括 如 下 : 算 子 d 有 一 个 基本 性 质 : 重复 运 
用 它 时 得 到 0 次 形式 。 也 就 是 说 ,对 任何 次 形式 a,(k + 1) 次 形式 da 的 外 微分 
是 0。 这 相当 于 “任何 链 ( 或 区 域 ) 的 边缘 没有 边缘 ”这 样 一 个 几何 事实 (参阅 公式 
(10))。 当 da = 0 时 , Mika 是 闭 的 。 当 存在 一 个 (Ck - 1) 次 形式 8 使 得 = dB 
时 , 就 说 a 是 一 个 导出 形式 。 导 出 形式 总 是 闭 的 。 两 个 闭 形式 如 采 相 差 一 个 导出 
形式 , 则 说 它们 是 上 同调 的 。 互 相 上 同调 的 闭 左 次 形式 的 全 体 组 成 大 维 的 上 同调 
类 。 不 平常 的 是 ,虽然 有 次 形式 、 闭 次 形式 以 及 导出 上 次 形式 的 数量 都 是 极 大 
的 ,但 维 上 同调 类 却 组 成 一 个 有 限 维 的 线性 空间 ,而 维 数 就 是 第 个 贝蒂 数 bro 

德 : 拉 姆 上 同调 论 是 层 的 上 同调 (sheaf cohomology) 的 先驱 。 后 者 由 J. ig 
创始 ,H. AM J.-P. 塞 尔 使 之 完善 ,并 卓有成效 地 加 以 应 用 。 
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^5. 从 三 角形 到 流 开 





我 们 自然 地 要 研究 流 形 M 上 的 连续 向 量 场 。 这 样 的 一 个 向 量 场 由 M 的 每 一 
点 处 的 一 个 切 向 量 组 成 ,并 且 向 量 随 着 点 连续 变动 。 如 果 M 的 欧 拉 - 庞 加 莱 示 性 
Hey (M) <0, 则 M 上任 一 连续 向 量 场 中 至 少 有 一 个 零 向 量 。 举 个 具体 的 例子 ,地 
球 是 个 二 维 球面 , 示 性 数 是 2, 因 此 当地 球 上 刊 风 时 ,至 少 有 一 处 没有 风 。 上 述 结 
果 有 一 个 更 加 明确 的 定理 。 对 于 连续 向 量 场 的 每 一 个 孤立 零点 可 规定 一 个 整数 ， 
叫做 指数 , 它 在 某 种 程度 上 刻画 向 量 场 在 这 个 零点 附近 的 状态 ,表明 它 是 源 点 ,还 
是 汇 点 或 是 其 他 情形 。 庞 加 莱 - 霍 普 夫 定理 指出 , 当 连 续 向 量 场 只 有 有 限 多 个 零点 
时 , 它 的 全 部 零点 的 指数 和 就 是 拓扑 不 变量 y (M). 
以 上 所 述 是 有 关 M 的 切 从 的 。 切 从 就 是 M 的 全 体 切 空 间 的 集合 。 更 一 般 
地 ,如 果 一 族 向 量 空间 以 M 为 参数 ,并 且 满 足 局 部 乘积 条 件 ,就 称 为 M 上 的 一 个 
向 量 从 。 
一 个 基本 问题 是 : 这 样 的 从 在 整体 上 是 不 是 一 个 乘积 空间 ? 上 面 的 讨论 说 明 
了 , 当 x(M) z OFS, 切 丛 不 是 乘积 空间 ,因为 如 果 是 乘积 空间 ,就 会 存在 一 个 处 处 
不 为 0 的 连续 向 量 场 。 空 间 之 中 存在 局 部 是 乘积 而 整体 不 是 乘积 这 种 空间 (例如 
当 y(M) zx 0 时 的 1 的 切 丛 ) 决 不 是 容易 想象 的 ;几何 学 从 而 进入 更 深刻 的 阶段 。 
刻画 一 个 向 量 丛 与 乘积 空间 的 整体 偏差 的 第 一 组 不 变量 是 所 谓 上 同调 示 性 
类 。 欧 拉 - 庞 加 莱 示 性 数 是 最 简单 的 示 性 类 。 
高 斯 - 博 内 公式 (4)( 见 第 四 节 ) 在 5 没有 边界 时 形式 特别 简单 : 


| KdA = 2xy( M). (4a) 


这 里 天 是 高 斯 曲率 ,d4 是 面积 元 。 公 式 (4a) 是 最 重要 的 公式 ,因为 它 把 整体 不 变 
量 x(5) 表 示 成 局 部 不 变量 的 积分 。 这 也 许 是 局 部 性 质 与 整体 性 质 之 间 的 最 令 人 
满意 的 关系 了 。 这 个 结果 有 一 个 推广 。 设 


zx: E>M (13) 


是 一 个 向 量 从 。 切 向 量 场 的 推广 是 从 的 截面 ,也 就 是 一 个 光滑 映射 s: Mo ELTE 
得 nes 是 恒 同 映射 。 因 为 只 是 一 个 局 部 乘积 空间 ,对 s 微分 就 需要 有 一 个 附加 
结构 ,通常 叫做 一 个 连 络 。 所 导出 的 微分 称 为 协 变 微分 ,一 般 不 是 交换 的 。 曲 率 就 
是 协 变 微分 非 交 换 性 的 一 种 度量 。 曲 率 的 适当 组 合 导致 微分 形式 ,在 德 ' 拉 姆 理论 
的 意义 下 , 它 代表 上 同调 示 性 类 ,而 高 斯 - 博 内 公式 (4a) 是 它 的 最 简单 的 例子 :21。 
我 相信 ,向 量 从 .联络 和 曲率 等 概念 是 如 此 基本 而 又 如 此 简单 ,以致 任 何 多 元 分 析 
的 人 门 教科 书 都 应 包括 这 些 概念 。 
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M4 on 维 流 形 M 有 黎 曼 度量 时 , 则 有 一 个 算 子 * , 它 把 一 个 上 次 形式 a 变 成 一 
个 (n - k) 次 形式 xa。 这 相当 于 对 切 空 间 的 线性 子 空 间 取 正 交 补 。 由 算 子 * 和 微 
分 d, 我 们 引进 余 微分 (codifferential) 


8 = (- 1) ttle (14) 
和 拉 普 拉 斯 算 子 
A = dò + ddo (15) 
算 子 5 把 一 个 次 形式 变 成 一 个 (k - 1) 次 形式 ,A 把 一 个 次 形式 变 成 一 个 次 
形式 。 如 果 一 个 形式 a 满足 
^a = 0， (16) 


ERA Val EY . ZUR Ua AI SOLI A PR] VAL eR 

公式 (16) 是 一 个 二 阶 的 椭圆 型 偏 微分 方程 。 如 果 M 是 闭 的 ,公式 (16) 的 全 部 
解构 成 一 个 有 限 维 向 量 空间 。 根 据 霍 奇 的 一 个 经 典 定理 , 解 空 间 的 维 数 恰好 是 第 
k 个 贝蒂 数 b。 再 从 公式 (12) 推 出 , 欧 拉 示 性 数 可 写成 


y (M) = d, — d,, (17) 


这 里 d, Md, 分 别 是 偶 次 和 奇 次 调和 形式 的 空间 的 维 数 。 外 微分 d 本 身 是 一 个 椭 
圆 算 子 ,公式 (17) 可 看 作 是 用 椭圆 算 子 的 指数 来 表示 x (M)。 对 于 任何 线性 椭圆 
算 子 来 说 , 它 的 指数 等 于 解 空间 的 维 数 减 去 伴随 算 子 的 解 空 间 的 维 数 。 | 
在 用 局 部 不 变量 的 积分 表示 椭圆 算 子 的 指数 这 一 方面 , 阿 蒂 亚 - 辛 格 指数 定理 
达到 了 顶峰 。 许 多 著名 的 定理 ,例如 霍 奇 指标 定理 \ 希 策 布 鲁 赫 指 标定 理 和 关于 复 
流 形 的 黎 曼 - 罗 赫 定理 ,都 是 它 的 特殊 情形 。 这 项 研究 的 一 个 主要 副 产 物 是 确认 了 
考虑 流 形 上 伪 微 分 算 子 的 必要 性 , 它 是 一 个 比 微分 算 子 更 一 般 的 算 子 。 
椭圆 型 微分 方程 和 方程 组 是 与 几何 十 分 紧密 地 纠缠 着 的 。 一 个 或 多 个 复 变 元 
的 柯 西 - 黎 曼 微分 方程 是 复 几 何 的 基础 。 极 小 流 形 是 求 极 小 化 面积 的 变 分 法 问题 
中 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 的 解 。 这 些 方程 是 拟 线性 的 。“ 最 " 非 线 性 的 方程 也 许 是 蒙 
日 -安培 方程 , 它 在 好 几 个 几何 问题 中 都 是 重要 的 。 近 年 来 在 这 些 领 域 里 取得 了 很 
大 的 进展 :中 。 由 于 分 析 这 样 深 地 侵 人 几何 ,前 面 提 到 过 的 分 析 学 家 伯 克 震 夫 的 评 
论 看 来 更 令 人 不 安 了 。 然 而 ,分 析 学 是 绘制 矿藏 的 全 貌 ,而 几何 学 是 寻找 美丽 的 矿 
石 的 。 几 何 学 建筑 在 这 样 的 原则 上 : 并 非 所 有 的 结构 都 是 相等 的 ,并 非 所 有 的 方 
程 都 是 相等 的 。 
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概括 起 来 , 欧 拉 示 性 数 是 大 量 几 何 课题 的 源泉 和 出 发 点 。 我 想 用 下 面 的 图 8 
来 表示 这 关系 。 
椭圆 拓扑 组 合 拓扑 


欧 拉 示 性 数 


同调 和 层 
全 曲率 ame 








本 世纪 初 ,由 于 爱 因 斯 坦 的 相对 论 , 微 分 几何 一 度 变 成 人 们 注视 的 中 心 。 爱 因 
斯 坦 企 图 把 物理 现象 解释 为 几何 现象 ,并 构造 一 个 适合 于 物理 世界 的 几何 空间 。 
这 是 一 个 十 分 艰巨 的 任务 ,也 不 清楚 爱 因 斯 坦 关 于 引力 场 和 电磁 场 的 统一 场 论 的 
学 说 是 否 已 成 为 定论 。 前 面 提 到 过 的 向 量 从 的 引进 ,特别 是 向 量 从 中 的 联络 和 它 
们 的 示 性 类 ,以 及 它们 与 曲率 的 关系 ,开阔 了 几何 的 视野 。 线 从 (纤维 是 一 条 复 直 
线 ) 的 情况 提供 了 外 尔 的 电磁 场 规范 理论 的 数学 基础 。 以 对 同位 旋 (isotopic spin) 
的 理解 为 基础 的 杨 -米尔 斯 理论 是 非 交 换 的 规范 理论 的 第 一 个 例子 。 杨 -米尔 斯 理 
论 的 几何 基础 是 带 有 酉 连 络 的 复 平面 从 。 统 一 所 有 的 场 论 (包括 强 、 弱 相互 作用 ) 
的 尝试 近来 已 集中 到 一 个 规范 理论 上 ,也 就 是 一 个 以 从 和 连 络 为 基础 的 几何 模型 。 
看 到 几何 和 物理 再 次 携 起 手 来 ,是 十 分 令 人 满意 的 。 

从 、 连 络 、 上 同调 和 示 性 类 都 是 艰深 的 概念 ,在 几何 学 中 它们 都 经 过 长 期 的 探 
索 和 试验 才 定形 下 来 。 物 理学 家 杨振宁 说 1.“ 非 交 换 的 规范 场 与 纤维 从 这 个 美 
妙 理论 一 一 数学 家 们 发 展 它 时 并 没有 参考 物理 世界 一 一 在 概念 上 的 一 致 ,对 我 来 
说 是 一 大 奇迹 。”1975 年 他 对 我 讲 :“ 这 既是 使 人 震惊 的 ,又 是 使 人 迷惑 不 解 的 ,因为 
你 们 数学 家 是 没有 依据 地 虚构 出 这 些 概 念 来 的 ”这 种 迷惑 是 双方 都 有 的 。 事 实 
上 ,E. 威 格 纳 说 起 数学 在 物理 中 的 作用 时 , 曾 谈 到 数学 的 超 乎 常理 的 有 效 性 05]。 
如 果 一 定 要 找 一 个 理由 的 话 ,那么 也 许可 用 “科学 的 整体 性 ”这 个 含糊 的 词 儿 来 表 
达 。 基 本 的 概念 总 是 很 少 的 。 
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现代 微分 几何 是 一 门 年 青 的 学 科 。 即 使 不 考虑 相对 论 和 拓扑 学 给 它 的 很 大 促 
进 , 它 的 发 展 也 一 直 是 连续 不 断 的 。 我 为 我 们 说 不 清 它 是 什么 而 高 兴 。 我 希望 它 
不 要 像 其 他 一 些 数学 分 支那 样 被 公理 化 。 保 持 着 它 跟 数学 中 别 的 分 文 以 及 其 他 科 
学 的 许多 领域 的 联系 ,保持 着 它 把 局 部 和 整体 相 结合 的 精神 , 它 在 今后 长 时 期 中 仍 
将 是 一 片 肥沃 的 疆域 。 

用 函数 的 自 变 数 的 数目 或 数学 所 处 理 的 空间 的 维 数 来 刻画 数学 的 各 个 时 期 ， 
可 能 是 很 有 意思 的 事 。 在 这 个 意义 上 ,19 世纪 的 数学 是 一 维 的 ,而 20 世纪 的 数学 
是 n 维 的 。 由 于 多 维 ,代数 获得 了 十 分 重要 的 地 位 。 所 有 已 知 流 形 上 的 整体 结果 
的 绝 大 多 数 是 同 偶 维 相 关 的 。 特 别 地 ,所 有 复 代 数 流 形 都 是 偶 维 实 流 形 。 奇 维 流 
形 至 今 还 是 神秘 的 。 我 大 胆 地 希望 ,它们 在 21 世纪 将 受到 更 多 的 注意 ,并 可 在 本 
质 上 被 搞 清楚 。 近 来 ,W. BUF HAW REY LER LW. OK 
克 斯 和 R. 舍 恩 关于 三 维 流 形 的 闭 最 小 曲面 的 工作 都 已 经 大 大 地 弄 清 楚 了 三 维 流 
形 及 其 几何 。 几 何 学 中 的 问题 之 首 可 能 仍然 是 所 谓 庞 加 莱 猜 测 : 一 个 单 连通 三 维 
闭 流 形 同 胚 于 三 维 球面 。 拓 扑 和 代数 的 方法 至 今 都 还 没有 导致 这 个 问题 的 解决 。 
可 以 相信 ,几何 和 分 析 中 的 工具 将 被 发 现 是 很 有 用 处 的 。 
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58. 广义 相对 论 和 微分 儿 何 


这 是 作者 于 1979 年 3 月 在 普林斯顿 举行 的 “ 爱 因 斯 坦 诞生 
100 周年 纪念 会 "上 的 演讲 。 由 胡 和 生 译 成 中 文 后 发 表 于 《自然 
杂志 》 第 3 卷 第 4 期 ,1980 年 。 


我 是 作为 一 个 微分 几何 学 者 来 谈 谈 广义 相对 论 令 人 敬佩 的 结构 。 如 我 所 理 
解 , 广 义 相 对 论 属于 物理 学 , 它 的 基础 是 物理 实验 。 几 何 学 的 目标 应 该 是 研究 空 
间 。 几 何 学 的 研究 是 由 传统 和 持续 性 所 指导 的 ,其 评价 标准 是 数学 的 创造 性 、 简 
洁 ` 深 刻 以 及 它们 的 良好 的 结合 和 协调 。 因 此 几何 学 有 更 大 的 自由 并 可 略 事 沉醉 
于 想像 中 的 课题 。 但 是 在 历史 上 , 它 也 曾 被 突然 惊醒 ,发现 这 些 抽 象 的 对 象 一 贯 和 
现实 密切 相关 。 微 分 几何 和 广义 相对 论 的 关系 就 提供 了 这 样 的 一 个 事例 。 

广义 相对 论 诞生 于 1915 年 。 微 分 几何 早期 等 同 于 微 积分 ,导数 和 切线 、 积 分 
和 面积 曾 被 看 成 是 同样 意义 的 对 象 。 微 分 几何 作为 独立 的 学 科 诞 生 于 1827 F. 
这 一 年 高 斯 发 表 了 他 的 《曲面 的 一 般 研 究 》(Disquisitiones circa superficies curvas ) ,在 
其 中 ,他 以 二 次 微分 形式 为 基本 工具 , 葛 定 了 二 维 的 局 部 微分 几何 的 基础 。 即 使 高 
斯 也 没有 能 预见 到 ,这 理论 的 四 维 推广 会 成 为 引力 论 的 基础 。 





在 1854 年 的 一 篇 历史 性 的 文章 《4 论 几何 学 的 基础 假设 ) 中 , 黎 曼 将 高 斯 的 工作 
推广 到 高 维 , 并 打下 了 黎 曼 几何 的 基础 。 在 文章 中 他 首先 引进 n 维 流 形 的 概念 ,其 
中 的 点 用 ”个 实数 作为 坐标 来 描述 。 这 是 从 高 斯 以 来 的 巨大 的 一 步 , 因 为 高 斯 的 
弯曲 曲面 是 放 在 三 维 欧 氏 空间 中 的 ,而 不 是 内 在 的 。 爱 因 斯 坦 对 数学 的 看 法 是 纯 
正 的 ,他 难于 接受 黎 曼 这 样 的 概念 。 从 1908 年 狭义 相对 论 到 1915 年 广义 相对 论 ， 
人 花 了 他 7 年 功夫 ,他 举 出 下 面 的 原因 : 为 什么 还 需要 7 年 才能 建立 广义 相对 论 呢 ? 
主要 原因 在 于 不 那么 容易 从 坐标 必须 有 一 个 直接 的 尺度 意义 这 一 概念 中 解脱 
出 来 。”[1] | 

黎 曼 几何 中 的 基本 问题 是 微分 形式 的 问题 : 在 两 个 不 同 坐 标 系 x',…, x" 与 
x yet ya!” 中 给 定 两 个 二 次 微分 形式 : 
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ds? = > gdxidxt, 
ES l<tken, (1) 


— 


vu ; 
ds’? = 2 gl dx dy't p 
Lk 


求 存 在 坐标 变换 


x! = x (al, xX"), kera n (2) 


将 一 个 微分 形式 变 到 另 一 个 的 条 件 。 这 个 问题 于 1869 Eh E. 克 里 斯 多 费 尔 及 
R. 李 普 希 茨 解决 了 。 克 里 斯 多 费 尔 的 解 包含 了 以 他 的 名 字 定 名 的 记号 及 协 变 微 
分 的 概念 。 在 此 基础 上 ,1887 ~ 1896 年 间 里 奇 发 展 了 张 量 分 析 , 这 在 广义 相对 论 中 
起 了 基本 的 作用 。 里 奇 和 他 的 学 生 T. 列 维 - 齐 维 塔 ,在 历史 性 的 研究 报告 《绝对 微 
分 法 及 其 应 用 》( Mathematische Annalen, 1901 ) 中 ,对 里 奇 计算 法 作 了 一 个 综述 。 克 
里 斯 多 费 尔 曾 在 苏黎世 的 高 等 工业 学 校 任教 (后 来 爱 因 斯 坦 是 这 里 的 学 生 ) ,因而 
对 意大利 的 几何 学 者 产生 了 影响 。 注 意 到 今年 是 他 的 150 周年 生日 ,这 或 许 是 使 
人 感 兴趣 的 。 

与 这 些 发 展 同样 重要 的 是 ,在 世纪 转折 时 期 微分 几何 学 的 主要 活动 集中 于 欧 
氏 空 间 的 几何 ,这 继承 着 欧 拉 与 蒙 日 的 传统 。 一 个 代表 性 的 工作 是 达 布 的 四 卷 4《 曲 
面 论 》, 它 过 去 是 而 且 现在 仍然 是 一 部 经 典 著 作 。 要 几何 学 者 从 一 个 绝对 的 围绕 空 
间 ( 通 常 是 欧 氏 空间 ) 中 解放 出 来 是 困难 的 。 

大 约 与 克 里 斯 多 费 尔 - 李 普 希 芯 解 决 形式 问题 同时 ,F. 克 莱 因 在 1871 年 阐述 
了 埃 尔 朗 根 纲领 。 这 就 是 把 几何 学 定义 为 研究 有 连续 自 同 构 群 的 空间 ,例如 欧 氏 
空间 具有 刚体 运动 群 ,射影 空间 具有 射影 直射 变换 群 等 。 埃 尔 朗 根 纲领 用 群 论 统 
一 了 几何 ,在 发 表 后 的 半 个 世纪 内 成 为 几何 学 的 指导 原理 。 在 应 用 上 , 它 可 以 从 已 
知 几 何 结果 中 导出 新 的 .看 上 去 没有 关系 的 结果 (作为 群 的 同 构 的 推论 )。 索 菲 斯 ， 
李 的 线性 球 变换 是 一 个 有 名 的 例子 。 

克 莱 因 的 埃 尔 朗 根 纲领 与 狭义 相对 论 完美 地 相配 合 ,狭义 相对 论 中 的 一 个 原 
理 是 洛 伦 效 群 下 场 方程 的 不 变性 ,这 导致 了 克 莱 因 这 位 处 于 世纪 转折 时 期 最 有 影 
响 的 德国 数学 家 成 为 狭义 相对 论 最 早 的 支持 者 之 一 。 洛 伦 兹 结构 在 相对 论 中 起 了 
基本 的 作用 。 它 还 有 几何 学 的 解释 。 当 我 们 研究 空间 中 球 的 几何 时 ,将 球 变 为 球 
的 所 有 接触 变换 构成 一 个 15 参数 的 李 群 ,而 把 平面 变 为 平面 的 变换 构成 一 个 10 
参数 的 子 群 ,后 者 与 4 个 变量 的 洛 伦 效 群 同 构 。 所 导致 的 几何 学 就 是 拉 盖 尔 的 球 
几何 学 [211。 

克 莱 因 的 埃 尔 朗 根 纲领 的 伟大 成 功 自然 地 引起 了 克 莱 因 空间 或 现在 称 之 为 齐 
性 空间 中 的 微分 几何 的 研究 。 特 别 地 ,射影 微分 几何 起 始 于 1878 年 阿尔 方 的 学 位 
论文 ,后 来 从 1906 FEX E.J. 威 尔 辛 斯 基 的 美国 学 派 所 发 展 ,从 1916 年 起 为 G. 
富 比 尼 的 意大利 学 派 所 发 展 。 
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20 世纪 初 , EPI GLA JU fay Ab T SNL HRS 1909 年 , 马 科 帕 迪 阿 亚 阐 述 了 四 项 
点 定理 。 冯 :迪克 在 1888 年 从 高 斯 - 博 内 公式 导出 拓扑 的 结论 : 一 个 财 的 有 癌 曲 面 
的 高 斯 曲率 的 积分 等 于 2xx ,这 里 y 是 曲面 的 欧 拉 示 性 数 。 希 尔 伯 特 以 独特 的 预 
见 在 1901 年 写 了 关于 常数 高 斯 曲率 的 曲面 一 文 , 在 文中 他 给 出 了 利 布 曼 定理 即 具 
有 常数 高 斯 曲率 的 闭 曲 面 必 为 球 的 一 个 新 证 明 , 还 证 明了 定理 ( 希 尔 伯 特 定理 ): 
具 负 常数 曲率 的 完备 曲面 不 能 到 处 正则 。 在 希 尔 伯 特 的 辅导 下 EAE 1903 年 发 
现 , 非 球 的 旋转 闭 曲面 的 所 有 测 地 线 都 是 闭 的 。 在 动力 学 的 推动 下 , 庞 加 莱 与 
G.D. 伯 克 霍 夫 证 明了 在 凸 曲面 上 存在 闭 测 地 线 。 

微分 几何 的 最 终 目的 是 整体 的 结果 。 但 是 ,局 部 微分 几何 不 能 减 缩 到 最 低 限 
度 ,因为 每 个 整体 结果 必须 有 一 个 局 部 的 基础 。 为 使 整体 微分 几何 有 一 个 系统 的 
发 展 ,必须 打下 它 的 基础 。 这 必须 从 拓扑 中 来 。 广 义 相 对 论 供 给 了 动力 。 





爱 因 斯 坦 建立 广义 相对 论 时 ,有 效 的 数学 工具 是 以 里 奇 计算 法 来 论述 黎 曼 几 
何 学 。 爱 因 斯 坦 引 进 了 有 用 的 和 式 约定 。 对 微分 几何 的 影响 是 令 人 震动 的 。 黎 曼 
几何 成 为 中 心 的 课题 。 我 们 注意 到 斯 豪 滕 列 维 - 齐 维 塔 .E. 嘉 当 和 艾 森 哈 特等 人 
关于 黎 曼 几何 的 权威 著作 几乎 都 出 现在 1924 ~ 1926 年 期 间 。 

这 些 发 展 立 即 得 到 推广 。 很 快 就 清楚 ,在 应 用 黎 曼 几何 于 相对 论 时 ,不 是 黎 曼 
尺度 本 身 而 是 列 维 - 齐 维 塔 平行 移动 起 着 关键 的 作用 。H. 外 尔 在 他 的 名 著 《 空 间 、 
时 间 物质 》(1918) 中 引进 了 仿 射 联络 的 概念 。 这 是 一 个 可 用 来 定义 平行 移动 和 协 
变 微分 的 结构 ,不 必需 是 黎 曼 结构 。 外 尔 的 联络 是 对 称 的 或 无 挠 率 的 。 

E. 嘉 当 在 他 的 主要 论文 《 仿 射 联络 的 流 形 及 广义 相对 论 理论 》(1923 ~ 1924) 中 
给 出 仿 射 联 络 的 权威 性 论述 以 及 它 向 有 挠 率 联络 的 推广 。 这 篇 文章 当时 并 未 受到 
理 所 应 得 的 注意 ,原因 很 简单 : 因为 它 走 在 时 间 的 前 头 。 因 为 它 比 仿 射 联络 论 更 
丰富 。 它 的 思想 可 以 容易 地 推广 到 任何 李 群 的 纤维 从 的 联络 理论 中 去 ,对 这 理论 ， 
里 奇 计 算法 已 不 能 适应 了 。 文 章 还 说 明 为 什么 爱 因 斯 坦 的 理论 是 牛顿 理论 的 直接 
推广 。 特 别 地 ,可 以 举 出 下 列 贡 献 : 

(a) 引进 了 结构 方程 ,并 将 比 安 基 恒等式 解释 为 对 结构 方程 进行 外 微分 后 所 
得 的 结果 。 

(b) 认识 到 曲率 是 一 个 张 量 值 的 二 次 外 微分 形式 。 

用 几何 的 话 来 说 , 仿 射 联络 是 一 族 仿 射 空间 ( 即 纤维 ) ,它们 由 一 个 空间 ( 基 空 
间 ) 所 参数 化 ,使 得 这 族 仿 射 空间 是 局 部 平凡 的 ,并 且 有 一 个 把 纤维 沿 着 基 空 间 的 
曲线 “展开 ”的 法 则 ,使 线性 关系 得 以 保持 。 类 似 地 ,我 们 可 以 把 克 莱 因 空间 当 作 纤 
维 而 以 作用 于 克 莱 因 空 间 的 李 群 来 代替 完全 线性 群 ,并 且 也 有 一 个 对 应 的 展开 法 
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则 。 嘉 当 称 这 样 的 结构 为 一 般 空间 (espace généralisé)。 一 般 来 说 ,这 个 联络 是 非 和 
乐 的 (non-holonomic) , 即 展开 依赖 于 基 空 间 的 曲线 。 换 句 话说 , 沿 一 条 闭 曲 线 作 展 
开 时 ,空间 并 不 回 到 原来 的 位 置 , 它 的 变 差 是 由 联络 的 曲率 来 度量 的 。 显 然 , 克 莱 
因 空 间 本 身 是 一 个 曲率 恒 等 于 0 的 一 般 空间 。 

在 克 莱 因 制订 埃 尔 朗 根 纲领 时 ,已 观察 到 黎 曼 几何 并 不 包括 在 内 ,因为 一 个 一 
般 的 黎 曼 空间 除 恒 等 变换 外 并 不 含有 其 他 等 长 变换 。 从 嘉 当 的 观点 来 看 , 黎 曼 空 
间 是 一 个 以 欧 氏 空间 为 纤维 的 空间 , 且 具 有 列 维 - 齐 维 塔 联络 。 这 解决 了 微分 几何 
中 的 一 个 基础 的 问题 ,因为 这 样 就 有 了 一 个 概念 , 它 包 括 了 克 莱 因 空 间 、 歼 曼 空间 
以 及 这 两 种 空间 的 推广 。 

几何 结构 往往 以 一 个 非 直 观 的 形式 给 出 。 通 常 它 或 是 一 个 由 积分 所 定义 的 尺 
度 , 或 是 由 一 组 微分 方程 所 定义 的 子 流 形 族 。 两 个 最 熟 习 的 例子 是 艇 曼 尺 度 和 由 
二 阶 常 微分 方程 所 定义 的 道路 。 在 这 样 的 空间 定 一 个 联络 不 是 一 个 容易 的 问题 。 
事实 上 ,就 是 黎 曼 空间 的 列 维 - 齐 维 塔 联 络 的 定义 也 已 相当 不 平凡 了 。 如 所 期 望 ， 
道路 空间 几何 学 (E. 嘉 当 .0. 维 布 伦 ,T.Y. 托马斯 ) 涉 及 到 射影 联络 。 

这 些 发 展 就 是 通常 所 说 的 非 黎 曼 几 何 。 广 义 相 对 论 中 也 有 平行 的 发 展 。 狭 义 
相对 论 用 于 电磁 场 ,广义 相对 论 用 于 引力 场 ,统一 场 论 是 两 者 的 结合 , 它 的 需要 是 
清楚 的 。1918 年 ,H. 外 尔 以 他 的 规范 场 论 走出 了 最 初 重要 的 一 步 。 外 尔 利用 一 个 
具有 相似 变换 群 的 一 般 空间 ,但 被 发 现 它 在 物理 上 是 站 不 住 的 。 现 在 了 解 到 ,他 的 
规范 群 不 能 是 相似 变换 群 所 成 的 非 紧 致 群 ,而 是 紧 致 的 圆 群 。 规 范 理 论 的 最 近 发 
展 将 在 第 四 节 中 讨论 。 

跟随 外 尔 之 后 ,又 提出 了 其 他 一 些 统一 场 理 论 ,其 中 有 卡 卢 察 - 克 莱 因 , 爱 因 斯 
坦 - 迈 尔 (1931) 和 维 布 伦 的 相对 论 的 射影 理论 (1933)。 一 个 共同 特征 是 为 了 电磁 场 
而 引进 五 维 空间 ( 维 布 伦 的 理论 是 四 维 的 ,但 是 切 射影 空间 有 五 维 的 齐 次 坐标 )。 
维 布 伦 的 射影 理论 在 几何 上 是 简单 的 ,他 的 出 发 点 是 空间 的 路 径 ,它们 是 带电 粒子 
的 轨 线 。 | 

爱 因 斯 坦 本 人 在 他 的 整个 晚年 从 事 研究 统一 场 论 ,经常 有 合作 者 。 在 这 方面 ， 
我 想 插 进 一 点 有 关 个 人 的 补 白 。1943 年 ,我 从 中 国 西南 部 的 昆明 到 普林斯顿 研究 
所 , 那 是 第 二 次 世界 大 战 激 烈 进 行 之 时 ,他 以 非常 的 温暖 和 同情 来 欢迎 我 。 我 能 够 
时 和 常 同 他 讨论 各 种 课题 ,包括 广义 相对 论 在 内 ,是 最 大 的 垃 福 。 我 立即 看 到 他 的 问 
题 的 极端 困难 以 及 数学 与 物理 之 间 的 区 别 。 数 学 中 有 名 的 问题 通常 是 已 经 提 得 很 
明确 的 ,但 在 物理 上 ,问题 的 提 法 也 是 问题 的 一 部 分 。 

爱 因 斯 坦 对 最 后 答案 有 一 个 严格 的 标准 ,他 不 满足 于 上 面 提 到 的 建议 ,事实 上 
也 不 满足 于 其 他 许多 建议 。 他 尝试 各 种 可 能 为 统一 场 论 葛 基 的 几何 结构 。 在 其 
中 有 : 

1. 非 对 称 张 量 sy( 见 《相对 论 的 意义 》, 第 5 版 ,1955 ,附录 工 ); 
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2. 具有 埃 尔 米 特 结构 的 四 维 复 空间 ; 

3. 比 黎 曼 空间 更 一 般 的 度量 空间 。 

一 般 度量 空间 的 几何 为 K. 门 杰 所 建立 与 研究 ,对 此 , 爱 因 斯 坦 的 朋友 K. BPE 
尔 给 出 重要 贡献 。 在 情况 1 中 , gy 唯 一 地 分 解 为 对 称 与 反对 称 的 两 部 分 。 如 果 前 
者 非 退 化 , 则 结构 等 价 于 一 个 具有 二 次 外 微分 形式 的 拟 黎 曼 结构 。 按 照 gy 的 对 称 
部 分 的 符号 是 + + + + 或 + + + - ,这 个 拟 黎 曼 结 构 是 黎 曼 式 的 或 是 洛 伦 次 式 的 。 
情况 2 是 密切 地 与 复 代 数 流 形 及 多 复 变 函 数 有 关 ,在 最 近 数 十 年 中 ,它们 是 大 大 地 
发 展 着 的 数学 领域 。 


三 、 正 质量 猜测 , 极 小 曲面 , 正 数量 曲率 的 流 形 





爱 因 斯 坦 之 后 的 时 代 , 广 义 相 对 论 重视 了 整体 理论 (或 大 尺度 时 空 ) ,在 这 方面 
有 很 大 的 进展 。 来 源 是 宇宙 论 , 爱 因 斯 坦 本 人 在 这 方面 很 活跃 ,但 是 整体 微分 几何 
的 发 展 所 起 的 影响 是 毫 无 疑义 的 。 宇 宙 被 视 为 一 个 四 维 连通 的 洛 伦 兹 流 形 , 物 理 
与 几何 比 以 往 更 缠 结 在 一 起 了 。 不 过 ,纯粹 的 几何 问题 通常 较 简 单 ,其 中 的 两 个 原 
因 是 : 几何 学 为 毕 达 哥 拉 斯 式 的 几何 或 黎 曼 几何 ,几何 学 家 可 以 用 假定 空间 的 紧 
致 性 来 理想 化 。 

很 自然 地 ,要 把 一 给 定 瞬时 的 数据 记录 成 “数据 集 ” ,数据 集 是 一 个 超 曲面 三 ， 
其 上 到 处 有 类 时 的 法 线 (因而 诱导 尺度 为 黎 曼 尺度 )。 这 样 四维 流 形 的 超 曲面 理论 
( 它 是 古典 曲面 论 的 直接 推广 ) 在 广义 相对 论 中 起 了 一 定 的 作用 。5 的 局 部 的 不 变 
量 由 两 个 二 次 微分 形式 即 第 一 、 第 二 基本 形式 给 出 。 第 二 基本 形式 系数 的 迹 称 为 
平均 曲率 ,平均 曲率 为 零 是 极 大 超 曲面 的 特征 。 另 一 方面 , 上 的 诱导 斥 度 有 一 个 
数量 曲率 ,所 有 这 些 量 均 由 高 斯 - 科 达 齐 方程 联系 。 由 爱 因 斯 坦 场 方程 推出 ,质量 
密度 y 及 动量 密度 是 第 一 、 二 基本 形式 系数 及 其 协 变 导 数 的 组 合 。 因 为 动量 密 
度 必 须 不 超过 质量 密度 ,我 们 有 


1 
? 20, (3) 





js | FI, 


I<p<3 


在 极 大 超 曲 面 上 ,数量 曲率 是 非 负 的 。 
如 果 对 某 些 紧 致 集 CS - C 包含 有 限 个 连通 分 支 Ni ,使 得 每 个 N, 微分 同 胚 
FR 中 一 紧 致 集 的 余 集 ,并 且 它 的 尺度 渐 近 于 尺度 
M;\* 
w= (143) (2 


lax 


(dx*)?), (4) 


度 的 情况 下 ,Mi 符合 于 施 瓦 茨 席 尔 德 质量 ,因而 称 为 Ni 的 总 质量 。 正 质量 猜测 
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为 : 对 于 一 个 渐 近 平坦 的 数据 集 , 每 个 连通 分 支 W 有 总 质量 Mi > 0, 并 且 如 果 一 个 
M; = 0, 则 这 个 数据 集 是 平坦 的 ( 即 诱导 和 歼 曼 尺度 是 平坦 的 ,和 且 第 二 基本 形式 是 
0)。 这 个 猜测 在 广义 相对 论 中 具有 根本 的 重要 性 。 由 于 物理 上 的 理由 , 爱 因 斯 坦 
假定 它 是 正确 的 中。 | 

在 > 是 极 大 超 曲 面 的 假定 下 ,1978 4E, R. 舍 恩 与 丘成桐 3 最 一 般 地 证 明了 
它 。 这 个 工作 的 全 部 经 过 是 相对 论 学 家 与 微分 几何 学 家 接触 与 合作 的 一 个 完美 的 
例子 。1973 年 在 斯 坦 福 大 学 举行 的 美国 数学 会 微分 几何 暑期 研究 会 上 ,R. 格 罗 赫 
被 邀请 作 一 系列 广义 相对 论 的 报告 。 正 质量 猜测 显然 是 未 解决 的 问题 之 一 。 为 使 
它 的 陈述 简单 化 , 格 罗 赫 列 出 一 些 有 引导 性 的 猜测 ,其 中 一 个 如 下 :在 三 维 实数 空 
间 R? 中 ,考察 一 个 在 紧 致 集 之 外 是 平坦 的 黎 曼 尺度 ,如 果 数 量 曲率 >0, 则 这 尺度 
是 平坦 的 .5 将 这 紧 致 集 围 在 一 个 大 盒子 中 并 把 相对 两 面 看 作 恒 等 ,J. 卡 效 登 与 
F. 沃 纳 把 猜测 改写 如 下 ; 数量 曲率 =>0 的 三 维 环 面 上 的 黎 曼 尺度 是 平坦 的 。 格 罗 
赫 指 出 : “广泛 地 党 察 到 ,证 明了 这 些 特殊 情况 中 的 几 个 ,就 可 以 推广 到 整个 猜测 的 
证 明 。 

格 罗 赫 的 这 个 猜测 落 到 微分 几何 的 王国 中 ; 舍 恩 与 丘成桐 首先 证 明了 它 ,证 明 
的 思想 是 利用 闭 的 极 小 曲面 。 事实 上 ,从 面积 的 第 二 变 分 的 公式 可 见 , 在 一 个 具 正 
数量 曲率 的 三 维 紧 致 定向 黎 曼 流 形 中 ,一 个 具有 正 亏 格 的 闭 极 小 曲面 是 不 稳定 的 ， 
就 是 说 在 微 扰 下 它 的 面积 还 会 变 小 。 另 一 方面 ,三 维 环 面 有 一 个 大 的 基本 群 ( 同 构 
T ZOZOZ) ,并 且 它 的 第 二 个 贝蒂 数 等 于 3。 这 些 拓扑 性 质 应 导出 在 非 零 的 闭 曲 
面 同 伦 类 中 存在 一 个 具有 最 小 面积 的 闭 正则 曲面 。 这 是 下 述 结果 的 推广 ; ERR 
黎 曼 流 形 上 ,每 个 非 零 的 闭 曲 线 同 伦 类 中 有 一 条 最 短 的 光滑 闭 测 地 线 。 对 于 极 小 
曲面 ,相应 结果 的 证 明 当 然 更 为 微妙 。 爹 恩 与 丘成桐 接着 就 证 明了 极 大 超 曲 面 的 
正 质量 猜测 。 稍 后 这 个 结果 被 推广 到 高 维 去 。 

这 些 发 展 接触 到 极 小 曲面 和 正 数 量 曲 率 流 形 , 这 些 课题 对 微分 几何 学 者 来 说 
是 很 亲切 的 。 

极 小 曲面 的 早期 研究 集中 于 普 拉 托 问题 ; Aw R 中 一 闭 曲 线 , 要 找 出 它 所 围 
成 的 面积 最 小 的 曲面 。 只 是 近年 来 ,注意 力 才 指 向 研究 一 个 给 定 流 形 ( 例 如 n 维 欧 
氏 空间 E n 维 单位 球 5") 中 的 闭 的 或 完备 的 极 小 曲面 。 这 些 研 究 推 广 了 闭 测 地 
线 的 性 质 , 它 们 在 黎 曼 流 形 的 几何 学 与 拓扑 学 中 已 处 于 重要 的 地 位 :中 。 闭 的 与 完 
备 的 极 小 曲面 ,特别 是 正则 曲面 ,必然 是 一 个 更 丰富 的 其 至 更 有 趣 的 对 象 。 将 极 大 
超 曲 面 取 为 数据 集 是 很 自然 的 。 最 近 ,J. 萨克斯 和 . 乌 伦 贝克 证 明了 : 一 个 紧 致 
单 连通 的 黎 曼 流 形 中 总 可 温和 人 一 个 极 小 的 二 维 球 。 

正 数 量 曲率 流 形 的 基本 问题 是 : 怎么 样 的 紧 致 流 形 可 以 有 一 个 具 正 数量 曲率 
的 黎 曼 尺度 ?对 这 个 问题 的 兴趣 的 提高 是 由 于 维 数 汪 3 的 紧 致 流 形 均 可 以 具有 人 负 
数量 曲率 的 黎 曼 尺度 。 这 个 结果 的 证 明 可 以 分 成 两 部 分 : 第 一 , 流 形 可 以 给 定 一 
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个 黎 曼 尺度 , 它 的 全 数量 曲率 ( 即 数量 曲率 的 积分 ) <0。 第 二 ,后 者 可 以 共 形 变形 
为 具 负 常数 的 数量 曲率 。 另 一 方面 ,由 于 研究 调和 旋 量 ,A. 利 希 尼 罗 威 兹 在 1963 
年 证 明了 ,如 果 一 个 紧 致 旋 量 流 形 有 一 个 数量 曲率 是 正 的 黎 曼 尺度 , 则 它 的 AS 
格 等 于 零 。 含 恩 -丘成桐 的 工作 证 明 : 三 维 环 面 不 能 有 正 数 量 曲率 的 黎 曼 尺度 。 
对 n 维 环 面 ,也 已 被 证 明 有 同样 的 结论 (M. BP RKB. 劳 森 、R. SUR LE). 
在 广义 相对 论 的 推动 下 ,对 能 带 有 正 数量 曲率 黎 曼 尺度 的 所 有 紧 致 流 形 , 这 些 作者 
已 接近 于 给 出 它们 一 个 完全 的 拓扑 的 描述 。 

对 于 里 奇 曲率 或 截面 曲率 ,也 可 提出 同样 的 问题 。S. 迈 尔 斯 的 一 个 经 典 的 定 

理 说 : 一 个 有 正 里 奇 曲率 的 完备 黎 曼 流 形 必 须 是 紧 致 的 ,因而 必须 有 一 个 有 限 基 
本 群 。 要 求 一 黎 曼 流 形 具 有 正 截 面 曲 率 的 这 一 条 件 是 更 强 些 ,预期 这 样 的 流 形 是 
很 少 的 。 秩 1 的 紧 致 对 称 空间 有 这 个 性 质 ,但 是 还 有 其 他 的 一 些 分 散 的 情况 。 对 
有 正 截面 曲率 的 紧 致 黎 曼 流 形 的 完全 拓扑 的 描述 看 来 是 困难 的 。 





E o 





b. 


1918 年 ,H. 外 尔 在 他 的 《引力 和 电 》 一 文中 提出 了 规范 场 理 论 。 其 思想 是 运用 
一 个 二 次 微分 形式 及 一 个 线性 微分 形式 来 定义 : 
ds? = Dgydxid%,, 
d lgi s4, (5) 
p = 2 pidxi, 


但 是 这 两 个 形式 还 容许 规范 变换 : 


ds? —— Ads’, 


o—~o+d lga, 


这 里 o 是 电磁 势 , 它 的 外 微分 do 是 电磁 场 强度 或 法 拉 第 (因为 法 拉 第 对 电磁 学 的 
重要 贡献 ,他 的 名 字 就 用 作 电 磁场 强度 ) ,这 是 统一 场 论 最 初 的 尝试 。 爱 因 斯 坦 反 
对 ds? 的 不 定性 ,但 对 外 尔 的 建议 的 深刻 与 大 胆 表 示 了 赞赏 。 

如 果 我 们 将 外 尔 的 理论 解释 为 基于 洛 伦 兹 流 形 上 的 圆 从 的 几何 学 站, 则 当时 
及 其 后 的 所 有 反对 意见 都 会 消失 。 于 是 容许 规范 变换 的 形式 o 可 以 视 为 在 圆 从 
上 所 定义 的 联络 ,并且 ds? 保持 不 变 , 这 就 消除 了 爱 因 斯 坦 的 反对 意见 。 

规范 场 理论 的 数学 基础 在 于 向 量 从 及 其 上 的 联络 。 纤 维 从 或 纤维 空间 的 概念 
具有 整体 的 特性 ,由 拓扑 而 产生 。 最 初 它 是 寻找 流 形 的 新 例子 的 一 个 尝试 (H. Æ 
TK (1925) H. 赛 费 特 (1932) )。 纤 维 空间 是 局 部 的 乘积 空间 而 不 是 整体 的 乘积 空 
间 , 这 种 区 别 的 存在 是 一 个 奥妙 的 数学 事实 。 一 直到 发 现 了 对 纤维 从 作出 区 别 的 
不 变量 ,其 至 于 证 明了 整体 存在 着 非 平 凡 的 纤维 从 时 ,纤维 从 理论 才 得 到 发 展 。 最 
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早 的 这 种 不 变量 是 日. 惠 特 尼 及 E. 斯 带 弗 尔 在 1935 年 引进 的 示 性 类 。 纤 维 丛 的 
拓扑 研究 放弃 了 代数 结构 ,但 是 在 应 用 上 ,具有 线性 结构 的 向 量 从 却 更 为 有 用 。 粗 
糙 地 说 , 流 形 M 上 的 一 个 向 量 从 x: E—M 是 一 族 向 量 空间 ,它们 由 M 所 参数 化 ， 
使 得 从 局 部 来 看 它 是 一 个 乘积 。 对 应 于 x € M 的 向 量 空间 EE = xc! (x) 称 为 点 x 
的 纤维 。 例 子 是 M 的 切 从 以 及 联系 在 其 上 的 所 有 的 张 量 从 。 一 个 更 平凡 的 从 是 
乘积 从 M x 了 ,其 中 了 是 一 个 固定 的 向 量 空间 ,而 (x,7),xEM ,是 在 * 点 的 纤维 。 
一 个 向 量 丛 被 称 为 实 的 或 复 的 是 按照 纤维 是 实 的 或 复 的 回 量 空间 而 定 , 它 的 维 数 
就 是 纤维 的 维 数 。 

重要 的 一 点 是 ,纤维 上 的 线性 结构 保持 着 一 种 意义 ,使 完全 线性 群 对 纤维 的 连 
接 起 着 基本 的 作用 ,这 个 群 称 为 结构 群 。 如 果 纤 维 上 已 给 一 个 内 积 , 则 一 个 实 ( 或 
复 ) 癌 量 从 称 为 黎 曼 型 (或 埃 尔 米 特 型 ) 的 。 在 这 种 情形 ,结构 群 化 约 为 0(n)( 或 
U(n)),n 是 纤维 的 维 数 ,这 个 从 称 为 0(n) 从 (或 U(n) 从 ), 类 似 地 ,还 有 SUCn) 
从 这 个 概念 。 

对 于 每 点 x E M, 连续 且 光 滑 地 附 上 纤维 E, 的 一 点 , 称 为 从 天 的 一 个 截面 。 
换言之 ,截面 是 一 个 连续 映照 s. M>E, IEI nos 是 恒 等 映 照 。 这 个 概念 是 癌 量 
值 浮 数 与 切 向 量 场 的 一 个 自然 的 推广 。 为 了 对 ， 进行 微分 ,我 们 需要 在 上 有 一 
个 “联络 ”"。 这 样 就 能 定义 协 变 导数 Drel X E M 上 的 一 个 向 量 场 ), 它 是 上 的 一 
个 新 的 截面 。 协 变 微分 一 般 是 不 可 交换 的 , 即 对 M 的 两 个 同 量 场 X, Y, Dye Dy # 
Dy? Dx。 对 这 个 不 可 交换 性 加 以 “度量 ” ,给 出 了 联络 的 曲率 ,这 是 第 二 节 中 所 描述 
的 非 和 乐 的 几何 概念 的 一 个 解析 的 形态 。 根 据 E. 嘉 当 , 将 曲率 当 为 矩阵 值 的 二 次 
外 微分 形式 是 重要 的 。 它 的 迹 是 一 个 闭 的 2 -形式 。 更 一 般 地 , 它 的 所 有 天 KET 
式 之 和 是 一 个 闭 的 2k -形式 , 它 被 称 为 示 性 形式 (按照 从 是 实 的 或 复 的 分 别 是 庞 特 
里 亚 金 形式 或 陈省身 形式 )。 根 据 德 . 拉 姆 理论 2k 次 的 示 性 形式 决定 一 个 维 数 为 
2k 的 上 同调 类 ,因而 称 为 示 性 类 。 示 性 形式 依赖 于 联络 ,但 是 示 性 类 只 依赖 于 从 。 
它们 是 从 上 最 简单 的 整体 不 变量 。 向 量 从 的 非 平 凡 性 需要 通过 协 变 微分 来 认识 ， 
它们 的 不 可 换 性 解释 了 最 初 的 整体 不 变量 ,这 一 定 是 自然 界 的 作用 。 示 性 类 的 这 
样 的 导出 强调 了 它 的 局 部 性 质 , 且 示 性 形式 比 示 性 类 包含 更 多 的 信息 。 当 M 是 一 
个 有 定 问 的 紧 致 流 形 时 ,最 高 维 数 的 示 性 类 ( 即 其 维 数 等 于 M 的 维 数 ) 的 积分 给 出 
了 示 性 数 。 当 它 是 一 个 整数 时 ,被 称 为 一 个 拓扑 的 量子 数 。 

人 们 发 现 ,这 些微 分 几何 概念 很 可 能 是 统一 场 论 的 数学 基础 。 外 尔 的 规范 理 
论处 理 圆 从 或 U(1) 从 ,也 就 是 一 维 的 复 埃 尔 米 特 从 。 

在 研究 同位 旋 量 时 ,杨振宁 -米尔 斯 所 用 的 本 质 上 是 SU(2) 从 的 一 个 联络 。 这 
是 非 阿 贝 尔 规范 场 理 论 的 第 一 个 实例 。 从 联络 可 以 定义 “作用 量 "。 四 维 欧 氏 空间 
R* 上 的 S7(2) 丛 中 使 作用 量 取 最 小 值 的 联络 被 称 为 瞬 子 。 它 的 曲率 有 一 个 简单 
的 表达 式 , 称 为 自 对 偶 关 系 。 从 而 瞬 子 是 杨 - 米 尔 斯 方程 的 自 对 偶 解 。 当 空间 RR 
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紧 致 化 为 四 维 球 S* 时 ,SU(2) 从 除 一 个 同 构 外 由 一 个 拓扑 量子 数 EC c 是 整数 ) 决 
定 。 阿 蒂 亚 、 希 钦 和 辛 格 证 明 ! 引 ,对 给 定 的 > 0, S^ 上 曲率 自 对 偶 的 联络 的 集合 
( 称 为 模 或 参数 空间 ) 是 一 光滑 流 形 ,其 维 数 为 8k - 3。 用 物理 术语 来 说 ,这 就 是 拓 
IETA k > 0 的 瞬 子 空间 的 维 数 。 
阿 蒂 亚 和 沃 德 注意 到 , 目 对 侦 的 杨 -米尔 斯 场 可 以 很 好 地 纳入 茧 罗斯 的 “ 找 量 ” 
方案 。 他 们 把 求 所 有 自 对 偶 解 的 问题 转化 为 代数 几何 的 问题 : 在 复 三 维 射影 空间 
中 全 纯 向 量 从 的 分 类 问题 。 这 个 问题 已 由 KK. 巴 思 、G. 起 罗 克 斯 等 人 非常 接近 地 
研究 过 了 ,用 了 他 们 的 结果 ,可 以 最 终 地 找 出 所 有 自 对 偶 解 !")。 事 实 上 , 回 到 了 物 
理 ,这 些 数学 结果 可 以 翻译 成 物理 学 家 感到 满意 的 显 式 公 式 :40]。 
瞬 子 通过 以 下 的 结果 表明 它 和 爱 因 斯 坦 的 关系 。 群 SO (4) 局 部 同 构 于 
SU(2) x SU(2) ,所 以 四 维 黎 曼 流 形 M 上 的 黎 曼 度量 通过 投影 给 出 一 个 SU(2) 从 的 
联络 。MM 为 爱 因 斯 坦 流 形 的 充 要 条 件 是 这 些 联络 为 自 对 偶 或 反 自 对 偶 ( 依 投影 的 
方法 而 区 分 )t 引 。 
包括 弱 和 强 相 互 作用 在 内 的 一 个 令 人 满意 的 统一 场 论 是 否 能 通过 非 可 换 规范 
场 论 作 出 ? 这 还 有 待 研究 。 我 们 只 须 指出 : 从 和 联络 这 两 个 几何 概念 是 非常 简洁 
的 。 我 相信 和 爱 因 斯 坦 会 喜欢 它们 。 





k 语 
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这 个 叙述 还 有 许多 明显 的 不 完备 之 处 。 在 彭 罗 斯 和 霍金 的 工作 中 集中 地 体现 
出 来 的 关于 奇 点 的 重要 研究 这 里 并 未 涉及 ,这 是 一 个 最 显然 的 不 足 之 处 。 

最 后 ,作为 非 本 门 的 学 者 ,我 想 表 示 我 的 希望 : 广义 相对 论 将 不 局 限于 引力 
场 。 一 个 总 体 的 统一 场 论 ,不 论 它 将 会 是 什么 样 的 理论 ,一定 会 很 接近 于 爱 因 斯 坦 
的 宏伟 计划 ,现在 已 经 有 了 更 多 的 数学 概念 和 工具 可 以 利用 。 
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5 9 . 漫谈 微分 儿 何 


1979 年 6 月 25~29 日 ,伯克利 加 利 福 尼 亚 大 学 为 陈省身 退休 举 
行 国际 微分 几何 会 议 ,本 文 是 陈省身 在 晚宴 后 的 即席 讲话 。 原 题 为 
《Chem’s After Dinner Speech). 刊 T (Mathematical Intelligencer) 第 2 卷 
第 2 册 ,1979 ~ 1980 年 。 中 译文 见 《 数 学 译 林 ) 第 2 卷 第 3 期， 
1983 年 ; 白 苏 华 、 胡 师 度 译 , 江 嘉 禾 校 。 


我 想 ,是 英国 作家 毛 姆 说 过 这 样 一 句 话 : 年 纪 大 有 个 好 处 ,就 是 用 不 着 去 做 你 
不 想 做 的 事 。 这 句 名 言 现在 该 打 个 问号 了 ,因为 我 总 是 勉 为 其 难 地 来 应 付 一 些 寞 
会 后 的 讲演 。 不 过 ,用 不 了 多 久 也 就 发 现 ,这 种 讲演 比 写 文章 来 得 容易 ,所 以 我 有 
勇气 走 到 诸位 朋友 面前 来 。 感 谢 各 位 让 我 路 轨 几 句 。 

从 这 次 盛会 至 少 可 以 断定 ,我 们 的 会 议 是 令 人 振奋 而 又 卓有成效 的 。 这 样 多 
的 微分 几何 学 家 或 者 名 誉 微分 几何 学 家 蔡 芋 一堂 ,在 历史 上 大 概 从 未 有 过 。 微 分 
几何 最 开头 是 叫做 “分 析 对 几何 的 应 用 ” ,这 是 蒙 日 的 书 一 一 第 一 本 微分 几何 著 
作 一 一 的 标题 。 很 长 一 段 时 间 内 ,这 还 是 欧洲 大 学 中 这 门 课程 的 名 称 。 多 数 美国 
大 学 里 没有 微分 几何 学 家 ,即使 有 的 话 ,也 称 为 拓扑 学 家 一 一 这 无 疑 是 过 奖 了 。 微 
分 几何 的 确 有 一 个 说 明 身 份 的 问题 。 如 果 我 们 留意 一 下 微分 几何 的 历史 ,就 不 免 
产生 这 样 的 印象 ,许多 重要 的 成 就 都 是 研究 其 他 问题 时 的 思想 进一步 发 展 的 结果 。 
微分 几何 并 非 高 斯 青年 时 代 的 爱好 ,他 由 于 从 事 大 地 测量 学 与 制图 学 的 实际 工作 ， 
才 发 表 了 “曲面 的 一 般 理论 "这 篇 大 块 文章 。 其 时 ,他 已 年 傅 半 百 , 几 乎 就 该 开 庆 祝 
会 了 。 他 这 篇 文章 有 40 页 ,而 他 讲 数论 的 书 却 长 达 470 页 ,对 比 鲜明 。 

黎 曼 的 黄 基 性 论文 是 他 的 Habilitationsvortrag® , 2E m 25 I BJ SL Ba V, ft de 
出 了 三 个 题目 , 头 两 个 准备 得 很 充分 ,但 高 斯 却 挑 选 了 第 三 个 ,所 以 他 只 好 搞 这 个 
题 日 7。 不 过 他 健康 状况 不 佳 。 这 篇 文章 只 是 一 个 公式 ,就 是 在 保 角 映射 下 常 曲 
率 歼 曼 尺度 的 公式 。 有 一 段 时 间 , 人 们 对 黎 曼 超人 的 几何 直觉 感到 惊异 。 后 来 黎 
BH NachlassO 发 表 了 ,人 们 才 发 现 这 个 直觉 其 实 是 一 生计 算 元 长 的 稿 纸 。 后 来 ， 


(D AX: 为 得 到 教授 职位 所 做 的 报告 。 一 一 译注 。 
© 德 文 : 遗 著 。 一 一 译注 。 
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黎 曼 又 写 了 第 二 篇 论文 , 寄 给 法 国 科学 院 争 取 获 奖 。 该 文 内 容 是 歼 曼 曲 率 张 量 ,但 
他 未 能 获奖 ,因为 据 称 写 得 不 够 详细 。 

WEISE YE RAE “ Analysis situs” © (1895) PM Ji: “有 许多 不 同 的 东西 会 引起 
我 们 的 注意 ;但 只 有 最 重要 的 才 值 得 我 们 注意 。 高 等 几何 中 有 些 内 容 , 例 如 有 关 n 
维 曲面 曲率 之 研究 ,并 不 是 很 有 意思 的 …… 家 有 美景 ,何须 远 求 。 这 是 当时 对 微分 
几何 研究 流行 的 苛刻 评论 。 庞 加 莱 接 着 发 展 了 同调 和 同 伦 这 些 基 本 概念 ,包括 现 
在 叫做 德 . 拉 姆 定理 的 论断 ,说 这 是 高 等 几何 并 非 无 聊 的 例子 。 莱 夫 谢 欧 一定 是 深 
受 影响 ;他 对 张 量 分 析 有 类 似 的 见解 。 他 曾 请 我 为 Annals 审查 一 篇 张 量 分 析 的 论 
文 ,我 建议 退 稿 , 数 月 之 后 ,他 让 我 担任 Annals 的 副 主编 。 我 想 ,这 与 我 坚持 高 标 
准 , 至 少 是 对 别人 坚持 高 标准 鼎 有 关系 。 

现今 ,关于 联络 谈论 其 多 。 但 是 ,大 概 没 有 什么 人 读 过 EE. 嘉 当 最 基本 的 论文 
“Sur les variétés à connexion affine et la théorie de la relativité généralisé” O (1923 ~ 
1924)。 该 理论 发 展 的 结果 ,使 它 目 动 地 扩充 到 具有 李 群 结构 的 纤维 丛 的 联络 。 嘉 
当 必 须 以 广义 相对 论 为 动力 与 依据 ;他 没有 纤维 空间 的 概念 ,不 会 在 底 空间 与 纤维 
空间 之 间 上 下 奔走 。 但 他 在 底 空 间 中 所 能 达到 的 成 就 的 确 是 卓越 的 。 

微分 几何 的 名 字 大 概 是 意大利 数学 家 最 早 使 用 的 。 我 相信 第 一 本 以 微分 几何 
为 名 的 书 是 比 安 基 的 “Lezioni di geometria differenziale” ® ,Pisa,1893。 因 此 ,微分 几何 
是 一 门 年 轻 的 学 科 ,我 们 对 它 肯 定 还 非常 无 知 。 但 是 ,我 们 正在 对 一 个 总 是 退却 的 
敌人 进行 一 场 不 流血 的 战斗 。 将 会 有 许多 奇迹 出 现 。 我 始终 相信 ,我 们 将 继续 得 
到 许多 乐趣 。 

最 后 ,我 要 感谢 我 所 有 的 朋友 ,有 的 来 目 远方 ,他 们 的 出 席 是 这 次 聚会 成 功 而 
又 愉快 的 唯一 因素 。 这 次 庆祝 会 的 筹备 工作 ,从 最 初 设想 到 最 后 实现 , 花 了 两 年 以 
上 的 时 间 , 对 那些 为 完成 这 件 大 囊 起 我 献 喘 不懈 努力 、 使 我 们 享受 到 欢乐 的 朋友 
们 ,并 致谢 意 。 我 将 不 会 瑟 记 这 个 美好 的 夜晚 ,直到 老 秦 之 年 。 


中 MIX: 位 置 分 析 , 即 今 称 拓扑 学 。 一 一 译注 。 
D UX: 论 具 有 仿 射 联络 的 流 形 与 广义 相对 论 。 一 一 译注 。 
© 意大利 文 : 微分 几何 讲义 。 一 一 译注 。 
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原 载 《 理 论 物理 与 力学 论文 集 》, 科 学 出 版 社 ,1982 +, 


我 第 一 次 看 见 周 ( 培 源 ) 先 生 ,是 在 1930 年 秋季 ,在 清华 。 那 年 我 从 南开 毕业 ， 
投考 清华 研究 院 数学 系 ,考试 科目 中 有 ”力学 ”, 周 先生 是 命题 和 阅卷 人 。 他 一 见 我 
BLUE: 我 看 过 你 的 考卷 。1937 年 我 们 在 西南 联 大 同事 ,我 还 旁听 过 他 的 “电磁 学 ”。 

微分 几何 和 理论 物理 都 用 微 积 分 作 工 具 , 一 者 研究 几何 现象 ,一 者 研究 物理 现 
象 。 后 者 自然 广泛 些 。 但 任何 物理 现象 都 在 空间 发 生 ,所 以 前 者 又 是 后 者 的 基础 。 
两 者 都 用 推理 的 方法 ,但 理论 物理 还 须 有 试验 来 支持 。 几 何不 受 这 个 限制 ,因此 选 
择 问 题 比较 自由 ,但 推理 要 有 数学 的 严格 性 。 这 个 自由 度 把 数学 推 到 新 的 领域 。 
有 数学 经 验 和 远见 的 人 ,能 在 大 海航 行 下 ,达到 重要 的 新 的 领域 。 例 如 ,广义 相对 
论 所 需要 的 黎 曼 几 何 和 规范 场 论 所 需要 的 纤维 空间 内 的 联络 ,都 在 物理 应 用 前 为 
数学 家 所 发 展 ,这 个 “殊途同归 ”的 现象 真 令 人 有 神秘 之 感 。 

微分 几何 与 理论 物理 的 关系 非 言 可 尽 。 本 文 只 略 举 几 点 , 间 附 拙 见 ,请 大 家 指教 。 


1. 动力 学 和 活动 标 架 

在 动力 学 中 要 描写 一 个 固体 的 运动 ,就 把 一 个 标 架 坚固 的 装 在 固体 上 ,而 描写 
标 架 的 运动 。 在 三 度 空间 的 所 谓 标 架 指 一 点 x, 及 经 过 x 的 互相 垂直 的 单位 天 量 
ei,i = 1,2,3, 如 x 亦 代表 点 x 的 坐标 矢量 , 则 有 

ex = Dapilt) es, 

xa - 2 ai ( 0o. 
其 中 上 是 时 间 ,而 
(2) qi Ct) + qi Ct) = 0. 
KRE pCt), gy(1) 完 全 描写 了 标 架 及 固体 的 运动 。 

动力 学 和 空间 的 曲线 论 有 密切 关系 ,后 者 甚至 可 看 为 前 者 的 特例 。 要 把 这 个 
方法 应 用 到 曲面 论 ,就 须 考虑 两 参数 族 的 标 架 。 这 个 计划 为 法 国 大 几何 学 家 G. 达 


布 (1842 ~ 1917) 成 功 地 和 精彩 地 完成 。 他 的 大 作 Théorie des Surfaces 四 册 ,是 微分 
258 


60. 微分 几何 与 理论 物理 
几何 的 经 典 。 

把 这 个 活动 标 架 法 发 扬 光 大 的 是 埃 利 ' 嘉 当 (1869 ~ 1951) RSA M | 
被 公认 为 历史 上 三 个 最 伟大 的 微分 几何 学 家 )。 现 在 ,活动 标 架 法 已 成 为 微分 几何 | 
中 极为 重要 的 办 法 。 试 述 其 含义 如 下 : | 

在 多 参数 标 架 族 时 ,相当 于 方程 式 (1) 的 是 偏 微分 方程 式 , 它 的 系数 适合 积分 | 
条 件 。 表 示 这 些 条 件 的 最 好 方法 ,是 用 外 微分 算法 。 把 (1) 和 (2) 两 式 写 为 





dx = > wei, 
(3) 1-43, arin 
de; 二 225 €j, 
j 
(4) Wij + Wi = 0, 


其 中 o; wi 为 参数 空间 的 一 次 微分 式 。 最 广泛 的 情形 是 参数 空间 是 全 体 标 架 所 成 
的 空间 。 这 个 空间 是 六 维 的 ,因为 定 x 需要 三 个 坐标 ,而 以 x 为 原点 的 标 架 成 三 参 
数 族 。 固 定 一 个 标 架 , 有 唯一 个 运动 ,把 它 变 为 男 一 标 架 。 所 以 全 体 标 架 所 成 的 空 
间 与 运动 群 同 胚 , 记 为 C. 

求 (3) 式 的 外 微分 , 则 得 





do; = 2 oj 人 Wiis 
(5) j 


ls ujk 553; 


dw; = 2 joa A Wik» 
k 


其 中 “A "代表 外 积 。 这 是 群 6 的 毛 雷 尔 - 嘉 当 方程 式 , 与 G 的 李 代 数 乘法 方程 是 
对 偶 的 。 可 见 从 动力 学 到 活动 标 架 ,到 李 群 的 基本 方程 是 一 串 目 然 的 过 程 。 
这 个 演变 还 可 继续 推进 。 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 发 表 后 , 嘉 当 于 1925 FRR 
一 文 ,文中 发 展 广义 仿 射 空间 的 理论 ,及 它 在 相对 论 的 应 用 。 此 文 的 一 个 结论 是 
(5) 式 的 推广 ; 
dw; = 2 oj A wj, 
(6) | 


dw; = > di A wy + Qj, Ps GERA: 
其 中 QEA , UAE ee: — HEA SLEEN RE o 

处 理 微 分 几何 的 一 般 方法 是 张 量 分 析 。 它 的 基本 观点 是 利用 局 部 坐标 的 切 矢 
量 作 标 架 。 现 在 看 来 ,这 个 约束 弊 多 利 少 。 但 是 张 量 分 析 简 单 明 了 ,在 初等 的 问题 
中 ,其 功用 是 不 可 磨灭 的 。 


2. 曲面 论 与 孤立 子 及 e -模型 


在 三 维 欧 氏 空间 P ABCHHTA So FA x € S, it x 是 它 的 坐标 矢量 ,并 命 
E 表 其 单位 法 矢量 , 则 S 的 不 变量 是 两 个 二 次 微分 式 : 
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(7) I = (dx,dx) >0, Il =- (dx,d£) 
分 别称 谓 第 一 及 第 二 基本 式 , 前 者 并 且 是 正定 的 。 第 二 基本 式 的 两 个 特征 值 万， 
i = 1,2, RÄ S 的 主 曲 率 。 它 们 的 对 称 函 数 


(8) H = i 十 k;), K = kil, 


分 别称 为 中 曲率 与 全 曲率 (高 斯 曲率 )。 这 些 曲 率 有 简单 的 几何 意义 , 谅 为 熟知 的 
事实 。 例 如 , H = 0 的 曲面 是 最 小 曲面 。 

中 曲率 或 全 曲率 是 常数 的 曲面 显然 有 研究 的 价值 。 如 x,y,z AE 的 坐标 ,而 
S 有 方程 式 
(9) z= z(x,y), 
则 

H = const 或 K = const 

可 表 为 函数 z(x,y) 的 二 阶 非 线 性 的 偏 微分 方程 。 求 这 样 的 曲面 等 于 解 相当 的 方 
程 。 例 如 ,最 小 曲面 H = 0 的 方程 是 
(10) (14 2 lia 一 222y2ry + (1 + PNE = 0, 


此 方程 是 非 线 性 椭圆 式 的 。 
为 一 重要 的 例子 是 KK= 人 负 和 常数 ,可 假设 为 K =- 1。 在 这 样 的 曲面 上 渐 近 曲线 
是 不 重合 的 实 曲线 。 命 o 为 其 夹 角 , 则 可 在 S 上 选择 参数 ut, 使 


(11) Pu = Sin Qo 
这 是 有 名 的 正弦 - 苹 登 (SG) 方 程 。 反 之 ,如 有 SC -方程 的 一 解 ,可 作出 一 个 
K = -1 的 曲面 。 

由 此 解释 ,曲面 的 变换 论 ,在 偏 微 分 方程 论 有 重要 的 应 用 。 它 的 根据 是 下 面 的 
贝克 隆 德 定理 : | 


设 曲面 S,S" 成 对 应 ,使 连接 对 应 点 x € Six € S* 的 直线 为 两 曲面 的 公 切 
线 。 命 r 为 对 应 点 间 的 距离 ,vy 为 曲面 在 对 应 点 法 线 的 夹 角 。 如 + = const, 
v = const, 则 S $0 S" 的 全 曲率 同 是 - sin vy/r“( = ARR). 

此 和 定理 使 得 我 们 从 一 常 全 曲率 的 曲面 , 造 出 同一 常 全 曲率 的 曲面 , 即 从 SG - 方 
程 的 一 解 造 出 新 解 。 

WME olu, t) A EZ u 上 的 波动 ,t 为 时 间 , 则 SG -方程 有 孤立 子 解 ,而 上 述 变 
换 可 引 至 新 解 , 增 减 其 孤立 子 个 数 。 这 样 可 得 任意 个 孤立 子 的 SG -方程 的 解 。 

负 常 全 曲率 曲面 在 高 度 的 一 个 推广 是 E= (2n - 1) 维 欧 氏 空间 ) 内 的 n 
维 常 曲率 支流 形 。 这 种 支流 形 相当 于 一 偏 微分 方程 组 ,可 能 是 SG -方程 在 高 维 的 
推广 。 腾 楚 莲 和 巴西 女 数学 家 特 南 布 菜 特 证 明了 贝克 隆 德 定 理 在 高 维 的 推广 。 
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60. 微分 几何 与 理论 物理 
常 中 曲率 的 曲面 或 最 小 曲面 在 理论 物理 上 有 同样 多 的 应 用 。 如 f: XY E 
两 个 黎 曼 流 形 间 的 映射 ,可 以 定义 它 的 能 (Energy)E(f)。 这 个 泛 防 的 临界 映射 称 
为 调和 映射 。 这 是 调和 函数 和 最 小 支流 形 的 推广 。 调 和 映射 适合 一 组 椭圆 式 的 二 
阶 偏 微分 方程 。 如 果 和 是 紧 致 的 ,调和 映射 是 比较 稀有 的 。 因 为 它 的 出 发 点 是 变 
分 原则 ,这 些 映 射 就 可 能 在 物理 上 有 用 。 
从 几何 的 观点 讲 , 已 知 流 形 X,Y (dimX < dimY), 如 何 把 X RARAY R 
为 最 小 子 流 形 ,是 一 极 有 兴味 的 问题 ,即使 XX = 5? 为 二 维 球面 ,此 问题 亦 不 简单 ， 
在 此 假设 下 ,早年 EE. 卡拉 比 .陈省身 和 工 . 巴尔 博 扎 研究 了 了 = S" (n 维 球面 ) 的 
情形 。1980 年 物理 学 家 A.M. 丁 和 和 WW.J. 扎 克 热 夫 斯 基 确 定 了 所 有 的 调和 映射 f: 
S?— P,(C)(n 维 复 投影 空间 ) , 称 为 o -模型 。7 为 其 他 空间 的 情形 ,如 SU( n), Qn 
(C)( 复 二 次 超 曲面 ) ,或 G(n,k)( 格 拉 斯 曼 流 形 ), 其 中 的 最 小 二 维 球 面 为 何 , 亦 为 
大 家 所 渴 欲 了 解 的 。 此 问题 至 今 未 全 解决 。 
对 于 最 小 曲面 数学 分 析 上 有 强 的 “有 理性 (Regularity) "性 质 , 即 在 某 种 边界 条 
件 下 ,有 有 理 的 或 光滑 的 最 小 曲面 存在 ,这 个 重要 的 结果 在 几何 上 有 无 数 应 用 。 在 
广义 相对 论 R. 舍 恩 和 丘 成 柚 用 来 证 明 所 谓 “ 正 质量 猜想 ”。 


3. MZE 


规范 场 论 的 数学 基础 是 矢量 从 的 观念 。 这 个 演进 在 数学 上 是 十 分 自然 的 : 牛 
顿 的 微 积分 讨论 函数 y = f(x)。 我 们 可 推广 自 变 数 为 m 维 空间 的 坐标 , 因 变 数 为 
n 维 空间 的 矢量 , 即 得 m 变数 的 矢量 值 函 数 。 通 常 也 可 把 函数 记 为 映射 f: Xo Y, 
HH X = R”, Y = R"。 这 个 映射 可 以 表 为 一 个 “图 (Graph)”F: X>Xx Y, F(x) = 
(x,f(x)) x € X. 映射 的 右 端 是 两 个 拓扑 空间 的 积 。 命 x: X x YX, tE 
n(x,y) = x,x € X,y € Y, WRATH Rae F(x) = x 

KAA BER , FEI RC A REDERI, BERR X x Y E s gl 
E, 它 只 是 局 部 的 乘积 。 易 言 之 ,有 空间 E 及 映射 x+: EX, HBA x € X AAR 
U 合 于 条 件 : x '(U)5 Ux Y 是 拓扑 相等 的 。 

局 部 乘积 的 空间 是 否 必然 是 整体 的 乘积 ? 即 上 述 的 E 是 否 必 与 Xx 了 拓扑 相 
等 ? 这 在 数学 上 是 一 个 极为 微妙 的 问题 , 它 的 解答 引 至 示 性 类 (Characteristic 
Classes) 的 观念 。 (答案 是 E PVE X x Yo) 

设 矢量 从 r: EX, BR F: X EG TRIER F(x) = x,x € X, FON 
面 (Section)。 截 面 的 微分 须要 联络 (Connection)。 量 度 微分 的 非 交 换 性 是 曲率 。 

规范 场 就 是 矢量 从 的 联络 ,物理 学 家 称 为 规范 势 , 曲 率 则 称 为 Strength。 微 分 
几何 与 理论 物理 真是 “ 同 气 连 枝 ,同胞 共 哺 "了 。 

据 我 了 解 ,一 切 物 理 的 理论 最 终 要 “量子 化 (Quantization)”。 在 数学 上 我 们 需要 
研究 无 穷 维 的 空间 及 分 离 (Discrete) 现 象 。 
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4. 结论 


我 当然 还 需要 提 到 广义 相对 论 与 黎 曼 几何 的 关系 。 没 有 相对 论 , 黎 曼 几 何 是 
不 易 受 数学 界 的 重视 的 。 
杨振宁 先生 曾 用 一 个 图 来 表示 数学 与 物理 的 关系 中 。 另 作 一 图 以 结束 此 文 。 


数学 





物理 


@ 参见 Chen-Ning Yang. Fibre Bundles and the Physics of the Magnetic Monopole. The Chem Symposium 1979, 
Springer- Verlag, 1980. 
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OD .微分 几何 的 过 去 与 未 来 


陈省身 于 1980 年 在 北京 大 学 讲授 “微分 几何 ”, 讲 课 记 录 由 
陈 维 桓 整理 成 书 。 两 人 合作 ,以 《微分 几何 讲义 》 的 书 名 ,于 1983 
年 由 北京 大 学 出 版 社 出 版 。 这 是 陈省身 为 该 书 所 写 的 文稿 , 作 
A “RE” o 


微分 几何 的 出 发 点 是 微 积 分 : 一 条 曲线 的 切线 和 微分 是 同一 个 概念 。 同 样 ， 
一 条 封闭 曲线 所 包围 的 面积 的 理论 就 是 积分 论 。" 微 积分 在 几何 上 的 应 用 ”演变 成 
曲线 论 及 曲面 论 。 微 分 几何 初期 作 重 要 的 贡献 的 , 当 推 工 . 欧 拉 (1707 ~ 1783) 和 
G. 5 H (1746 ~ 1818). 

微分 几何 的 始祖 是 C.F. 高 斯 (1777 ~ 18$$)。 他 的 曲面 论 建立 了 曲面 的 第 一 
基本 式 所 韵 定 的 几何 ,并 把 欧 氏 几何 推广 到 曲面 上 “弯曲 ”的 几何 。B. 黎 曼 (1826 ~ 
1866) 在 1854 年 有 名 的 演讲 把 这 个 理论 推广 到 n 维 空间 。 黎 曼 几 何 就 在 此 年 
出 生 。 | 

黎 曼 的 演讲 直到 他 死 后 的 1868 年 才 发 表 , 当即 引起 许多 新 工作 来 处 理 和 推展 
他 的 新 几何 。 主 要 的 作者 包括 E. 贝尔 特 拉 米 、E.B. 克 里 斯 托 费 尔 、R. FAPA; 
他 们 的 论文 都 发 表 在 1870 年 左右 。 克 里 斯 托 费 尔 是 一 位 开拓 的 大 师 。 他 一 度 在 
瑞士 的 苏黎世 任教 授 , 因 此 影响 及 于 意大利 的 数学 家 ,有 工 . 比 安 基 及 T. 里 奇 。 前 
者 是 第 一 个 用 “微分 几何 ” 作 书 名 的 (Lezioni di Geometria Differenziale. Pisa, 1893); 
后 者 是 “ 张 量 分 析 ” 的 始祖 。 

黎 曼 几何 之 大 受 重 视 , 由 于 爱 因 斯 坦 之 广义 相对 论 。 爱 氏 把 引力 现象 释 成 歼 
曼 空 间 的 曲率 性 质 , 因 之 ,物理 现象 变 成 几何 现象 。 微 分 几何 的 了 解 遂 为 理论 物理 
学 者 所 必需 。 

同 在 1870 4F. F. 克 莱 因 发 表 了 他 的 埃 尔 朗 根 纲领 。 这 个 计划 把 几何 学 定 为 一 
个 变换 群 下 的 不 变性 质 。 视 变换 群 的 选择 ,我 们 有 欧 氏 或 非 欧 几何 学 ,投影 几何 
学 \ 仿 射 几何 学 等 等 。 这 些 空间 内 的 支流 形 的 研究 成 为 相当 的 微分 几何 学 。20 世 
纪 初 期 投影 微分 几何 的 研究 相当 活跃 ,领导 者 为 美国 的 E.J. 维尔 钦 斯 基 及 意大利 
NG. 富 比 尼 , 苏 步 青 教授 作 过 重要 的 贡献 并 指导 了 很 多 学 生 。 在 仿 射 微分 几何 作 
决定 性 工作 的 当 推 W. 布 拉 施 殉 。 | 
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把 两 种 观点 融合 的 是 埃 利 . 嘉 当 (1869 ~ 1951)。 他 的 广义 空间 把 联络 作为 主 
要 的 几何 观念 。 他 建立 的 外 微分 和 他 在 李 群 的 工作 ,是 近代 微分 几何 的 两 大 柱石 。 
微分 几何 的 主要 问题 是 整体 性 的 , 即 研究 空间 或 流 形 的 整个 的 性 质 , 尤 其 是 局 
部 性 质 与 整体 性 质 的 关系 。 高 斯 - 博 内 公式 ( 见 第 五 章 $ 4) 就 是 一 个 例子 。 

要 人 研 究 整 个 流 形 , 流 形 论 的 基础 便 成 为 必要 。 流 形 内 的 坐标 是 局 部 的 ,本 身 没 
有 意义 ; 流 形 研究 的 主要 目的 是 经 过 坐标 卡 变 换 而 保持 不 变 的 性 质 ( 如 切 和 撩 量 nt 
分 式 等 )。 这 是 与 一 般 数 学 不 同 的 地 方 。 这 些 观 念经 过 几 十 年 的 演变 , 渐 成 定型 。 
将 来 数学 研究 的 对 象 ,必然 是 流 形 ;传统 的 实数 或 复数 空间 只 是 局 部 的 情形 (虽然 
在 许多 情况 下 它 会 是 最 重要 的 情形 )。 所 以 我 相信 本 书 的 内 容 会 对 一 般 数 学 工作 
者 有 用 。 

讲 到 微分 几何 的 未 来 ,当然 预测 是 很 困难 的 。19 世纪 的 深刻 的 结果 (如 单 复 变 
盟 数 论 ) ,多 半 是 单元 的 。20 世纪 内 高 维 流 形 的 发 展 是 辉煌 的 。 但 整个 宝藏 发 掘 未 
及 十 一 ,可 以 发 展 的 方向 ,多 不 胜 数 。 数 学 的 前 途 无 量 是 可 以 预 修 的 。 

这 份 讲义 是 我 在 1980 年 春季 在 北京 大 学 的 讲课 记录 ,由 陈 维 桓 整理 而 成 的 。 
因 时 间 限 制 ,内 容 甚 不 齐备 ,错误 亦 难 免 。 北 大 同仁 尤其 是 段 学 复 教授 的 支持 和 江 
泽 涵 教授 的 关心 ,是 这 个 课 的 主要 动力 。 吴 光 竺 教授 在 讲义 整理 过 程 中 提供 了 许 
多 宝贵 意见 。 吴 大 任教 授 曾 读 过 书稿 ,并 提 了 不 少 改 进 的 意见 。 田 畴 同志 也 读 过 
书稿 ,并 特 为 讲义 翻译 了 附录 一 ( 欧 氏 空间 中 的 曲线 和 曲面 ) 。 此 外 ,我 在 北大 讲课 
时 , 章 学 诚 、 尤 承 业 、 刘 旺 金 、 韩 念 国 . 周 作 领 . 刘 应 明 、 孙 振 祖 、 李 安民 和 陈 维 桓 等 同 
志 为 记录 和 辅导 做 了 不 少 工作 。 今 天 很 高 兴 有 机 会 回 这 些 同志 们 说 一 声 “谢谢 ”。 
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62 . 德 : 拉 姆 普 《 微 分 流 形 ) 甘 文 版 序 


原 书 为 《Differentiable Manifolds) , Springer-Verlag, 1984 年 。 陈 
RAAB. KAGE, 


BURR - He ar Val AAAS) Fe BK RA. {th FAC SOREL ART BR 
数论 推广 到 n 维 的 关键 。 他 在 基本 和 定理 的 证 明 上 有 严重 的 缺陷 。 赫 曼 . 外 尔 用 他 
早先 在 位 势 理论 中 的 绪 果 巧妙 地 加 以 弥补 了 。 

德 : 拉 姆 教授 的 这 本 书 是 一 本 关于 微分 流 形 的 导论 性 著作 。 看 来 它 的 主要 目 
的 是 要 用 不 同 于 霍 奇 -外 尔 的 方法 ,给 出 霍 奇 基本 定理 的 第 一 个 详细 的 证 明 。 由 于 
霍 奇 理 论 是 德 . 拉 姆 理论 的 一 个 目 然 的 顶峰 ,在 撰写 这 本 书 时 ,他 一 定 得 到 极 大 的 
快乐 。 

TE n 维 几 何 中 ,一 个 基本 的 观念 是 链 与 上 链 ,或 积分 域 与 被 积 函 数 之 间 的 "对 
偶 性 ”。 边 缘 算 子 是 一 个 全 局 算 子 ,而 上 边缘 算 子 , 即 外 微分 法 , 则 是 局 部 的 。 这 使 
得 上 同调 理论 不 论 对 于 解析 处 理 或 者 对 于 应 用 来 说 都 成 为 一 个 更 加 方便 的 工具 。 
埃 利 ' 嘉 当 发 展 了 外 微分 代数 的 基础 并 把 它 用 于 力学 .微分 组 和 微分 几何 ,与 此 同 
时 庞 加 莱 则 看 出 了 多 重 积分 的 重要 性 ,给 出 了 一 些 主 要 的 “定理 "”。 这 一 整体 理论 
在 1931 年 由 德 ' 拉 姆 的 著名 论文 完成 了 。 这 篇 论文 很 长 ,因为 当时 的 拓扑 学 只 有 
同调 论 , 上 同调 的 观念 还 不 存在 。 

概括 链 和 上 链 两 者 的 观念 是 “ 流 ”(curent ) o 这 是 德 拉 姆 引进 的 ,并 H 始 至 终 
有 效 地 用 于 本 书 。 零 维 流 就 是 广义 函数 (在 罗 明 :`. 施 瓦 尔 光 意义 上 ) , 它 现在 是 数学 
中 的 一 个 基本 概念 。 

和 霍 奇 定理 现在 有 一 些 其 他 证 明 。 也 许 最 上 自然 的 处 理 方法 是 借助 伪 微 分 算 子 ; 
参看 [5, 6]。 米 尔格 拉 姆 - 罗 和 森 布 鲁 姆 用 热 方 程 方法 的 证 明 是 一 个 具有 广泛 影响 
的 想法 : 引 。 英 里 . 伊 尔 斯 和 弗 里 德里 希 斯 给 出 了 一 个 利用 变 分 法 的 证 明史 。 

震 奇 定理 可 以 有 各 种 推广 。 最 重要 的 一 种 牵涉 到 勤 雷 的 层 系 数 的 上 同调 群 。 享 
利 嘉 当 和 塞 尔 把 它 成 功 地 推广 到 了 复 结构 :4 。 它 的 调和 理论 是 由 小 平 邦彦 首先 作 
出 的 局 。 在 某 种 几何 条 件 下 ,根据 调和 理论 可 以 用 博 赫 纳 的 办 法 ,证 明 上 同调 群 的 
“74 SE SE TR" (vanishing theorems)。 这 种 消 没 定理 非常 重要 。 

“ 流 形 上 的 椭圆 算 子 ”一 般 领 域 的 最 近 发 展 ,例如 指标 理论 和 谱 论 ,已 经 超出 了 
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本 书 的 范围 。 但 是 我 相信 ,一 个 数学 家 在 积极 探究 新 结果 时 ,能 在 这 个 里 程 碑 上 停 


留 一 下 是 值得 的 。 在 这 里 ,他 将 会 学 到 许多 数学 以 及 数学 的 风范 。 
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63 . 什么 是 几何 学 一 一 在 台湾 大 学 的 洲 讲 


这 是 1987 年 4 月 21 日 在 台湾 大 学 的 演讲 记录 ,由 林 丽 明 整 
理 。 原 载 《 数 学 传播 ) 第 11 卷 第 2 期 ,1987 年 。 


在 差不多 一 百年 前 ,几何 就 是 欧 几 里 得 。 他 在 公元 前 三 百年 左右 写 了 一 部 大 
B ,中文 叫做 《几何 原本 》(Elements of Geometry)。 从 这 本 书 我 们 可 以 看 出 : 在 当时 
的 社会 ,几何 并 不 被 大 家 所 注意 ,所 以 像 欧 几 里 得 这 样 伟大 的 人 ,我 们 也 不 大 知道 
他 的 生平 。 大 致 说 起 来 ,他 是 属于 公元 前 365 ~ 275 年 间 的 人 物 ,这 是 大 致 算 的 时 
间 ,并 不 表示 他 活 了 90 岁 。 

这 本 书 是 人 类 文化 史上 一 部 非常 伟大 、 有 意义 的 著作 , 它 的 主要 结论 有 两 个 : 

(一 ) 毕 达 哥 拉 斯 定理 : 有 一 直角 三 角形 
ABC , 则 长 边 的 平方 等 于 其 他 两 边 的 平方 和 。 由 几 
何方 面 来 说 ,如 果 我 们 在 三 边 上 各 作 一 个 正方 形 ， 
那么 两 个 小 正方 形 的 面积 和 就 会 等 于 大 正方 形 的 
面积 (如 图 1)。 

(二 ) 三 角形 三 内 角 之 和 等 于 180 ,如 果 以 弧 
度 (radian) 为 单位 ,也 可 以 说 三 角形 三 内 角 之 和 等 
a its 

这 本 书 受到 重视 ,不 单 只 是 为 了 学 几何 ,主要 ai 
还 要 学 一 种 逻辑 推理 的 方法 。 欧 几 里 得 用 几 个 很 
明显 的 事实 一 一 公理 (axiom) ,把 几何 的 结论 从 公理 用 逻辑 的 方法 推出 。 而 在 他 所 
列 出 的 公理 当中 , 较 受 争议 的 是 平行 公理 。 平 行 公理 原来 是 说 : 有 两 条 直线 被 一 
直线 所 截 ,如 果 截 角 的 和 小 于 180 ,那么 这 两 条 直线 在 充分 延长 后 , 必 相 交 于 一 点 
(如 图 2) 。 另 一 个 简单 的 说 法 是 : 假使 有 一 直线 和 线 外 一 点 ,那么 通过 那个 点 就 刚 
刚好 只 有 一 条 直线 和 原来 的 直线 平行 ,平行 者 就 是 这 两 条 直线 不 相交 (如 图 3)。 


Z1+22<180° a a 


图 2 | 图 3 
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这 个 平行 公理 在 所 有 公理 之 中 是 最 不 明显 的 ,所 以 数学 家 或 是 对 数学 有 兴趣 
的 人 便 想 从 其 他 的 公理 去 推 得 平行 公理 。 而 这 努力 延 持 了 几 百 年 ,后 来 证 明 这 是 
不 可 能 的 ,于 是 有 了 非 欧 几 何 学 的 发 现 ,这 在 人 类 思想 史上 是 非常 特别 ,有 意思 的 
事实 。 因 此 我 感觉 到 这 是 西洋 数学 和 中 国 数学 不 同 的 地 方 。 九 章 算术 是 中 国 古代 
最 有 名 的 数学 书 , 一 共 九 章 , 第 九 章 谈 的 是 所 谓 勾 股 , 勾 、 股 就 是 直角 三 角形 中 较 短 
的 两 个 边 , 一 个 叫做 勾 , 另 一 个 就 叫做 股 ,而 最 长 的 那个 边 便 称 为 弦 。 勾 股 定理 也 
就 是 刚才 所 谓 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 ,所 以 它 的 发 现 ,中 国人 也 应 该 有 份 。 但 是 在 中 国 
的 几何 中 ,我 无 法 找到 类 似 三 角形 三 内 角 和 等 于 180* 的 推论 ,这 是 中 国 数学 中 没有 
的 结果 。 因 此 ,得 于 国外 数学 的 经 验 和 有 机 会 看 中 国 数学 的 书 ,我 觉得 中 国 数学 都 
偏 应 用 ; 讲 得 过 分 一 点 ,甚至 可 以 说 中 国 数学 没有 纯粹 数学 ,都 是 应 用 数学 。 这 是 
中 国 科学 的 一 个 缺点 ,这 个 缺点 到 现在 还 存在 ,大 家 都 讲 应 用 ,不 注意 基础 科学 , 当 
然 应 用 很 要 紧 , 但 是 许多 科学 领域 基本 的 发 现 都 是 在 基础 科学 。 

因为 三 角形 三 内 角 之 和 等 于 180* 这 个 结论 ,而 有 接 下 来 的 重要 发 展 : 

(一 ) 球面 几何 

所 讨论 的 三 角形 ,不 一 定 是 要 在 平面 上 ,也 可 以 是 一 个 球面 三 角形 ,在 这 个 情 
形 下 ,三 角形 三 内 角 之 和 必然 大 于 180 ,并且 有 一 个 非常 重要 的 公式 ， 


面积 
m^ 





A+tB+C-xe= 


R 是 球 的 半径 , R 则 是 度量 球面 的 曲率 ,因此 由 曲率 的 观念 跑 到 这 样 一 个 简单 的 
公式 里 。 这 在 数学 或 物理 上 是 一 个 重要 发 展 ,因为 在 爱 因 斯 坦 的 相对 论 中 ,曲率 = 


训 代 表 一 个 场 的 力 ,所 以 几何 度量 和 物理 度量 便 完全 一 样 。 


(=) 非 欧 几 何 ( 双 曲 却 的 ) 
在 这 个 情形 下 ,三 角形 三 内 角 之 和 是 小 于 180 的 , 即 有 如 下 的 重要 公式 ; 


面积 
R? 


此 时 R* 代表 非 欧 几何 的 一 个 绝对 的 度量 , 换 句 话说 在 非 欧 几何 的 平面 上 , 它 的 曲 
率 是 负 的 , 即 曲率 = ses 因此 ,在 空间 或 者 平面 的 曲率 ,可 以 是 正 的 , 像 球面 几 
何 ,也 可 以 是 负 的 , 像 非 欧 几何 ,而 其 相对 应 的 三 角形 三 内 角 和 ,也 分 别 有 大 于 或 小 
于 180P 之 情形 ,不 再 满足 欧 几 里 得 的 平行 公理 。 

欧 几 里 得 几何 之 后 ,第 二 个 重要 的 发 展 是 坐标 几何 。 这 是 法 国 的 哲学 家 、 数 学 
FRNA + HR JL C1596 ~ 1650) ,对 于 人 研究 几何 ,引进 了 坐标 的 概念 ,因此 可 用 解析 的 
方法 来 处 理 几 何 的 问题 。 坐 标 就 是 说 : 假使 在 x - y EI LHP x UH y 
轴 ,那么 一 个 点 的 两 个 x、y 坐标 ,就 分 别 以 如 图 4 中 的 两 个 相对 应 的 度量 来 表示 。 
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63. 什么 是 几何 学 


因此 几何 的 讨论 可 用 解析 的 方法 , 即 

(x,y); 

BA ax + by +c = 0, 

AHI (x -a)?+(y-b’ =r; 

圆心 : (a,b), ! 
于 是 几何 的 问题 便 成 为 代数 的 问题 。 | 

这 样 的 发 展 不 但 使 几何 问题 的 处 理 容易 些 , 更 有 其 重大 的 意义 : 

(一 ) 解析 化 之 后 ,可 使 研究 的 图 形 的 范围 扩大 ,除了 直线 的 一 次 方程 式 ,或 者 
圆周 的 二 次 方程 式 ,我 们 还 可 以 取 任 意 的 方程 式 Kx ,y) = 0, 讨论 坐标 (x,y) 适 合 
这 样 方程 的 所 有 点 的 轨迹 ,因此 许多 用 几何 的 方法 很 难处 理 的 曲线 ,在 解析 化 之 
后 ,都 可 从 表示 它 的 方程 式 中 得 到 有 关 的 几何 性 质 。 

(I) 研究 的 图 形 不 再 局 限 在 二 维 的 平面 上 ,可 推广 至 高 维 的 空间 。 世 界 上 的 
事情 ,如 果 只 用 二 维 的 平面 ,往往 不 足以 表示 ,需要 取 更 多 的 坐标 。 例 如 我 们 所 在 
的 空间 是 三 维 , 有 %、y .z 三 个 度量 ,假使 要 用 几何 来 表示 物理 的 问题 ,那么 三 个 度 
量 之 外 , 尚 须 加 一 个 时 间 i, 所 以 物理 的 空间 就 变 成 了 四 维 的 空间 ;不 但 如 此 ,假使 
有 一 点 在 三 维 空间 运动 ,那么 除了 需要 (x, y z) 来 表示 点 的 位 置 ,还 需要 这 三 个 坐 
标 对 时 间 的 微分 (derivative) 来 表示 它 的 速率 , 即 | 学 ,党 , 蛙 ) ,这 就 成 了 六 维 的 空 
间 。 所 以 种 种 的 情形 都 指示 我 们 有 必要 考虑 更 高 维 的 空间 ,来 表示 自然 的 现象 。 

解析 几何 把 几何 研究 的 范围 大 大 地 扩大 了 ,而 科学 发 展 的 基本 现象 ,就 是 要 扩 
大 研究 的 范围 ,了 解 更 多 的 情形 , 笛 卡 儿 的 解析 几何 , 便 达 到 了 这 个 目的 ,使 几何 学 
迈 入 一 个 新 的 阶段 。 

第 三 个 发 展 是 群 的 观念 ,这 是 数学 上 一 个 基本 的 结构 。 数 学 上 总 是 要 运算 ， 
加 、 减 乘除 。 研 究 几 何 的 话 ,把 这 个 东西 从 这 个 位 置 移动 到 其 他 的 位 置 ,也 是 个 
运算 。 而 这 样 的 运算 ,也 称 为 运动 ,有 一 个 特别 的 性 质 ,也 就 是 说 : 把 一 个 物体 从 
甲 地 移 到 乙 地 ,再 移 到 丙 地 ,可 直接 把 物体 从 甲 地 移 到 两 地 , 即 两 个 运动 的 结果 ,可 
经 由 一 次 运动 来 达成 ,具有 这 个 特殊 性 质 的 , 便 称 其 成 一 群 。 研 究 几 何 的 对 象 ,应 
是 研究 几何 的 性 质 ,经 运动 群 后 是 不 变 的 。 这 个 观念 立刻 便 有 了 重要 的 发 展 。 

既然 讨论 运动 群 ,有 时 我 们 还 想 讨论 更 大 的 群 ,看 是 不 是 有 些 性 质 不 但 在 运动 
群 下 不 变 ,在 更 大 的 群 之 下 也 是 不 变 。 历 史上 最 主要 的 例子 是 投影 。 假 使 两 条 直 
线 在 空间 中 相交 ,从 一 点 投影 ,被 一 新 平面 所 截 , 则 所 得 之 二 直线 仍旧 是 相交 , 像 这 
种 “直线 相交 ”的 几何 性 质 ,经 过 一 种 比 运动 还 广 的 投影 之 后 ,所 得 的 图 形 仍 具有 如 
此 的 几何 性 质 , 即 在 投影 下 不 变 。 这 也 有 许多 应 用 ,如 艺术 家 画 画 ,讲求 透视 ,远近 
合乎 几何 的 条 件 。 | 

研究 几何 性 质 在 投影 群 之 下 不 变 的 是 所 谓 投影 几何 。 投 影 几 何 的 发 展 ,把 几 
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何 的 观念 推广 了 ,不 只 是 有 普通 的 欧 几 里 得 几何 讨论 几何 性 质 经 运动 群 后 不 变 的 ， 
也 可 以 讨论 投影 几何 中 ,投影 后 仍 是 不 变 的 性 质 。 有 许多 经 运动 群 后 不 变 的 性 质 ， 
在 投影 变换 后 是 变 了 的 , 像 距 离 、 角 度 ,但 是 还 有 些 更 重要 的 性 质 在 大 一 点 如 投影 
下 是 不 变 的 ,而 这 些 性 质 能 经 过 投影 群 不 变 , 在 几何 上 自 有 其 重要 的 意义 。 
”法 国 的 数学 家 闵 赛 列 (1788 ~ 1867) ,在 投影 几何 发 展 史 上 是 一 个 主要 的 人 物 。 

他 曾 追 随 拿破仑 攻打 俄国 ,被 俄 俘虏 ,囚禁 在 俄 之 监狱 中 , 讲 他 的 主要 著作 ,也 就 是 
在 此 时 完成 的 。 因 此 ,大 家 常常 抱怨 科学 研究 的 设备 不 好 ,相形 之 下 ,这 个 例子 可 
以 证 明 这 不 是 科学 研究 最 主要 的 问题 一 一 当然 这 情形 非常 例外 。 

在 几何 学 的 发 展 之 中 ,有 许 许多 多 几何 学 , 像 欧 几 里 得 几何 学 ,投影 几何 学 …… 
及 其 他 种 种 几何 学 ,自然 就 要 有 一 个 人 把 它 综合 集结 起 来 , 那 就 是 德国 的 数学 家 菲 力 
克 斯 : 克 莱 因 (1849 ~ 1925)。 他 在 23 岁 的 时 候 前 往 德国 小 城 埃 尔 朗 根 的 一 所 大 学 任 
教 ,依据 德国 的 习惯 ,新 教授 上 任 必须 做 一 次 公开 讲演 ,而 他 讲演 的 内 容 一 一 埃 尔 朗 
根 纲领 ,就 是 这 个 新 几何 学 。 他 把 几何 学 建立 在 群 的 观念 上 : 一 个 空间 有 一 个 变换 群 ， 
允许 把 空间 的 图 形 从 这 个 位 置 移 到 另 一 个 位 置 ,因此 有 了 一 个 群 之 后 , 便 有 一 种 几何 ， 
研究 所 有 图 形 的 几何 性 质 经 过 这 个 变换 群 不 变 的 。 这 个 群 可 以 是 欧 几 里 得 运动 群 ,也 
可 以 是 投影 变换 群 ,或 者 其 他 种 种 的 群 ,因为 群 的 选择 不 同 ,也 就 得 到 许多 种 不 同 的 几 
何 学 。 其 中 包括 非 欧 几何 学 ,根据 克 莱 因 的 观点 , 非 欧 几何 学 只 要 在 空间 中 有 一 个 所 谓 
二 次 的 超 曲面 ,讨论 在 所 有 的 投影 变换 下 ,使 这 个 二 次 超 曲面 不 变 的 。 例 如 : 在 平面 上 
有 一 个 圆周 , 非 欧 几 何 就 是 要 讨论 在 投影 变换 群 下 圆周 仍 不 改变 的 性 质 。 所 以 非 欧 几 
何 就 变 成 研究 圆 内 点 所 构成 的 空间 的 性 质 ,也 就 是 在 双 曲 平面 (hyperbolic plane) 上 讨 
论 。 因 此 由 克 莱 因 的 观点 , 非 欧 几何 学 就 变 得 极 易 处 理 。 

其 实 , 在 这 个 阶段 之 前 ,还 有 黎 曼 所 创立 的 几何 。 fon 
他 把 几何 局 部 化 ,可 以 说 是 几何 学 的 第 四 个 发 展 。 这 是 id 
ILA UL BRE. EERILY H , WR 
我 们 取 m 维 的 空间 ,一 个 点 就 可 以 用 m 个 坐标 (x!， 
2ye x”) 来 表示 ,而 此 点 到 原点 的 距离 如 果 是 d, IA P= gu 
就 有 P = M gaxix* (如 图 5)。 即 这 个 点 到 原点 距离 的 图 5 
平方 ,是 坐标 的 一 个 二 次 式 。 而 黎 曼 不 但 用 坐标 ,他 还 
用 坐标 的 微分 ,于 是 便 把 笛 卡 儿 几 何 局 部 化 ,因此 黎 曼 几何 可 说 是 一 个 局 部 化 的 几 
何 。 黎 曼 几 何 主要 建构 在 弧 长 * 上 , 弧 长 微分 的 平方 会 等 于 坐标 的 一 个 二 次 微分 
rh, Bl ds? = p^ gu dx dx*; 用 弧 长 即 可 建立 一 个 几何 ,因为 既然 有 了 ds , 便 可 计算 
两 点 所 连接 的 曲线 的 长 度 , 也 就 是 缴 长 。“ 测 地 线 ”( geodesic) 是 指 在 两 点 间 使 弧 长 
最 短 的 那 条 曲线 , 它 是 平面 上 直线 的 推广 ,此 外 还 可 以 有 面积 及 其 他 种 种 观念 。 

黎 曼 几何 最 初 在 二 维 的 情形 是 高 斯 (1777 ~ 1854) 发 展 的 ,他 在 1827 年 写 了 一 
本 差不多 50 页 的 小 册子 ,研究 在 二 维 即 曲面 的 情形 及 在 这 样 的 ds? 之 下 ,所 能 够 发 
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63. 什么 是 几何 学 台湾 大 学 的 演讲 
展 的 几何 性 质 ,他 的 目的 是 为 了 应 用 ,因为 当时 的 德国 政府 要 他 主持 一 个 测量 工 
为 了 给 这 个 测量 工作 一 个 理论 基础 ,于 是 高 斯 写 下 了 这 篇 在 微分 几何 上 最 要 紧 

论文 ,微分 几何 自 此 诞生 。 以 前 关于 把 微 积分 用 在 几何 上 的 问题 ,只 能 说 是 微 积 
bapa 在 高 斯 这 篇 文章 之 后 ,微分 几何 便 成 了 一 门 独立 的 学 问 ,就 
是 从 ds? 得 到 一 切 的 几何 性 质 。 

黎 曼 (1826 ~ 1866) 在 1854 年 ,在 为 取得 大 学 教授 资格 的 公开 演讲 上 ,发 表 了 歼 
曼 几 何 的 第 一 篇 论文 。 黎 曼 几 何 并 不 像 其 他 我 们 所 谈 的 欧 几 里 得 几何 ,或 者 克 菜 
Hiis 领 儿 何 ,或 者 是 投影 几何 ,需要 整个 的 空间 ,在 黎 曼 几何 的 情形 下 ， 
我 们 只 需要 空间 的 一 部 分 ,因为 ds? 有 意义 ,我 们 便 可 量 弧 长 .面积 .角度 …… 等 几 
gain : [i] ,也 就 是 说 ,在 这 样 的 一 个 小 块 里 , 便 可 发 展 全 部 的 
几何 性 质 ,这 是 黎 曼 几 何 革命 性 的 观念 ,使 几何 局 部 化 ,这 个 和 物理 上 的 场 论 是 完 
全 符合 的 。 

真正 使 黎 曼 几何 受到 重视 的 是 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 。 大 致 说 起 来 , 爱 因 其 
坦 的 广义 相对 论 是 要 把 物理 几何 化 ,也 就 是 说 把 物理 的 性 质变 为 几何 的 性 质 ,因此 
黎 曼 几 何 就 成 为 物理 学 家 一 定 要 念 的 一 门 数学 。 到 了 歼 曼 空间 一 样 有 曲率 的 概 
含 ,只 是 因为 黎 曼 空间 是 高 维 的 ,所 以 它 的 曲率 概念 就 变 得 相当 复杂 。 在 爱 因 斯 坦 
的 广义 相对 论 中 的 基本 公式 里 ,大 致 说 起 来 ,物理 的 力 是 一 个 曲率 ;数学 家 讲 曲率 
和 物理 学 家 讲 力 其 实 是 同一 

在 黎 曼 几何 中 , 列 维 - 齐 维 塔 平行 性 是 一 个 重要 的 观念 。 列 维 - 齐 维 塔 以 为 在 
黎 曼 几 何 ,或 者 是 广义 相对 论 里 的 洛 伦 茨 几何 ,都 有 一 个 很 基本 的 性 质 , 那 就 是 平 
行 性 ;在 这 个 时 候 ,空间 不 再 是 只 用 一 个 坐标 系 表示 的 空间 ,而 是 需要 很 多 不 同 的 
坐标 系 才能 表现 的 “ 流 形 ”(manifold) ,这 样 又 把 几何 研究 的 空间 推广 了 。 所 以 我 党 
有 个 比喻 ,如 果 我 们 把 几何 空间 的 推广 和 人 类 穿 衣服 的 过 程 相 对 照 , 那 么 一 开始 的 
欧 几 里 得 几何 , 便 好 比 人 在 原始 社会 中 没有 穿 衣 服 ,是 裸体 的 ;然后 笛 卡 儿 把 坐标 
的 概念 加 入 了 "赤裸 ?的 空间 ,就 好 比 人 类 开始 穿 衣 服 ;而 到 了 流 形 的 阶段 ,就 好 比 
现代 人 ,不 只 穿 一 件 衣服 ,还 要 常常 换 。 也 许 有 些 人 不 太 能 接受 这 样 “ 奇 装 异 服 " 式 
的 换 坐 标 ,但 是 没有 关系 , 爱 因 斯 坦 也 花 了 7 年 的 时 间 , 才 终于 接受 坐标 可 以 转换 
的 概念 ,而 能 从 特殊 相对 论 进展 到 广义 相对 论 ,空间 中 有 不 同 的 坐标 系 ,那么 麻烦 
就 来 了 ,因为 几何 的 性 质 是 和 坐标 系 的 选取 有 关 , 不 过 不 要 紧 ,只 要 我 们 能 控制 坐 
标 变换 的 性 质 ,使 在 变换 前 即 有 的 性 质 ,经 过 变换 之 后 仍 为 我 们 所 控制 ,那么 换 坐 
标 就 没关系 了 ,这 是 近代 几何 学 比较 困难 的 地 方 。 

用 以 表示 流 形 的 坐标 系 是 任意 的 ,因此 可 能 是 非 线性 的 坐标 , 这 在 处 理 上 就 变 
得 比较 困难 ;但 是 我 们 可 以 取 线 性 的 空间 去 逼近 流 形 , 换 句 话说 ,虽然 流 形 本 身 是 
非 线性 的 ,但 在 流 形 上 的 一 点 ,都 有 一 个 和 普通 空间 一 样 的 线性 空间 , 即 切 空间 。 
这 些 切 空间 之 间 原 本 是 没有 关系 的 ,而 列 维 - 齐 维 塔 平行 性 就 是 要 建立 二 点 之 间 的 
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切 空间 的 关系 ;之 后 ,微分 几何 学 家 发 现 ,这 个 平行 性 是 非常 基本 的 性 质 。 又 因为 
拓扑 (topology) 学 的 发 展 , 我 们 把 这 个 观念 推广 了 ,不 一 定 要 谈 切 空间 ,任意 一 个 空 
间 都 可 以 ,于 是 就 有 问 量 从 (vector bundles) 和 联络 (connections) 的 概念 ,也 就 是 说 流 
形 的 切 空 间 差不多 是 平 的 ,但 是 矢量 从 却 可 以 是 一 个 竖 起 来 的 空间 ,任何 的 矢量 空 
间 都 可 以 ,这 是 今天 在 几何 上 大 家 所 公认 的 一 个 基本 结构 ,从 黎 曼 几何 推广 到 有 联 
络 的 矢量 从 ,这 也 就 是 物理 上 规范 场 论 (gauge field) 的 数学 基础 。 

黎 曼 几何 把 几何 局 部 化 ,但 我 们 不 能 永远 只 在 一 个 小 区 域 里 头 ,所 以 局 部 化 之 后 

又 要 整体 化 ,又 要 把 它 扩充 到 全 空间 。 这 可 说 是 几何 学 的 第 五 个 发 展 。 而 在 这 个 整 
体 化 的 扩充 当中 ,最 要 紧 的 就 是 拓扑 学 (topology)( 即 全 大 维 先 生 说 的 《橡皮 几何 学 》)。 
只 要 我 们 不 把 一 个 图 形 扯 破 ,那么 就 有 些 几何 性 质 虽 经 过 放大 .缩小 …… 等 很 大 的 变 
换 , 也 不 会 改变 ,例如 亏 格 (genus) 的 性 质 ,比方 说 我 们 在 一 个 二 次 的 曲面 上 挖 两 个 洞 
(如 图 6) ,那么 它 的 亏 格 就 等 于 2, 也 可 以 等 于 3,4,…, 或 者 像 美 国 的 甜 甜 圈 只 有 一 个 
润 , 亏 格 就 是 1, 即 亏 格 等 于 洞 的 个 数 ,这 个 数目 是 把 曲面 放大 缩小 之 后 仍旧 不 变 的 ， 
这 是 拓扑 不 变 式 的 一 个 例子 。 男 外 还 有 一 个 例子 是 有 关于 结 (knot) ,如 图 7, 这 是 一 
个 三 维 空间 中 封闭 的 曲线 ,没有 办 法 把 它 解 开 成 一 圆周 , 即 所 谓 结 。 不 要 把 这 想 成 几 
何 学 家 没有 事 在 玩 的 东西 ,在 应 用 上 ,这 有 非常 重要 的 意义 。 


CA 


8-2 (trifold) 
图 6 图 7 


刚才 说 过 ,物理 上 的 空间 是 四 维 的 ,如 果 再 加 上 电磁 场 ,就 成 了 五 维 的 空间 。 
在 麦克 斯 韦 方 程 中 , 底 空间 是 一 个 四 维 的 流 形 ,在 那 上 头 的 每 一 点 都 突出 去 一 条 一 
维 的 空间 (矢量 丛 ) ,这 一 维 的 空间 ,在 物理 上 必须 是 封闭 的 ,所 以 是 一 个 圆周 ,数学 
家 称 此 为 圆周 从 (circle bundles) ; 也 就 是 说 , 底 空间 是 四 维 , 每 一 点 又 有 一 个 圆周 ， 
所 以 整个 空间 就 是 五 维 的 ,但 是 这 并 不 是 一 个 任意 的 五 维 空间 , 它 必须 满足 这 样 特 
别 的 一 个 几何 结构 。 利 用 这 个 观念 ,麦克 斯 韦 方程 就 可 写成 下 面 这 样 简单 的 形式 : 


OF = J,dF = 0, 


其 中 下 是 这 个 圆周 丛 的 一 个 联络 的 曲率 ,这 曲率 是 一 个 二 次 微分 式 ,d 是 代表 此 微 

分 式 的 外 微分 , dF = 0 就 是 说 这 个 二 次 微分 式 是 封闭 的 。 另 外 一 个 方程 式 是 $， 

ò= *d* 即 所 谓 余 微 分 (codifferential) 。 在 一 般 的 电磁 学 书 上 ,是 用 一 组 方程 来 表 

现 麦克 斯 韦 方 程 ,现在 由 于 数学 或 几何 的 发 展 ,不 但 把 一 组 方程 式 简 化 ,而 且 可 由 

这 化 简 的 方程 式 去 推 得 数学 .几何 .物理 上 的 结论 ,并 不 一 定 要 回来 把 方程 式 全 展 

开 才 可 获得 相同 的 结论 ,所 以 这 观念 上 的 发 展 ,的 确 使 得 科学 进步 。 如 果 大 家 有 兴 
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63. 什么 是 几何 学 一 在 台湾 大 学 的 演讲 
趣 , 可 试 着 去 证 明 这 组 方程 和 平常 我 们 所 见 的 麦克 斯 韦 方程 是 一 样 的 。 | 
在 物理 上 有 一 个 伯 姆 - 阿 哈 拉 诺 夫 实验 ,就 是 说 : 通常 
把 麦克 斯 韦 方程 写成 那样 的 形式 是 不 对 的 ,因为 它 没 有 把 ' 
所 有 的 电磁 现象 都 表示 出 来 ,应 该 利用 圆周 从 联络 A, j 
dA = 下 才 是 描写 所 有 电磁 现象 的 方程 式 , dF = 0 只 是 | 
dA = 下 的 一 种 结果 。 伯 姆 - 阿 哈 拉 诺 夫 实验 是 如 图 8 的 | 
装置 ,有 一 个 内 有 磁场 的 圆 简 , 外 面 没有 磁场 ,而 在 圆 简 的 
外 围 接 有 线圈 ,那么 圆 简 内 的 磁场 , 便 和 通电 之 路 径 有 关 , 杨 振 宁 先生 有 一 篇 文章 
把 这 情形 说 得 很 清楚 。 总 而 言 之 ,就 是 应 该 把 麦克 斯 韦 方程 写成 ; 


dA = F, ôF = J 


的 形式 (也 就 是 杨 - 米 尔 斯 方程 式 ) ,用 以 处 理 更 复杂 的 实验 ,也 才能 真正 代表 所 有 
电磁 现象 , 除 此 之 外 , 杨 -米尔 斯 方程 式 是 一 切 场 论 的 基础 ,是 规范 场 论 的 基本 方程 
式 , 它 的 重要 性 就 如 同 麦克 斯 韦 方程 在 电磁 场 或 爱 因 斯 坦 方程 在 引力 场 的 重要 性 。 
不 过 在 这 个 情形 下 ,矢量 从 就 变 成 二 维 而 不 是 一 维 了 ,那么 作用 在 这 个 二 维和 撩 量 从 
上 的 群 就 不 再 是 可 交换 ,因此 数学 上 的 处 理 就 变 得 很 复杂 本 o 

最 后 谈 谈 詹姆斯 怀特 的 公式 ,这 在 分 子 生物 学 , DNA 方面 是 一 个 基本 公式 。 
DNA 在 几何 上 的 结构 是 双 螺 线 ,是 两 条 封闭 的 曲线 互相 绕 着 ,所 以 很 自然 的 ,研究 
DNA 几何 结构 的 基础 是 很 简单 的 微分 几何 的 曲线 理论 ,和 刚刚 谈 的 结 有 关 , 即 打 了 
一 个 结 , 结 的 数学 性 质 就 对 应 到 DNA 的 生物 反应 ,这 方面 的 实验 ,目前 王 伸 教 授 正 
在 南港 从 事 。DNA 分 子 虽 是 一 个 螺 线 , 却 不 像 我 们 所 想像 的 , 它 的 螺 线 是 以 最 经 济 
的 方式 互相 缠绕 ,而 产生 了 许多 复杂 而 有 意思 的 几何 问题 ;之 中 有 一 个 就 是 怀特 的 
AK: L = T, Wo 两 个 封闭 曲线 套 起 来 的 话 有 一 个 套数 Li;, 它 会 等 于 挠 率 和 拧 
数 之 和 。 套 的 数目 可 以 很 大 很 大 ,分 子 生物 的 现象 ,不 仅 是 可 以 使 它 套 起 来 ,也 可 
以 使 它 解 开 ,恢复 原来 的 形状 。 总 而 言 之 ,我 不 懂 这 些 生物 学 ,只 是 道听途说 。 

大 家 觉得 微分 几何 应 该 是 很 有 用 的 ,因为 在 物理 学 发 展 之 中 ,电磁 学 对 人 类 日 
常生 活 是 最 有 影响 的 ;而 在 遗传 工程 及 其 他 方面 ,DNA 的 结构 也 是 生物 科学 对 人 类 
生活 最 有 影响 的 一 门 学 问 。 很 巧 ,我 刚好 就 是 研究 这 两 门 学 问 的 数学 基础 : 微分 
几何 。 这 让 我 联想 到 一 个 有 名 的 理论 物理 学 家 了 上 . 威 格 纳 所 写 的 一 篇 文章 :《 数 学 
的 不 可 思议 的 有 效 性 》, 为 什么 数学 会 有 用 ? 光 玩 玩 亏 格 (genus) 、 结 , 况 也 能 找到 有 
用 的 数学 性 质 ,提供 了 很 好 的 应 用 ,他 觉得 很 不 可 思议 。 在 这 篇 文章 的 开头 ,他 举 
了 一 个 更 简单 的 例子 : 有 两 个 中 学 同学 ,毕业 后 各 奔 前 程 ,若干 年 后 ,两 个 人 再 度 
碰面 , 甲 便 问 乙 近 几 年 在 研究 什么 ? 乙 说 他 在 研究 人 口 问题 , 甲 便 欣 黄 了 一 下 乙 的 
论文 ,发 现 论文 里 头 总 有 个 x。 我 们 都 知道 x 是 圆周 率 , 怎 么 可 以 和 人 口 问 题 发 生 
关系 ? 这 也 是 一 个 最 粗浅 的 例子 ,告诉 我 们 : 基本 的 发 现 ,有 时 候 也 不 一 定 要 求 立 
刻 的 应 用 ,可 能 结果 有 更 大 的 应 用 。 
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64. 具有 联络 的 问 量 从 


原 题 为 《Vector Bundles with Connection) , 美国 伯克利 加 利 福 
尼 亚 大 学 数学 科学 研究 所 预 印 本 ,MSRI 02808 - 87。 中 译文 见 
《陈省身 文选 》, 科 学 出 版 社 ,1989 Fs SHRIEK AMR, 
1. 引 论 
黎 曼 几何 是 高 斯 内 蕴 曲 面 论 的 高 维 推广 , 它 给 出 一 个 完全 是 局 部 的 几何 结构 。 
后 来 认识 到 这 个 几何 结构 的 大 多 数 性 质 是 从 列 维 - 齐 维 塔 平行 性 导出 ,这 种 平行 性 


是 切 从 上 的 联络 。 数 学 和 物理 的 近代 发 展 表 明了 流 形 上 “具有 联络 的 问 量 从 ”观念 
的 重要 性 。 本 文 给 出 这 个 观念 的 导 引 性 描述 以 及 它 的 一 些 应 用 。 


2. 问 量 从 
我 们 将 处 理 C^ 流 形 和 它们 的 C” 映 射 。 流 形 M 上 一 个 向 量 丛 是 一 个 映射 
x: EM, (1) 
满足 下 列 条 件 : 


B1) 对 任意 x € M, x -1(x) 是 一 个 ( 实 或 复 )g 维 向 量 空间 Y;x-'(x) 或 Y 将 
称 为 纤维 。 
B2) E 局 部 上 是 一 个 乘积 , 即 对 每 一 点 x € M, 它 有 一 个 邻 域 U 使 得 存在 一 
个 微分 同 胚 
Qu: Ux Ya (U) (2) 
满足 
x° Qu(x,yy) = x, yu € Yo (3) 


(x,yy)Jd& E XT U 的 局 部 坐标 。 | 
B3) FRM U, V, 5 UN V go BE, KR 


pulx, yu) = qy(x,yy),x € U N Vay. we Y (4) 


I SAMS 
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yu = gu (x) yv, (5) 


其 中 gm(x) 是 Y 上 一 个 非 退 化 自 同 态 。 如 果 yp, yy 表 为 单列 的 矩阵 ,那么 gm 就 
是 非 退 化 的 (9 x q) 阵 。 条 件 B3) 意 指 纤维 上 的 线性 结构 是 有 意义 的 。 

E 称 为 底 流 形 M 上 一 个 向 量 从 。 一 个 向 量 从 可 看 作为 一 族 向 量 空间 , 它 由 一 
个 流 形 参 数 化 ,使 得 局 部 是 平凡 的 而 且 纤 维 上 定义 了 线性 结构 。 

一 个 截面 是 一 个 映射 *: M— E (818 x * s = ido 两 个 截面 可 以 相 加 ,一 截面 可 

以 乘 上 一 个 ( 实 或 复 值 ) 函 数 ,得 到 的 仍 是 一 截面 。 所 有 截面 构成 一 个 向 量 空间 , 记 
fF T(E). 

函数 guy (x), x € UNV zz D, BEF GL( RK GLCQ; C) ,它们 称 为 转移 
函数 。 如 果 | U,V, W, | PA M 的 一 个 覆盖 ,那么 转移 函数 满足 下 列 条 件 : 


guu(x) = id, 
gm(x)gmw(x) = id, 在 非 空 的 过 站 了 中 ， (6) 
gu (x) gw (x) ew (x) = id, EEZ UN V() WR, 


可 以 证 明 : 关于 履 盖 的 转移 函数 族 , 当 它 满足 条 件 (6) 时 , 则 确定 一 个 向 量 丛 。 

我 们 给 出 一 些 向 量 从 的 例子 。 

例 1 E = Mx 了 Y,z 是 向 第 一 因子 的 投射 。 一 个 截面 就 是 M x Y 中 的 一 个 
RAZ, CRE M 上 一 个 向 量 值 函数 ( 见 下 图 )。 


Y 


(xy) 


M 
例 2 E = TM, CE MAMA KT VM abt sis n( = dimM), 
一 个 切 向 量 可 表 为 >) yh - So 在 坐标 ui vi d 共同 有 效 的 开 集 中 ， 





i-i bas zd (7a) 
成 立 的 充 要 条 件 是 
yy = 2, DL (7b) 


TREES RATED HEERA. TM— M 的 一 个 截面 是 MW 上 一 个 向 量 场 。 

例 3 MR MBAR n + 9 维 欧 氏 空间 ENS 那么 M 的 法 向 量 构 成 M 的 
法 从 。 
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考察 例 PEMA E = Mx Y 一 M, 一 个 截面 ; € P(E) SE M E—1T YER. 
JR X EM 上 一 个 回 量 场 ,那么 * 沿 并 的 方向 导数 依旧 是 一 个 截面 , 记 作 V ys FRAT 
试图 推广 这 个 “微分 法 "到 任意 的 向 量 从 。 


一 个 联络 是 一 个 映射 
D: P(E) 2 I(EG T' M), (8) 
其 中 T' M 是 M 的 余 切 从 ,使 得 下 列 条 件 成 立 
D1) D(s + s2) = Ds, + Ds,, 
D2) D(f- s) = f Ds +s @ df, 


这 里 s,s1, 2 € T(E), 是 1 EP SREB) KS. M Ds 用 下 列 配对 我 们 得 
到 方向 导数 的 概念 
Vxs =《X,Ds)。 (9) 
为 了 分 析 上 描述 一 个 联络 ,我 们 局 限 在 一 个 邻 域 来 考虑 ,在 其 内 取 一 个 标 架 
场 , 即 q 个 截面 e;, 1 < i < g, 它们 处 处 线性 无 关 。 因 为 诸 e; 在 每 个 纤维 中 构成 一 
个 基 , 故 我 们 可 记 


De; = 2,91) e;, (10) 
其 中 wi, 1 < ija n, 是 一 次 微分 式 。 一 次 微分 式 矩 阵 : 
En (11) 


称 为 关于 标 架 场 e; 的 联络 矩阵 。 
联络 矩阵 完全 决定 联络 。 因 为 任意 截面 可 以 表 为 


s - 2,se, (12) 
利用 性 质 D1) 和 D2) 我 们 有 
Ds = >, (ds + swi) e; 203 


AXIAL s 称 为 是 平行 的 ,如 果 Ds = 0。 
在 标 架 场 的 一 个 改变 下 ,联络 矩阵 间 我 们 有 基本 公式 。 事 实 上 , 令 


el = di ale (14) 


是 一 个 新 的 标 架 场 ,其 中 detl at) z 0. > 
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Da = Zul et, a lae (15) 
这 里 用 和 矩阵 方程 式 来 算 最 简易 。 我 们 记 


€] ej 
ho e62|i| A= (ad). (16) 
€q eg 





于 是 我 们 有 和 矩阵 方程 
De = we, De = wie’, (17) 
e' = 4e。 

微分 最 后 一 个 方程 ,利用 性 质 DI) ,D2) ,我 们 立 得 基本 公式 
wA = dA + Aoc (18) 


P ee ee e" FEB = PPR, v" EK F e" WK EEE , AB 

w 与 几 间 的 关系 又 可 从 ww 5w 间 ,ow' 与 必 间 的 关系 导出 。 

一 个 联络 也 称 为 是 一 个 协 变 或 绝对 微分 。 在 物理 学 中 它 称 为 是 一 一 个 规范 势 ， 
其 理由 在 以 后 给 出 。 关 于 一 个 标 架 场 用 一 次 微分 式 和 矩阵 给 出 ， 并 具有 变换 规 
律 (18) 。 

iE: 从 (18) 我 们 看 出 在 向 量 从 上 联络 是 存在 的 。 证 明 的 主要 思路 如 下 ; WM 
的 一 个 由 坐标 邻 域 组 成 的 开 履 盖 | U1 ,在 覆盖 中 每 一 开 集 上 选取 一 个 标 架 场 。 只 
须 用 对 m. 做 归纳 来 定义 UU 上 的 联络 ,假设 联络 已 经 定义 在 V = Us D. ds 
关于 Ui 中 标 架 场 ,联络 矩阵 已 经 在 V 门 不 上 确定 了 。 剩 下 来 利用 欧 氏 空间 中 标准 
的 扩张 定理 将 联络 矩阵 扩张 到 Un 上 。 完 整 的 论证 需 小 心 点 ,因为 扩张 定理 仅 对 十 
义 在 闭 集 上 的 函数 才 成 立 的 。 细 节 请 读者 补 出 。 

取 (18) 的 外 导数 ,并 利用 该 方程 本 身 ,我 们 得 


Q'A = AQ, (19) 
其 中 0 是 二 次 微分 式 的 (9 x q) SMES, EH FRA 
Q = dw - w ^A wo (20) 


在 最 后 一 项 中 我 们 用 矩阵 的 乘法 ,微分 式 的 乘法 是 外 乘 。 和 矩阵 2 称 为 关于 标 架 场 
« RAE 
将 (20) 外 微分 给 出 
d0 =wAGQ-OAow。 (21) 


这 称 为 比 安 基 恒等式 。 
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2&2]: 设 X,Y 是 M 上 两 个 向 量 场 , 令 
R(X,Y) = (X A YQ), R'(X,Y) = (XA Y,0'), (22) 
则 R(X,Y) 与 R(X, 了 ) 是 矩阵 ,它们 满足 方程 
R'(X,Y) = AR(X,Y)A™, (23) 
对 于 (12) 式 中 截面 ;, 令 
p (s1, s2), (24) 
则 cRe = c' Re' 不 依赖 于 标 架 场 的 选取 。 映 射 
K(X,Y): s = ce— oR(X,Y)e (25) 
称 为 曲率 算 子 。 
曲率 衡量 协 变 微分 的 不 可 交换 性 。 作 为 T(E) 上 的 算 子 , 试 证 
K(X,Y) = VxVv- VyVx- Vix,yle (26) 


4. 陈 示 性 式 和 陈 示 性 类 
我 们 考察 复 向 量 丛 , 令 


dei 7 十 og] = 1+ c1 (2) Tox £60, (27) 


其 中 了 是 单位 矩阵 ; c:(0),1 < i < gq, 是 2i 次 微分 式 。 由 (19) 知 它们 不 依赖 于 标 
架 场 的 选取 , 即 有 





c; (Q) 一 e;(Q' )。 (28) 
由 此 得 : ci(2) 是 整体 定义 在 M 上 。 因 为 我 们 能 取 MH 的 一 个 开 覆 盖 { U1 ,并 在 每 
个 U, 上 选取 一 个 标 架 场 ,所 得 到 的 c; 在 覆盖 中 任 两 个 开 集 之 交 上 一 致 。 我 们 记 
ci(E;D) = ¢(2), (29) 
以 表明 微分 式 现在 仅 依赖 于 联络 六 (自然 是 在 从 已 上 的 )。 这 些 c 称 为 陈 示 性 式 。 
我 们 在 M 上 引进 为 一 类 微分 式 如 下 : 
b(Q) = r(e), l x ixqo (30) 
2n 
34 (2 是 对 角 阵 时 ,ci(2) 与 5; (OQ) PEM FR UR HT BR. EEN MA 
式 成 立 
b; - cb; + c2b;2 € + (- 1) lc; jb; +… + (- 1)'ic; -0, l<itis qo 


(31) 
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因为 c(Q) 与 b(Q2) 在 (19) 式 的 改变 下 篆 不 变 ,故我 们 能 用 (19) 式 化 2 为 一 个 标 
准 型 ,因而 不 难看 出 (31) 式 对 一 般 情形 是 成 立 的 。 由 此 得 知 biR cj) 是 cl，…，ci 
(或 b1,…,b;) 的 多 项 式 ,具有 整 ( 或 有 理 ) 系 数 。 
定理 1. 微分 式 b; Mc, 1 < i < g, 是 闭 的 。 
由 于 上 面 的 说 明 , 只 和 需 证 明 b; 是 闭 的 。 由 (21) 式 我 们 有 
dTrQ’ = iTr(dQ A Q^) 
= iTr(o A Qi -QA wA Q^!) 20, 
这 就 证 明了 定理 。 
下 列 定 理 给 出 联络 的 改变 对 这 些微 分 式 产生 的 影响 。 
定理 2. X D 和 Di 是 从 上 两 个 联络 ,那么 微分 式 


bjCE,D) - bi(E,Di),c(E,D) - ci(E,D'), l<is<g, 
皆 是 正 合 的 。 
也 还 只 需 证 明 关 于 b, 的 定理 。 我 们 看 出 
D, = (1 - £t) Dg + tD}, O<t<l, Do = D (32) 


也 是 一 个 联络 。 令 w ED, 关于 标 架 场 e; 的 联络 矩阵 。 它 的 曲率 矩阵 由 下 式 
给 出 : 


Q, = dw, =- w, A wo -— (33) 
实施 外 微分 ,我 们 有 比 安 基 等 式 
dQ, =- N, A w, + a, A Rio (34) 
A 
EEE ere (35) 


当 改变 标 架 场 时 ,由 (18) 我 们 有 
7'A = Ano (36) 
因此 微分 式 
a = Tr(y 人 Or) (37) 
是 整体 定义 在 M 上 的 。 利 用 (34) ,我 们 发 现 
da = Tri(dg- 9 A w- o A 7) ^ QI 
(微分 每 一 个 因子 并 且 依 次 相 撞 缩 并 !) 圆 括号 间 的 表达 式 等 于 


B2dgy-9A^ wo- wo ^ 9 -2ty A mo 
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另 一 方面 ,(33) 中 关于 上 的 表达 式 导 出 
N, = day - wo A wo + t(dy- a A n- 7 ^ wo) - ty ^ m, 
所 以 


d 
ae = Bo 


由 此 得 

l d TE 

; 3; ICQ = da, 
对 上 做 积分 ,得 


. 1 
Tr(Qi) - Tr(a) = i» d| adi. (38) 


这 就 证 明了 定理 中 关于 b; 的 断言 ,于 是 定理 得 证 。 
微分 流 形 的 德 ' 拉 姆 上 同调 简 述 如 下 : S 4' 是 MM 上 7r 次 C” 微 分 式 的 空间 ,CC 
是 它 的 子 空间 ,其 中 的 微分 式 是 闭 的 。 商 空间 


di 
H'(M;C) = TE (39) 


称 为 是 M 的 r 维 德 . 拉 姆 上 同调 群 。 正 (Mi; C ) 中 元 素 称 为 是 r 维 德 ' 拉 姆 上 同调 
K, WR a € C, RIEKE AMERA jalo — 

定理 2 表明 德 ' 拉 姆 上 同调 类 | c; CE D) | AAR KA Do CERRINA EW 
第 i 个 陈 类 , 记 为 lE), <i < qo 

WR M 是 一 个 紧 致 定 问 流 形 , 它 的 维 数 是 偶数 2m AHi + 7 + i, = m, NU 





| o (Eze (E) = eu (E) (40) 


称 为 E 的 一 个 陈 数 。 | 

这 是 一 个 值得 注意 的 情节 。 从 定义 本 身 看 不 出 是 不 是 存在 非 平 凡 的 问 量 丛 ， 
即 是 否 每 个 向 量 从 整体 上 必 是 一 个 直 乘 积 。 必 须 引 进 一 个 协 变 微分 而 它 又 可 能 是 
非 交 换 的 ,这 才 导 出 曲率 。 曲 率 应 看 做 为 一 个 2 次 微分 式 ( 和 矩阵 )。 曲 率 的 某 些 初 
等 组 合 给 出 了 向 量 从 的 第 一 批 最 重要 的 不 变量 。 这 些 组 合 本 质 上 基于 和 矩阵 的 特征 
(ERE MH XT PR PET 

向 量 丛 E 称 为 是 埃 尔 米 特 的 ,如 果 存 在 一 个 C^ 正定 埃 尔 米 特 内 积 场 (,), 使 
得 

(5,1) 2 (ts), s,t€ n I (x),x € Mo (41) 
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设 。 是 一 标 架 场 , 令 


lese) =e), lgbjeq (42) 
于 是 矩阵 
(gi) (43) 
是 正定 埃 尔 米 特 的 。 如 果 
s= > se, t= > tie,, (44) 
那么 
人 (45) 


若 。 和 + 平行 移动 , 即 指 Ds = Dt = 0, 总 使 (s,1) 保 持 不 变 ,这 时 的 D 称 为 是 
可 容许 的 。 实 际 上 在 平行 移动 的 假设 下 ,我 们 得 到 


d(s,t) = 24 (dg; m Wij zm wji) stt, 





其 中 
oj = 2,eWj. wi = wio (46) 
因此 ,一 个 可 容许 的 联络 的 条 件 便 是 
de huis (47) 


由 扩张 的 论证 ( 见 $3 中 注 ) 可 得 : 在 一 个 给 定 的 埃 尔 米 特 向 量 从 上 存在 可 容许 的 
联络 。 
标 架 e; 称 为 是 酉 正 的 ,如 果 
(ei, ej) = 8504 l = 时 为 1 ,其 余 情 形 为 零 ) 。 (48) 


在 具有 一 个 可 容许 的 联络 的 埃 尔 米 特 向 量 从 上 ,我 们 可 以 用 西 正 标 架 。 于 是 由 
(47) 我 们 有 


Wij + Wii = 0, (49) 
即 联络 矩阵 是 斜 埃 尔 米 特 的 。 由 (20) 推 知 曲率 矩阵 也 如 此 。 这 蕴含 (27) 中 的 


de 1 4 lg] 是 实 的 ,微分 式 (9),1< i < q, 也 是 实 的 。 这 个 微分 几何 的 论 
证 表明 陈 类 c,(E) 是 实 的 上 同调 类 。 可 以 证 明 它 们 是 整 上 同调 类 , 即 是 HCM SZ 
中 的 元 素 。 
类 似 的 概念 对 实 向 量 从 情况 也 可 引进 ,以 臻 我们 有 和 歼 曼 向 量 从 和 它们 的 可 容 
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许 的 联络 。 采 用 么 正 标 架 ,就 是 满足 下 列 条 件 的 标 织 


Ce (50) 
我 们 得 知 联络 矩阵 和 曲率 矩阵 缘 是 反 称 的 。 这 就 导出 : 当 i 是 奇数 时 , lO) = 
0, 4i 次 微分 式 
| pi (2) = (= D'e(Q) (51) 
称 为 实 向 量 从 的 庞 特 里 亚 金 示 性 式 , 类 p, (E) = 01p,CQ)] 是 一 个 4i 维 上 同调 
类 , 称 为 一 个 庞 特 里 亚 金 类 。 
5. 欧 氏 空间 中 的 子 流 形 
我 们 考察 一 个 n 维 流 形 M^ = M 到 n + 维 欧 氏 空间 的 浸入 
x: M^ -> E", (52) 
记号 x 既 表 示 一 个 点 x € MUGINVGGEBNS T: E": 中 一 固定 点 的 位 置 向 量 。 在 


M 上 我 们 考虑 么 正 标 架 xe, ,使 得 x € M,e, EM 在 x SHOE, 因而 e; 是 1 的 
法 回 量 。 本 节 中 我 们 采用 下 列 的 指标 范围 : 
IgA, B, Cgn+q, 
lga, ß, Yan, (53) 


n+lgi,j,kgn+qo 


我 们 记 

dx = Dj wela» 

fee ates, (54) 
其 中 

wap + wpa = Oc (55) 

对 (54) 的 第 一 方程 作 外 微分 , e; 的 系数 等 于 零 , 便 得 

Die N wu = 0。 (56) 
因为 x BRAM o, BRERA , T JEFES $5 | BRÁS 

wai = 2 hing op, (57) 
其 中 

hing = hg, (58) 
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(通常 的 ) 二 次 微分 型 


IM; = 2) wn = dy hing ontop (59) 
是 M 的 第 二 基本 形式 。 第 二 基本 形式 也 记 为 31ie;, 它 是 一 个 取 值 在 法 从 的 二 次 
微分 型 。 
对 (54) 的 第 二 方程 作 外 微分 给 出 
dwap 二 D one A OCBo (60) 
(54) 中 沿 法 从 投影 得 | 
De, 三 > (61) 


这 确定 了 切 从 中 一 个 联络 ,因为 $3 中 的 条 件 D1) 和 D2) 成 立 。 局 部 黎 曼 几何 的 一 
个 基本 定理 断言 联络 D 仪 仅 依 赖 于 MM 上 的 诱导 度量 ,D 是 列 维 - 齐 维 塔 联络 ,原先 
为 列 维 - 齐 维 塔 定 义 的 。 

类 似 地 ,有 一 个 法 从 上 的 联络 


D+ e; = 25 Ure (62) 


称 为 法 联络 。 
我 们 考虑 n = 2,9 = 1 的 情形 , 即 通常 欧 氏 空间 E? 中 的 曲面 。 设 M 是 定向 
的 ,于 是 单位 法 向 量 es 是 确定 的 , 切 平面 上 么 正 标 架 el, ez 相差 下 列 变换 : 


el cos  sinĝ\fe€i 
MW j L sin 和 cos Jl] 163) 
下 是 确定 的 。 大 于 €l, €? 的 联络 和 矩阵 是 
0 pu 
w = é 64) 
| 一 00012 0 
在 标 架 经 (63) 改 变 下 ,由 (18) 得 知 
wp = wn + dé. (65) 
曲率 和 矩阵 是 | 
0 £21 
ul n ar al 


它 在 标 架 的 改变 下 不 变 。 
曲率 微分 式 Q1, 有 一 个 简单 的 几何 解释 。 事 实 上 ,由 (20) 我 们 有 
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Niz = dw120 (67) 


后 者 因 (60) 而 等 于 
dien A un molore ia) ep ds (68) 
其 中 国 括 号 内 的 表达 式 是 由 第 二 基本 式 确 定 的 , 它 等 于 M 的 高 斯 曲率 K。 于 是 我 
们 有 
dw = Qj =- Kd4。 (69) 


这 里 dA = wi A wz 是 面积 元 。 这 就 直接 导出 : 
高 斯 - 博 内 定理 . 设 凡是 态 中 的 紧 致 定向 曲面 , 则 


二 | Kad - y(M), (70) 


其 中 y M) M 的 欧 拉 数 。 

为 了 证 明 这 个 定理 , 令 Eo Æ M 士 单位 切 向 量 xef 构 成 的 空间 ， ko 可 以 等 同 于 
M 的 切 从 中 勾 正 标 架 的 空间 ,这 是 因为 el 决定 ey ,该 9 是 垂直 于 ei 的 单位 切 向 量 
并 且 e1e55 M 的 定向 一 致 。Eo 是 一 个 三 维 流 形 。 我 们 可 以 取 M 的 局 部 坐标 和 
(63) 中 的 9 作为 Eg 的 局 部 坐标 。 在 £6。 上 我 们 有 一 个 整体 的 一 次 微分 式 


usque E dida. (71) 

它 的 外 微分 是 
dol; = — KdA, | (72) 
TE M 上 我 们 定义 一 个 向 量 场 , 它 的 奇 点 在 一 个 有 限 点 集 xu, lack <r, Eo 


这 样 的 向 量 场 总 是 存在 的 。 令 AL 是 一 个 小 圆 盘 , 它 以 x 为 中 心 ,上 述 向 量 场 把 
M -As 升 为 Eo 中 一 张 曲 面 , 它 的 边界 是 9A;。 对 (72) 用 斯 托 克 斯 定理 我 们 得 


] ] 
x. uua KAA = jm | ,a 十 012o 
4A, TFA x, 时 ,我 们 有 极限 
F n KdA = XÙ hÅ, (73) 


I<ker 


其 中 五 是 向 量 场 在 xx 点 的 指数 。 于 是 我 们 证 明了 左 端的 积分 等 于 指数 和 ,因而 指 
数 和 不 依赖 于 向 量 场 的 选取 。 
关于 高 斯 - 博 内 定理 的 为 外 论述 ,我 们 请 读者 参考 文章 “ 欧 氏 空间 中 的 曲线 与 
曲面 ”。 
选取 一 个 特别 的 向 量 场 ,我 们 能 证 明 它 的 指数 和 等 于 x M) 我 们 对 定理 的 
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证 明 同 时 也 证 出 : M 上 一 个 具有 有 限 个 奇 点 的 向 量 场 的 指数 和 等 于 x(M)。 
EZ n = 1,g = 2 的 情形 , 即 E 中 曲线 的 情形 ,也 能 导出 有 趣 的 结论 。 在 这 
个 情形 ,法 平面 xeres 构成 法 从 。 它 的 法 联络 D+ 由 矩阵 


0 wW 
ae | ^| (74) 


给 出 。 如 前 所 述 , 当 法 标 架 经 受 变换 


OC, mA os 
时 ,联络 式 按 下 式 改 变 
wy = wy + do (76) 
因为 底 流 形 M 是 一 维 的 , 故 没有 曲率 式 。 


但 是 一 个 有 趣 的 不 变量 可 如 下 引进 : 设 M 是 一 条 闭 曲 线 , 令 e; 是 一 个 连续 光 
滑 的 法 向 量 场 ,那么 


T(e) = Ef o (77) 


是 一 个 实数 。 由 (76) 我 们 看 到 : 如 果 是 另外 一 个 光滑 的 法 向 量 场 ,7( 6) 与 
T es) 差 一 个 整数 ,因此 T Ces) mod 1 是 闭 曲线 M 的 一 个 不 变量 , 称 为 是 M 的 全 捏 
率 。 假 车 M 的 曲率 处 处 不 为 零 而 且 M 是 C? 的 ,我 们 便 能 选 6 为 主 法 向 量 , Te) 
就 是 全 挠 率 了 。 不 过 全 扭 率 对 C 曲线 就 已 定义 了 。 

全 扭 率 在 分 子 生物 学 中 起 重要 作用 ,T. 班 科 夫 和 J 怀特 证 明了 它 在 共 形 变换 
TEREK, 


6. 复线 从 


g = 1 的 复 向 量 丛 称 为 复线 丛 。 它 在 数学 的 许多 部 分 中 起 重要 作用 。 
对 于 一 个 复线 从 ,联络 和 上 曲率 矩阵 w, 0 分 别 是 一 次 、 二 次 微分 式 ,(20) 成 为 


Q = dw. (78) 
由 (27) 我 们 有 
cQ) = “a, (79) 


如 果 丛 是 埃 尔 米 特 的 ,联络 是 可 容许 的 , 那 我 们 就 采用 西 正 标 架 , 此 时 w 与 0 
是 斜 埃 尔 米 特 的 : 
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| w+w=0, 0440-0, (80) 

BI -1o AY -10 是 实 的 。 我 们 强调 本 节 中 的 o MO 是 微分 式 而 不 是 矩阵 。 

也 许 最 重要 的 复线 从 是 霍 普 夫 丛 ,定义 如 下 : 映射 

x: C,.,-{0}>P,(C) — (81) 
把 n 维 复 投 影 空间 P,(C) 定 义 为 C,,, 中 过 原点 的 所 有 直线 构成 的 空间 。 如 果 
2052) aa) = Al C,.1 = {0} A Im LZ] 是 中 的 点 。 EW Z 为 齐 次 坐标 


uc P.(C) 中 的 几何 ,我 们 在 C, ,1 中 引进 埃 尔 米 特 数 积 
(Z,W) = >) zw, (82) 
其 中 
= Gon), W = (wos, wn), (83) 


并 在 这 节 中 采用 指标 变化 范围 
0 三 4,B,C < no (84) 
Zi 称 为 是 一 个 酉 正 标 架 ,如果 
(Z4, ZB) = Oso (85) 
所 有 酉 正 标 架 构成 的 空间 可 等 同 于 酉 群 UCn + 1)。 我 们 有 下 列 图 表 
| Zos Zi, Zl € U(n + 1) 


Y To Y 

Za E S^'!.IZC€Cc,,l(Z,2)z1l (86) 
Y xy 

[Zo] € P,(C) 


映射 x 确定 P,(C) 上 一 个 圆 从 , 称 为 霍 普 夫 从 。 当 m = 1 时 ,PI(C) = 55, 得 
到 的 映射 | 
x: S58 (87) 
即 霍 普 夫 映 射 ,是 最 先 发 现 的 映射 , 它 把 一 个 流 形 映 到 低 一 维 的 流 形 并 且 不 同 伦 于 
一 个 常 值 映射 ( 常 值 映射 是 把 流 形 映 为 像 空 间 中 一 个 点 )。 
在 西 正 标 架 Z, 的 空间 中 我 们 可 记 


区 > ds (88) 


其 中 
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wip + wR = 0, wg = po (89) 
ws 是 U(n +1) 的 毛 雷 尔 - 嘉 当 式 。 他 们 满足 下 列 毛 雷 尔 - 嘉 当 方程 ,此 方程 由 外 微 
分 (88) 得 : 
dog = 377, A wo (90) 


活动 标 架 法 是 利用 U(n + 1) 中 的 这 些 方程 来 研究 P.CO S SH ER LAT. 
S^ * 由 复线 从 (81) 中 单位 向 量 组 成 。 由 (88) ， 
DZ = woo Zo (91) 


确定 这 个 从 上 一 个 可 容许 的 联络 。 它 是 一 个 联络 KAA § 3 中 条 件 D1) 和 D2) 成 
立 , 它 是 可 容许 的 ,这 是 因为 (89) 推 出 woi 是 斜 埃 尔 米 特 的 。 联 络 式 是 


w = woo (92) 

Fi (90) ,这 个 联络 的 曲率 式 是 
N = de = X wg ^e =- Dwr Nw, lean. (93) 

与 此 相应 是 埃 尔 米 特 微分 型 
M woma = (dZo,dZo) - (dZo, Zo) ( Zo Zo) (94) 


最 后 的 表达 式 在 经 历 Zp àZ, 1A | = 1 的 改变 下 不 变 。 因 此 它 是 P,(C) 上 一 个 
正定 埃 尔 米 特 微分 型 ,确定 P,(C) 中 一 个 埃 尔 米 特 度量 ,该 度量 的 凯 勒 式 是 
K = 1s uis Ll 


A Go, 三 一 “a 4, (95) 


它 显然 是 闭 的 。 从 而 这 个 度量 是 凯 勒 的 , 称 为 P,(C) 上 施 图 迪 - 富 比 尼 度量 。 
一 个 基本 事实 如 下 : 由 于 有 了 复 结 构 ,联络 式 w 有 一 个 “ 势 ”, 也 就 是 说 它 可 以 
“RKR o PXE, RZEC- S 


— —— 2 _ 
Zo = wat IZI^- (Z,Z). (96) 


于 是 我 们 得 


ro woo = (DZo, Zo) = (dZo, Zo)o 
1 
mp. 
= (23-2)logi Z |, (97) 


其 中 3 和 9 是 Cr ! 中 分 别 关 于 全 纯 坐 标 zy 和 反 全 纯 坐 标 z4 的 微分 。 但 是 最 后 那个 
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表达 式 是 C, ,1 - {01 中 的 式 子 。 为 了 得 到 已 (C) 中 的 式 子 ,我 们 取 一 个 固定 的 向 
量 4 € Ci - 10). 于 是 方程 


(Z,4)=0 (98) 
在 P,CC) PE X— T EDE TRE Lo PRX 


1Z,Al? 
IZI? 


在 P,(C) - 工 中 是 确定 的 ,因为 当 Z 乘 以 一 个 因子 时 它 不 变 。 这 里 1 Z,Al = 
I (Z,A) 上。 显然 





(99) 


99log | Z,A |? = 0, (100) 
(这 可 表述 为 : 一 个 解析 函数 绝对 值 的 对 数 是 调和 的 。) 因 此 我 们 在 P,(C) - LP 
有 关系 


| Z,A I? 
EA a 





N = 3glog (101) 
这 包含 了 下 列 定 理 的 分 析 内 容 : 

定理 (SEEMS). Ut M 是 紧 致 黎 曼 曲面 ,f: M 一 P,(C) 是 一 个 全 纯 映 射 , 则 
RE f(M) E P,(C) 中 所 有 超 平面 相交 于 相同 的 次 数 ,这 个 次 数 等 于 f( MM) 的 ( 适 
当 规 范 化 了 的 ) 面 积 。 


我 们 规范 化 已 (C) 中 面积 元 为 < ,其 中 天 是 由 (95) 定 义 的 凯 勒 式 。 于 是 





K ud Y 143 1 Z,A1 
| 
scm jus l Al 
= “57 «(0 - 9)log ZT” (102) 


我 们 留 给 读者 证 明 P1(C) 的 总 面积 是 1。 

按 假设 FLM) 是 一 条 紧 致 全 纯 曲 线 。 我 们 假定 它 不 在 超 平面 二 中 ,于 是 它 与 世 
相交 于 有 限 个 点 ,比如 说 x € Ml kr. 围绕 每 一 x, 我 们 取 一 圆 盘 ALS AAT 
(102) 允 许 我 们 对 M — UA, 用 斯 托 克 斯 定理 。 容 易 看 出 : 4A, 收缩 到 xx 时 ,边界 
项 趋 于 解析 函数 (Z, 4) 的 零点 个 数 ,定理 得 证 。 

魏 廷 格 定理 也 可 以 用 拓扑 方法 证 。 我 们 的 方法 的 最 大 长 处 是 它 以 最 清晰 的 方 
式 把 问题 的 局 部 与 整体 这 两 个 侧面 联系 起 来 ,并 且 可 以 推广 到 M 是 非 紧 的 情形 。 
在 我 们 的 微分 几何 讨论 中 引出 的 这 个 想法 是 非 紧 全 纯 曲 线 的 值 分 布 理 论 的 基础 。 
无 须 说 明 , 非 紧 的 情形 是 更 精妙 得 多 了 。 关 于 它 的 发 展 见 [6],[9]。 

在 $5 中 讨论 过 的 E? 中 曲面 的 切 从 和 E? 中 曲线 的 法 从 也 可 以 看 做 为 复线 
从 。 因 为 纤维 是 具有 一 个 内 积 定向 平面 ,而 且 定义 了 一 个 复 结构 使 得 乘 v -1 的 运 
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算是 旋转 90? 角 。$5 末 尾 的 结果 可 用 这 一 节 的 记号 来 处 理 。 我 们 留 此 做 为 练习 。 


7. 麦 死期 韦 方 程 和 杨 - 米 尔 斯 方程 


时 空 (x!,x*,x ,t = x9) 中 麦克 斯 韦 方程 , 照 通常 给 法 可 写 为 
divE = Aro, 
curl B- ZTE -4xj, 
divB = 0, 
Ls = 103b 
curl E + T B = 0, ( ) 
t 
其 中 
E = (E, E}, E3) = BY, 
B= ( B, B2, B3) 一 BEE , 
(104) 
o = fap RE, 


J = Gode = 电流 向 量 。 


这 些 可 以 写成 男 一 形状 , 它 易于 有 上 自然 且 重 要 的 推广 。 
事实 上 ,引进 反对 称 和 矩阵 


-E 0 -B B, 
(Fig) = (105) 
-E, B, 0 -B, 


-E -B, HB 0 


并 令 
J = pdx? + jidx! + j5dx? + jadx’ 
F = >) Fyd A dx*, (106) 
在 时 空中 我 们 用 洛 伦 兹 度量 
ds? = — (dx°)? + (dx!)? + (dx?)? + (dx?)?, (107) 


以 及 在 霍 奇 意义 下 对 应 的 * 算 子 。 利 用 这 些 记号 直接 验证 (103a),(103b) 能 分 别 
与 为 
d* F = AnJ, (108a) 
dF = 0, (108b) 
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其 中 d' 是 余 微 分 , 它 定义 为 
d' = *d* o (109) 


MOM 是 一 个 4 维 洛 伦 兹 流 形 ,E REM 上 一 个 埃 尔 米 特 线 丛 ,这 恰 是 上 一 节 讨 
论 过 的 情形 。 我 们 的 记号 与 术语 和 物理 学 家 的 有 分 歧 ,我 们 作 下 列 对 照 表 : 
数学 物理 
联络 式 w 规范 势 A 
曲率 式 QO 法 拉 第 (电量 单位 )F 或 场 强 


方程 (103b) 或 (108b) 是 比 安 基 恒等式 , 它 是 方程 
dA=F (110) 


的 推论 。(110) 是 (78) 的 改写 。 正 是 由 于 这 个 事实 4 称 为 规范 势 。 

近来 认识 到 ,为 了 描述 电磁 学 中 所 有 现象 ,人 们 应 该 用 (110) 来 代替 经 典 的 方 
程 (108b)。(108b) 是 (110) 的 一 个 推论 , 它 对 大 多 数 应 用 来 说 是 足够 的 。 上 述 认识 
到 的 事实 是 一 个 重要 实验 的 后 果 , 这 个 实验 在 1959 年 被 Y. 阿 哈 拉 诺 夫 和 D. 伯 姆 
提出 ,在 1960 年 被 R.G. 钱 伯 斯 实现 了 , 见 [10]。 换 句 话 说 ,麦克 斯 韦 方程 中 的 未 
知 量 应 该 是 联络 式 或 规范 势 4 ,而 不 应 是 曲率 式 或 场 强 下 ,方程 应 该 是 


d'F = 4xJ, dA 一 F, (111) 
当 人 们 推广 到 杨 -米尔 斯 方程 时 ,这 事 就 清楚 了 , 见 [1j。 这 里 的 对 象 是 WM 上 
一 个 SU(2) 丛 ,W 仍 是 一 个 4 维 洛 伦 兹 流 形 。 因 为 规范 群 是 非 交 换 的 ,人 们 必须 使 

用 协 变 微分 Dy。 杨 -米尔 斯 方程 是 
DaF = 4r], Di4 = F, (112) 

其 中 

DA=dA4-AA A, (113) 
于 是 我 们 看 出 杨 - 米 尔 斯 方程 是 麦克 斯 韦 方 程 的 一 个 直接 推广 ,它们 分 别 是 纤维 维 
数 g 为 1,2 的 情形 。 杨 -米尔 斯 方程 在 4 维 流 形 的 研究 中 正 起 着 影响 深远 的 作用 


(S. 唐 纳 森 的 工作 ), 其 主要 道理 是 方程 的 解 给 出 一 些 流 形 , 它 们 有 重要 的 几何 
意义 。 
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65 ximo 
个 人 的 评说 


1987 年 ,美国 数学 会 为 纪念 成 立 100 周年 ,出 版 (A Century of 
Mathematics in America) 3 卷 集 ,陈省身 应 邀 写 成 此 文 , 刊 于 该 书 
第 1 卷 ,375 ~ 377 页 。 中 译文 收 于 《陈省身 文选 》, 科 学 出 版 社 ， 
1989 年 ; 张 洪 光 译 , 李 文 林 校 。 


1. 射影 微分 几何 


我 从 事 于 几何 大 都 亏 了 我 的 大 学 老师 姜 立 夫 博 士 。1919 年 , 姜 博 士 在 哈佛 的 
J. 库 里 奇 指导 下 获得 其 哲学 博士 。 他 一 返回 中 国 ,就 在 刚刚 创办 的 天 津南 开 大 
学 一 一 一 所 当时 大 约 有 三 百名 学 生 的 私立 大 学 ,筹建 了 一 个 “一 人 ” 系 。 在 我 的 班 
级 里 ,有 五 名 数学 专修 生 。 我 给 讨论 班 报告 取 自 库 里 奇 的 书 《 非 欧 几何 学 》《 圆 和 
球 的 几何 学 》 以 及 其 他 来 源 的 材料 。 

当 1930 年 我 从 南开 大 学 毕业 时 ,或许 在 中 国 做 研究 的 唯一 的 数学 家 是 那 时 北 
平 清华 大 学 的 教授 孙 错 博士 。1928 年 , 孙 贸 在 芝加哥 大 学 EE.P. 莱 恩 的 指导 下 获得 
其 哲学 博士 。 为 了 跟 孙 博士 工作 ,我 成 了 清华 大 学 的 助教 ,一 年 过 后 ,成 为 研究 生 。 
我 开始 知道 ,有 一 个 芝加哥 的 玉 .J. 威 尔 辛 斯 基 创 建 的 射影 微分 几何 的 “美国 学 
派 ”"。 威 尔 辛 斯 基 关 于 这 个 主题 的 第 一 篇 论文 出 现 于 1901 年 。1906 年 ,他 是 美国 
数学 会 的 纽 黑 文 演讲 的 主讲 者 。 这 个 主题 一 直 盛 行 到 30 年 代 。1931 年 ,P. 斯 佩 
里 编辑 的 关于 射影 微分 几何 的 文献 目录 包含 了 二 百 多 篇 论文 。 我 那 时 特别 喜欢 读 
哈佛 的 G.M. 格 林 的 论文 。 

还 有 一 个 由 c. REEM E. RTF 1918 年 创建 的 射影 微分 几何 的 “意大利 学 
派 ”"。 美 国学 派 采用 偏 微分 方程 组 作为 解析 基础 ,并 把 李 群 理论 用 来 产生 不 变 式 ， 
但 是 这 个 意大利 学 派 却 采取 微分 形式 作为 解析 基础 。 

注意 到 这 一 点 或 许 是 有 趣 的 , 即 当 我 1949 年 加 入 芝加哥 大 学 为 教授 时 ,我 实 
际 上 成 了 E.P. 莱 恩 的 继任 人 。 他 是 一 个 典型 的 正派 的 人 。 在 这 门 学 科 上 ,我 消耗 
了 最 好 的 一 些 年 华 。 但 是 到 了 德国 ,我 却 裔 然 离开 它 而 去 开垦 新 的 沃土 了 。 
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2. 道路 几何 


研究 微分 几何 的 另 一 群 活动 的 人 物 是 在 普林斯顿 ,其 代表 人 物 是 L.P. 艾 森 哈 
特 .0. Effe T. Y. 托马斯 。 艾 森 哈 特 的 《 黎 曼 几 何 》 是 一 本 第 一 流 著 作 和 知识 
的 源泉 。 维 布 伦 有 广泛 的 数学 兴趣 ,包括 几何 基础 .代数 拓扑 、 微 分 几何 和 数学 物 
理 。 他 在 把 普林斯顿 发 展 成 为 一 个 世界 数学 中 心中 ,起 了 重要 的 作用 。 

我 第 一 次 与 维 布 伦 接触 ,发 生 在 1936 年 。 他 写 信 给 E. 嘉 当 谈 射影 正规 坐标 。 
这 对 “道路 几何 ”的 普林斯顿 学 派 来 说 是 紧要 的 事 ,因为 它们 要 用 于 定义 张 量 的 “ 正 
规 开 拓 ”。 射 影 正规 坐标 可 以 用 不 同 的 定义 给 出 ,而 每 一 种 定义 都 有 不 足 之 处 。 在 
维 布 伦 的 信 以 后 ,我 提出 了 一 个 基于 下 . 嘉 当 的 几何 方法 的 定义 。 这 个 结果 由 维 布 
伦 推荐 并 发 表 在 1938 年 的 《数学 纪事 》 上 。1937 4E ,在 我 回 中 国之 后 ,他 把 我 和 我 
的 学 生 们 的 其 他 几 篇 论文 推荐 到 年 鉴 和 别 的 期 刊 。1942 年 ,他 邀请 我 访问 高 级 研 
究 所 。1943 ~ 1945 年 是 我 一 生 中 最 丰 伐 多 产 的 时 期 之 一 。 维 布 伦 对 现代 数学 和 美 
国 数学 具有 深 壮 的 眼光 。 他 在 自己 的 研究 和 美国 数学 的 发 展 两 方面 都 有 非常 大 的 
贡献 。1960 年 他 去 世 以 后 ,为 了 纪念 他 ,美国 数学 会 设立 了 几何 方面 的 “ 维 布 伦 
奖 ”。 我 想 , 作 这 个 提议 的 是 W. 吉文 斯 和 我 本 人 。 


3. 拓扑 学 的 发 展 


本 世纪 初 ,整体 微分 几何 开始 引 人 注 目 。 例 如 ,美国 数学 会 会 报 的 前 几 卷 就 含 
有 和 希 尔 伯 特 和 庞 加 菜 两 人 从 事 曲 面 论 的 论文 。 在 那里 , 希 尔 伯 特 给 出 了 他 著名 的 
利 布 曼 球面 刚性 定理 的 证 明 , 庞 加 莱 给 出 了 凸 面 上 的 闭 测 地 线 的 存在 证 明 。( 我 相 
信 这 些 论文 是 应 邀请 而 来 的 ,表现 了 他 们 对 新 期 刊 的 支持 。) 

美国 对 微分 几何 的 最 重要 的 贡献 多 半 来 自 拓扑 学 。M. 莫 尔 斯 的 临界 点 理论 
有 它 的 变 分 法 的 起 源 。 它 成 了 黎 曼 几何 中 一 个 适当 与 必需 的 工具 。 测 地 线 的 研究 
现在 也 是 一 个 有 活力 的 论题 。 

另 一 个 重要 的 贡献 是 H. 惠 特 尼 的 球 从 理论 , 它 导致 了 微分 几何 中 的 一 个 基本 
概念 一 一般 的 纤维 从 。 惠 特 尼 看 出 了 上 同调 在 拓扑 学 应 用 中 的 重要 ,引导 出 了 
拓扑 学 范围 的 示 性 类 。 
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本 文 分 三 讲 。 前 两 讲 在 台湾 “中 央 研 究 院 ”讲述 (1990 年 10 
月 19 日 、26 日 ), 第 三 讲 在 台湾 大 学 进行 (11 月 2 日 )。 由 康明 
昌 、 胡 错 整 理 。 原 载 《陈省身 文选 》, 台 湾 联 经 出 版 公司 ,1993 年 。 





$0 前 言 


我 今天 看 了 中 央 研 究 院 数 学 所 现在 茵 勃发 展 的 情形 和 大 家 努力 工作 的 精神 ， 
非常 的 高 兴 。 数 学 所 李 国 伟 先 生 刚 才 讲 过 , 这 个 所 是 我 开始 的 。 经 过 是 这 样 ,1946 
年 我 从 美国 回 到 上 海 1943 ~ 1946 年 我 在 美国 普林斯顿 高 级 研究 所 开始 做 示 性 类 
这 方面 的 工作 ,就 是 今天 要 讲 的 东西 。 那 时 候 的 旅行 不 像 现 在 , 那 时 候 是 坐 轮船 。 
经 过 二 十 多 天 的 轮船 旅行 ,我 终于 到 了 上 海 ,预备 到 清华 大 学 教书 。 可 是 中 央 研 究 
院 告诉 我 ,在 抗战 时 已 经 准备 设立 数学 研究 所 ,并 且 在 昆明 成 立 筹备 处 ,由 姜 立 夫 
先生 任 筹备 处 主任 ,所 以 数学 所 要 成 立时 请 姜 先 生 担 任 所 长 ;可 是 战争 结束 时 , 姜 
先生 奉 派出 国 进修 ,他 们 就 要 我 帮助 姜 先 生 办 这 个 所 。 我 答应 了 这 件 事 。 

当时 数学 研究 所 的 筹备 处 设 在 上 海 。 由 于 日 本 退回 的 庚 子 赔款 在 上 海 法 租界 
成 立 自然 科学 研究 所 ; 自然 科学 研究 所 有 很 多 部 分 ,我 们 就 接收 了 数学 的 部 分 。 数 
学 部 分 的 设备 很 好 , 当时 重要 的 杂志 ,如 Math. Annalen, Crelle's Journal, Liouville 
Journal, 都 保存 了 一 整套 。 

刚 开 始 时 ,我 最 重要 的 工作 是 训练 新 人 。 我 找 了 一 些 刚 毕 业 的 大 学 生 , 一 共有 
十 几 个 ,大 部 分 是 大 学 毕业 三 年 以 内 。 他 们 能 做 什么 ? 我 跟 他 们 讲 数学 ,因为 当时 
要 求 他 们 做 研究 ,除了 少数 例外 ,大 部 分 不 知 如 何 着 手 。 我 想 ,数学 里 面 不 需 太 多 
预备 知识 的 是 代数 拓扑 。 所 以 ,我 一 个 礼拜 跟 他 们 讲 6 个 小 时 的 代数 拓扑 ,基本 的 
参考 书 是 亚 历 山 德 罗 夫 与 霍 普 夫 的 《拓扑 学 》, 是 当时 一 本 经 典 的 书 。 

在 这 群 人 中 ,后 来 有 好 几 位 都 有 很 好 的 成 就 。 例 如 , 匡 文俊 日 后 到 法 国 研究 ， 
在 示 性 类 有 很 重要 的 成 就 ;房山 涛 最 先 做 紧 致 空间 映射 的 不 动 点 定理 ,后 来 搞 动 态 
系统 ,他 现在 在 北京 大 学 ,他 因为 动态 系统 的 贡献 得 了 第 三 世界 科学 院 的 数学 奖 ; 
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“66. 示 性 类 与 示 性 式 
还 有 杨 忠 道 先生 ,他 是 本 院 的 院士 ;又 如 陈 国 才 , 他 在 微分 几何 和 李 群 有 很 杰出 的 
贡献 , 陈 国 才 是 很 有 独创 性 的 数学 家 ,他 的 工作 比美 国有 名 的 数学 家 邓 尼 斯 沙 利 
文 做 得 还 完全 ,也 比较 早 , 当然 沙 利文 才华 很 大 ,做 的 范围 比较 广 。 


$1 斯 带 弗 尔 - 惠 特 尼 类 与 庞 特 里 亚 金 类 


我 们 今天 要 讲 的 是 示 性 类 。 

示 性 类 重要 的 原因 是 由 于 近代 数学 一 个 基本 的 概念 : 纤维 从 。 

纤维 从 最 简单 的 例子 是 这 样子 的 。 你 们 都 学 过 解析 几何 , 笛 卡 儿 怎 么 决定 平 
面 上 点 的 坐标 呢 ? 取 x 轴 , 再 取 任 意 一 条 与 x 轴 相 交 而 不 重合 的 直线 1, 则 所 有 与 
l 平行 的 直线 族 盖 满 平面 。 如 果 通 过 P 点 并 且 平 行 于 1 的 直线 在 x 轴 截 出 的 点 的 
坐标 是 x,P 点 在 这 直线 的 坐标 是 y, 那 么 (x,y) 束 是 P 点 的 坐标 (图 1)。 





图 1 


注意 , 笛 卡 儿 这 样 定 出 的 x Sy 是 不 对 称 的 。 后 来 研究 数学 的 人 把 它们 变 成 
正 交 ,有 了 x 轴 与 y 轴 , 这 是 比较 特殊 的 情形 ,所 有 与 /平行 的 直线 都 是 纤维 ,整个 
平面 是 x HS] 的 乘积 , 它 是 这 两 条 直线 的 拓扑 积 。 

一 般 的 纤维 从 是 把 “乘积 ”这 个 限制 放松 ,我们 不 要 求 整体 是 个 乘积 ,只 要 求 局 
部 是 个 乘积 。 这 个 放松 意义 大 极 了 ,范围 也 大 得 多 ,包括 许多 有 意思 的 情形 。 什 么 
是 局 部 积 ? 

qe E 是 空间 M 的 纤维 从 , 设 r: E—M EE 在 M 的 投影 。 所 谓 的 局 部 积 
就 是 ,对 于 M 的 每 一 个 点 x, 都 有 一 个 邻 域 VU 使 得 x-'(U) 是 个 乘积 。 因 为 x 
(U0) 是 个 乘积 , 它 里 面 的 点 有 两 种 坐标 x 与 y,x 是 U 里 的 点 的 坐标 ,y 是 纤维 上 的 
坐标 (图 2)。 这 跟 笛 卡 儿 的 情形 完全 一 样 。 

但 是 ,y 坐标 的 选择 和 UU 有关, 通常 把 它 记 为 yy. WR x 有 男 一 个 邻 域 V 使 
得 r- (克也 是 乘积 ,那么 r (x) 上 的 点 就 有 两 种 坐标 (x yu) 3 (x yy)o yu 与 yy 
当然 有 些 关 系 ,我 们 假定 这 个 关系 是 线性 变换 ,也 就 是 ， 

yu * 8uv = Yv» 
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图 3 
其 中 go 是 一 般 线性 群 的 元 素 。 这 个 假定 主要 是 使 纤维 上 的 线性 结构 有 意义 , 因 
此 我 们 得 到 的 不 是 一 般 的 纤维 从 ,而 是 向 量 从 。 


更 详细 的 说 , 设 M 是 微分 流 形 ,E 是 M 上 的 向 量 从 , x € M, r: E 一 >M 是 EE 
到 M 的 投影 。 我 们 要 求 所 有 的 空间 与 映射 都 是 平滑 的 。 考 虑 以 下 的 图 形 ， 





Va E 


X M 





HEA E 是 由 所 有 的 向 量 空间 V, ZV, = ox (x), x BM LAER 
点 。 我 们 还 要 求 : 
(a) 对 于 M 上 任意 一 点 x, 都 存在 x 的 某 一 邻 域 U 使 得 x-'(U) 变 成 积 流 形 
Ux Y, HEF Y Eg 维 的 向 量 空间 ;因此 ,x-1(0) 的 局 部 坐标 是 (x, yy), x € U, 
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Yu e Y. | 
(b) 若 邻 域 U 与 VY 有 非 空 交集 ,其 坐标 yo 与 yy 必 存 在 以 下 的 线性 关系 : 


yy * guy(x) = yy, (2) 


其 中 glx) € GL(q)( = GLCq;R) X; GL(q5C)) ,变换 群 GL(g) 从 右边 作用 于 YY。 

紧 接 的 一 个 问题 : 局 部 积 是 否 恒 为 整体 积 ? 这 个 问题 可 不 简单 , 它 相 当 于 要 
找 出 局 部 积 的 不 变量 。 回 答 这 个 问题 的 是 庞 加 莱 与 霍 普 夫 的 定理 : 

定理 ( 庞 加 莱 - 和 霍 普 夫 ) 

设 M 是 紧 致 定 问 的 流 形 , TM EM 的 切 向 量 从 ,s: M —9 TM E M 上 之 一 般 
Simp EX. Du 


X(MM) = s 的 零点 的 个 数 总 和 ， (3) 


此 处 之 y M) RUE M 的 欧 拉 - 庞 加 莱 示 性 数 。 

在 M 是 二 维 的 情形 , 庞 加 莱 证 明 这 个 定理 , 霍 普 夫 把 它 推广 到 n 维 流 形 。 如 
果 切 向 量 从 TM 是 整体 积 ,我 们 显然 可 以 找 一 个 处 处 不 为 零 的 切 向 量 场 。 因 此 ,如 
E y(M) «0, 根据 庞 加 莱 - 震 普 夫 定理 ,我 们 得 知 切 向 量 丛 不 是 整体 积 。 这 就 有 
意思 了 ,既然 切 向 量 丛 不 是 整体 积 ,我 们 就 可 以 接 下 去 问 它 有 什么 样 不 同 的 性 质 。 

庞 加 莱 - 霍 普 夫 定理 还 有 更 深 一 层 的 意义 。 我 们 知道 , 欧 拉 - 庞 加 莱 示 性 数 是 
个 拓扑 不 变量 ,而 庞 加 莱 - 霍 普 夫 定理 告诉 我 们 ,随便 取 个 一 般 的 切 向 量 场 ,把 它 的 
零点 个 数 加 起 来 是 个 拓扑 不 变量 。 因 此 ,我们 把 这 个 想法 推广 。 

既然 一 个 向 量 场 可 以 定义 欧 拉 - 庞 加 莱 示 性 数 , 霍 普 夫 就 有 这 么 一 个 想法 ,如 
果 取 个 向 量 场 会 怎样 ? 若 si sz， ss 是 个 在 一 般 位 置 的 向 量 场 ,那么 在 M 
Ef s (ac) n s(x) 线 性 相关 的 点 形成 一 个 维 数 是 -1 的 轨迹 。 这 样 的 上 -1 维 
的 轨迹 是 个 下 闭 链 吗 ? 如 果 是 个 下 闭 链 , 它 的 下 同调 类 与 这 些 向 量 场 的 选择 无 关 
吗 ? 这 些 问 题 并 不 是 那么 简单 ,因为 这 个 - 1 维 的 轨迹 不 一 定 是 个 -1 维 的 下 
闭 链 。 

做 这 工作 的 是 在 霍 普 夫 指 导 之 下 的 E. 斯 蒂 弗 尔 , 斯 蒂 弗 尔 的 博士 论文 是 1936 
年 完成 的 。 同 时 做 这 工作 的 还 有 H. 惠 特 尼 。 惠 特 尼 在 示 性 类 的 贡献 比 斯 蒂 弗 尔 
重要 多 了 。 

美国 有 一 个 时 期 ,由 于 维 布 伦 的 鼓励 ,代数 拓扑 有 很 大 的 发 展 。 可 是 我 想 惠 特 
尼 是 几 十 年 来 美国 最 伟大 的 代数 拓扑 学 家 。 惠 特 尼 第 一 个 看 到 微分 拓扑 的 重要 
性 ,他 建立 微分 拓扑 的 基础 理论 。 惠 特 尼 在 纤维 从 与 示 性 类 有 非常 大 的 贡献 ,他 用 
的 是 上 同调 类 。 他 了 解 上 同调 类 的 重要 , 它 不 仅 是 群 ,还 可 以 定义 乘法 使 它 变 成 
H ,这 个 乘法 是 很 要 紧 的 。 惠 特 尼 在 分 层 流 形 (stratified manifolds) 也 有 很 基本 的 工 
作 。 我 个 人 觉得 ,分 层 流 形 在 数学 的 发 展 中 占有 很 重要 的 地 位 。 在 微分 几何 通常 
假定 流 形 是 平滑 的 ,因为 我 们 可 以 使 用 微 积 分 的 工具 ,但 是 这 是 不 自然 的 。 有 很 多 
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实际 的 例子 都 不 是 平滑 的 , 像 桌子 .椅子 。 当 然 ,分 层 流 形 是 比较 复杂 的 ,因为 它 有 
奇异 点 ,而 处 理 奇 异 点 在 数学 上 是 一 个 困难 的 问题 。 不 过 , 这 样 的 发 展 是 很 自然 
的 。 惠 特 尼 在 美国 数学 会 一 百 周年 纪念 的 历史 论文 集 有 一 篇 文章 讲 拓扑 学 的 发 
展 ,值得 一 读 。 

回 到 原来 的 问题 。 我 们 本 来 希望 这 个 k - 1 维 的 轨迹 是 个 下 闭 链 。 惠 特 尼 说 ， 
不 应 该 把 它 看 成 下 闭 链 , 应 该 找 个 上 闭 链 。 真 正 要 紧 的 是 上 同调 类 。 仔 细 想 想 ,这 
其 实 是 很 自然 的 ,因为 表示 一 个 向 量 等 于 零 或 一 组 向 量 是 线性 相关 的 条 件 是 一 组 
方程 式 , 这 些 条件 应 该 用 上 同调 类 表示 。 同 时 ,由 于 使 用 上 同调 类 的 缘故 ,我 们 所 
讨论 的 向 量 从 也 不 必 限 制 在 切 向 量 从 ,任意 的 向 量 从 都 可 以 。 怎 样 推广 欧 拉 - 庞 加 
莱 示 性 数 ? 这 个 推广 就 叫 斯 蒂 弗 尔 - 惠 特 尼 示 性 类 。 | 

其 实 ,想法 是 很 简单 的 。 设 x: 5 一 >M 是 流 形 M 上 的 纤维 从 ; s: 
M 一 >E 如 果 满 足 x s = id, Ws PROS E 的 截面 。 怎 么 找 出 一 个 纤维 从 的 截面 ? 

用 胞 腔 剖 分 把 流 形 M 切 成 小 块 ,不 妨 要 求 切 得 相当 细 使 得 纤维 从 E 限制 在 每 
个 胞 腔 时 都 变 成 拓扑 积 。 因 此 ,要 决定 已 的 截面 时 只 需 定 出 每 个 胞 腔 在 纤维 的 影 
像 即 可 。 

我 们 从 较 低 维 的 胞 腔 做 起 ,再 把 它 延 拓 到 较 高 维 数 的 情形 。 例 如 ,假设 在 两 个 
顶点 已 选 好 映射 的 影像 ,考虑 连接 这 两 点 的 一 维 胞 腔 。 只 要 纤维 是 连通 的 ,我 们 不 
难 把 这 个 映射 延 拓 出 去 。 由 归纳 法 ,假设 在 某 个 维 胞 腔 o 的 边界 ( 即 所 有 的 
k — 1 维 胞 腔 ) 都 已 经 定义 一 个 到 纤维 了 的 映射 ,也 就 是 存在 映射 s: SUCI Y, 
我 们 要 把 它 延 拓 到 oc。 这 正 是 同 伦理 论 的 延 拓 问题 。 如 果 把 s 看 成 同 伦 群 
A-1( 了 ) 的 元 素 并 且 它 等 于 零 , 则 可 以 延 拓 出 去 。 

所 以 ,能 否 延 拓 的 障碍 因素 只 有 在 同 伦 群 不 为 零 时 才 会 发 生 。 那 时 只 好 停 住 
了 。 不 但 停 住 了 ,我 们 可 以 得 到 流 形 本 身 的 不 变量 。 这 是 左右 着 源 的 : 同 伦 群 等 
于 零 时 可 以 延 拓 ,不 为 零 时 得 到 一 个 不 变量 。 

在 考虑 实 向 量 从 的 〖 个 截面 时 ,对 应 的 纤维 就 是 斯 蒂 弗 尔 流 形 Vy po R? 的 上 
维 标 架 是 R 中 一 组 k 个 有 序 线性 独立 的 向 量 ;斯 带 弗 尔 流 形 V, ,i 是 R 中 所 有 的 
维 标 架 的 集合 。 因 此 ,我 们 要 决定 到 ,的 第 一 个 不 为 零 的 同 伦 群 ,也 就 是 它 的 第 一 
个 不 为 零 的 下 同调 群 。 

在 1930 年 代 ,要 计算 某 个 特定 空间 的 下 同调 群 都 不 一 定 顶 有 办 法 的 。 不 过 ， 
斯 蒂 弗 尔 做 了 这 件 事 , 惠 特 尼 也 做 了 。 在 这 里 我 们 不 详细 叙述 这 些 结果 ,我 推荐 大 
家 参考 斯 廷 罗 德 的 书 [4] ,这 本 书 是 这 方面 的 经 典 名 作 。 

这 些 研究 的 终局 是 示 性 类 的 诞生 : 实 向 量 丛 的 斯 蒂 弗 尔 - 惠 特 尼 类 


w € H(M,Z),.l«kc«q, (4a) 


56 p AS rA 
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w € P(M,Z). - (4b) 


(4a) 式 所 以 把 系数 限制 在 Z 是 由 于 斯 带 弗 尔 流 形 的 拓扑 性 质 , 因 其 上 同调 群 具有 
挠 元 。 

惠 特 尼 另 外 有 个 想法 ,就 是 所 谓 的 通用 从 。 惠 特 尼 把 它 从 切 向 量 丛 推广 到 任 
意 的 向 量 丛 ,这 个 推广 是 了 不 得 的 。 

惠 特 尼 观 察 到 ,在 q + n 维 的 向 量 空间 里 所 有 的 9 维 子 空间 形成 一 个 维 数 是 qn 
的 流 形 ,这 就 是 格拉 斯 曼 流 形 Gr(q.n), Gr(q, n) ETUR —1 3LELB EA Eoo 
为 什么 呢 ? 因为 Gr(gq,n) 里 的 一 点 ,本 对 是 个 癌 量 空间 ,我 们 就 把 它 看 成 纤维 就 是 
了 。 这 个 向 量 从 





To: Eg —~Gr(q,n) (5) 


| 

就 是 通称 的 重 言 从 。 现 在 我 们 也 称 它 为 通用 从 ,因为 对 于 任意 的 向 量 从 ,只 要 n E | 

够 大 时 , 它 必 可 由 通用 从 经 由 某 一 映射 | 
f: M—>Gr(q,n) 


所 诱发 产生 的 。 
同样 的 ,在 n 足够 大 时 , 庞 特 里 亚 金 发 现 ,与 以 上 了 同 伦 的 任意 映射 都 产生 同 
样 的 向 量 从 。 因 此 , 示 性 类 很 自然 的 是 以 下 像 集 的 元 素 


f H'(Gr(q;n)) CH'(M), 


由 此 可 见 格拉 斯 曼 流 形 的 重要 性 。 格 拉 斯 曼 流 形 的 拓扑 结构 与 代数 几何 的 相 
交 理 论 是 一 个 基本 的 问题 。 把 拓扑 问题 做 出 来 ,最 要 紧 的 人 是 C. 埃 雷 斯 曼 。 他 早 
在 1934 年 的 博士 论文 就 已 开始 这 方面 的 研究 。 确 定 了 格拉 斯 曼 流 形 的 下 同调 群 
的 结构 之 后 ,我 们 就 可 以 得 到 任意 流 形 上 任意 向 量 从 的 示 性 类 。 当 系数 是 Z 时 ， 
我 们 得 到 斯 蒂 弗 尔 - 惠 特 尼 类 。 不 过 我 们 有 兴趣 的 是 整 系数 或 有 理 系数 的 情形 。 

庞 特 里 亚 金 看 出 来 ,事实 上 埃 雷 斯 曼 也 看 出 了 ,除了 (4b) 式 的 欧 拉 类 之 外 , 实 
向 量 从 的 整 系数 示 性 类 都 发 生 在 维 数 AK 时 。 这 就 是 所 谓 的 庞 特 里 亚 金 类 , 记 为 


pi(E) € H*(M,Z), 
这 些 关 于 示 性 类 的 工作 都 在 1940 年 左右 。 
我 在 1943 年 到 普林斯顿 高 级 研究 所 。 我 的 出 发 点 是 微分 几何 的 高 斯 - 博 内 公 
式 , 它 把 曲率 与 欧 拉 - 庞 加 莱 示 性 数 连 起 来 。 
定理 (高 斯 - 博 内 ) 
i M 是 有 向 的 封闭 曲面 , 久 是 它 的 高 斯 曲率 ,dh 是 面积 分 。 则 
| Kd4 = OD. (6) 
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事实 上 ,高 斯 没有 写 过 (6) 式 这 种 式 子 , 博 内 也 没有 。 高 斯 当时 考虑 一 个 常 曲 
率 的 测 地 三 角形 ,如 图 4 所 示 。 


图 4 


他 证 明了 
a+Pp+y-—n= KA, 


博 内 把 测 地 线 的 限制 放松 ,推广 到 任意 曲线 ,但 是 要 把 它们 的 测 地 曲率 补 
EKo 

从 高 斯 与 博 内 的 式 子 到 现在 的 (6) 式 之 间 ,是 花 了 相当 长 的 时 间 ,因为 19 世纪 
的 人 对 于 欧 拉 - 庞 加 莱 示 性 数 ,三 角 痢 分 这 些 观念 还 没 弄 清楚 ,所 以 在 文献 中 大 家 
各 说 各 的 ,不 大 能 连接 得 起 。 不 过 ,在 所 有 这 些 之 中 ,“ 亏 格 " 是 一 个 重要 的 观念 。 

亏 格 是 有 办 封 财 曲面 的 拓扑 不 变量 , 它 是 曲面 上 的 洞 数 ;事实 上 , 令 g d 
格 , 则 


y =2- 2go 


另 一 方面 ,有 向 曲面 一 定 有 复 结构 ,因此 可 以 考虑 它 的 全 纯 微分 式 。 代 数 曲 线 
理论 的 一 个 定理 说 ,有 向 封闭 曲面 上 的 所 有 全 纯 微 分 式 形成 维 数 等 于 g HRE 
空间 。 这 是 不 简单 的 ,因为 它 在 拓扑 不 变量 与 复 结构 不 变量 之 间 建 立 关 系 。 把 这 
些 结果 推广 到 高 维 的 情形 , 示 性 类 是 一 项 有 力 的 工具 。 

1943 年 我 在 普林斯顿 遇 到 A. 韦 伊 。 

第 二 次 世界 大 战 开始 时 ,法 国 参 战 后 实行 征兵 , 韦 伊 主张 和 平 就 躲 到 国外 ,被 
法 国政 府 抓 到 关 在 监狱 。 韦 伊那 本 L'intégration dans les groupes topologiques et ses 
applications 的 序 就 是 在 监狱 写 的 。 不 和 久 法 国 投降 ,不 需要 打仗 了 , 韦 伊 也 被 释放 出 
来 。 他 到 美国 以 后 ,由 于 战争 ,每 个 单位 都 在 紧缩 ,他 找 不 到 工作 ,只 好 到 利 哈 伊 大 
学 教 微 积分 。 在 韦 伊 这 是 很 痛苦 的 。 | 

这 时 韦 伊 刚 和 C. 艾 伦 多 弗 合 写 一 篇 多 面体 的 高 斯 - 博 内 公式 ,这 是 很 了 不 起 ， 
很 有 发 展 的 文章 。 因 为 多 面体 有 奇异 点 ,讨论 上 面 的 积分 就 很 复杂 。 韦 伊 跟 我 谈 
起 ,为 什么 多 面体 的 情形 会 这 么 麻烦 。 

我 根据 我 对 二 维 情 形 的 了 解 想 推广 到 高 维 的 情形 。 高 斯 - 博 内 公式 在 二 维 时 
把 欧 拉 - 庞 加 莱 示 性 数 和 曲率 拉 上 关系 ,因此 我 就 想到 如 何在 高 维 时 也 把 斯 蒂 弗 
尔 - 惠 特 尼 示 性 类 与 曲率 也 拉 上 关系 。 

有 一 个 星期 天 ,我 到 办 公 室 。 普 林 斯 顿 大 学 的 数学 馆 星 期 天 是 不 开门 的 ,但 是 
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66. 示 性 类 与 示 性 式 
每 个 人 都 有 一 把 大 门 钥匙 可 以 进去 。 我 到 图 书馆 随便 翻番 ,突然 想到 : 何不 用 复 
向 量 从 试 试看 ?有 些 向 量 从 本 身 没 有 复 结构 ,但 是 它 的 纤维 仍然 有 复 结 构 。 以 往 
关于 斯 带 弗 尔 - 惠 特 尼 类 或 庞 特 里 亚 金 类 ,因为 限制 在 实 系数 ,斯 带 弗 尔 流 形 与 格 
拉 斯 曼 流 形 的 上 同调 群 具 有 挠 元 ,所 以 只 能 考虑 系数 在 Zo 的 上 同调 群 。 可 是 在 复 
系数 的 斯 带 弗 尔 流 形 与 格拉 斯 曼 流 形 情形 就 很 简单 了 。 

所 以 ,我 就 把 斯 带 弗 尔 与 惠 特 尼 的 方法 推广 到 复 系数 ,并 有 旦 考虑 复 向 量 从 ,这 

就 得 到 陈 类 。 


c, CE) c H*( M,Z). 


这 是 最 要 紧 的 示 性 类 。 因 为 斯 蒂 弗 尔 - 惠 特 尼 类 的 系数 在 Zo, RAED, Be Re 
金 类 也 不 好 用 。 陈 类 在 局 部 表现 为 曲率 ,在 整体 是 整 系数 上 同调 类 ,这 是 用 途 最 大 
的 示 性 类 。 


第 二 讲 ” 陈 类 与 陈 式 、 超 度 


82 示 性 类 与 曲率 


在 示 性 类 里 面 ,我 个 人 觉得 陈 类 是 最 要 紧 的 。 
现在 考虑 流 形 上 的 复 向 量 从 。 如 果 EE 是 流 形 M 上 的 g 维 复 向 量 从 ,我 们 将 定 
义 一 组 EE 的 不 变量 , 陈 类 c CE). 


c.(E) E€ (M,Z), 1 zx kx qo 


当 M 是 g 维 的 紧 致 复 流 形 ,E 是 它 的 全 纯 切 向 量 从 时 , cy( 五 ) 落 在 最 高 维 的 上 
同调 群 并 且 | 


| ol E) 


是 个 整数 ,其 实 它 等 于 M 的 欧 拉 - 庞 加 莱 示 性 数 。 所 以 , 陈 类 是 欧 拉 - 庞 加 莱 示 性 
数 的 自然 推广 。 我 们 将 用 三 种 不 同 的 方法 定义 陈 类 : 障碍 理论 的 方法 ,通用 从 的 
方法 与 曲率 的 方法 。 

(I) 障碍 理论 的 方法 

和 上 一 次 演讲 中 实 向 量 丛 的 斯 带 弗 尔 - 惠 特 尼 类 的 定义 一 样 ,把 复 流 形 M E 
WEHR ,不 过 我 们 现在 考 愿 复 系数 的 斯 蒂 弗 尔 流 形 V, CC) « 

对 于 q 维 复 向 量 从 ,1 < kg, WR 5 代表 MM 的 胞 腔 训 分 中 所 有 的 上 维 胞 
RE ,我 们 得 到 一 个 映射 

Yr: Ear nar -1È Vg q-k41(C))0 
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可 以 证 明 y, 是 个 上 闭 链 ,并 且 它 的 上 同调 类 与 这 上 个 截面 的 选择 方式 无 关 ， 
我 们 把 它 记 为 eu CE). 
因为 V,,(C) 的 同 伦 群 有 一 大 串 是 零 ， 
0, 40<i < 2k, 


(Vv, -| 
AY C ly tas on 4 t, 


所 以 我 们 得 到 
c, CE) € H*(M,2Z). 


这 是 想 在 下 寻找 9g - k + 1 个 线性 独立 截面 的 障碍 因素 。 
附带 一 笔 。 关 于 实 系 数 斯 蒂 弗 尔 流 形 V,i(R) 的 同 伦 群 ， 


0， MOxizk-1, 


UM 当 i = 是 奇数 且 1 < hk < 9 - 2， 
Z, 当 i = 是 偶数 或 上 = g-1 或 g。 


不 管 如 何 , 恒 有 一 个 不 全 为 零 的 同 态 映 射 
71, ( V, 4- 4CR) )——2, 


因此 实 向 量 丛 的 斯 蒂 弗 尔 - 惠 特 尼 类 是 系数 在 Z, 的 上 同调 类 。 

( 工 ) 通用 从 的 方法 

也 跟 上 一 次 演讲 时 的 通用 从 一 样 , 不 过 我 们 现在 考虑 复 系数 的 格拉 斯 曼 流 形 
Gr(q,n;C). 

埃 雷 斯 曼 在 1934 年 用 代数 几何 里 的 舒 伯 特 胞 腔 来 作 GrC qn; OBSESSA o 
任 取 一 组 整数 ,m，…,a 与 一 组 Cr+ 的 子 空间 L1, Loy Ly 使 得 


ge adn 


由 于 Gr(q, n; C) EBS— ROW) Ct* "的 g 维 子 空间 下 ,定义 舒 伯 特 符号 (oi， 
02，… 0g) A 


010459.) 一 (W) c Gr(q,n;C): dim( W f) L;) 之 i| 


34 01,05, ,0, BOON , LEST ATES S LAE Gr( gq, n5 C) AY LE EA PUES ,并 
HAE FABER PS, TEE, ESE ARTA RT AR RET 
号 不 一 定 是 Gr(g,n;R) 的 下 闭 链 。 我 们 用 同样 的 符号 (o1 ,os,…, 0, Se EPA 
符号 的 对 偶 上 同调 类 。 这 些 舒 伯 特 符号 形成 下 同调 类 群 H,( Gr( gq,n;C),2Z) 的 一 
组 基底 。 因 此 ,上 同调 类 与 下 同调 类 的 配对 关系 变 成 
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(di; 0, 9E £10); 


0, 
(nia tem pau = | 


ee s 
在 这 些 舒 伯 特 符号 代表 的 上 同调 类 中 ,有 一 个 最 基本 的 上 同调 类 
a? = (0, ,0,1 1) € H*(Gr(q,n;C),2), 
其 中 有 个 1,g -个 零 。 当 nn 足够 大 时 ,ot 是 Gr(gq,n;C) 的 通用 从 的 第 个 
utm M 的 任意 q 维 复 向 量 从 EE, 先 选 取 足 够 大 的 整数 n 与 适当 的 映射 | 
f: M —*6Gr(q,n;C) 
使 得 五 = f* (Eo), 其 中 Eo 是 Gr(qo n; OBS HA, iE X 
(FE) = f' Co?) € HP" (M,Z), 


这 就 是 的 第 个 陈 类 。 

(II) 曲率 的 方法 

我 认为 最 有 用 的 是 这 个 用 曲率 定义 的 方法 。 

WE 是 流 形 M 上 的 g 维 复 向 量 从 ,T(E) 是 EE 上 所 有 的 截面 , 它 形成 一 个 复 向 
量 空 间 。 

我 们 希望 对 于 荆 (E) 的 元 素 能 作 微分 。 这 需要 “联络 ”的 概念 。 所 谓 的 联络 是 
一 种 映射 ， 


D: I(E)—-Ll(EGOT' M), (7) 

其 中 7* M 是 M 上 的 复数 值 余 切 向 量 从 ,并 且 满 足以 下 条 件 : 
(D1): | D(s, + 82) = D(s;) + D(s2), (8) 
(D2): D(f(x)s) =df@s + f* Ds, (9) 


其 中 s,s1,s2ET(E) 并 且 f(x) 是 M ENDER PRAG APRA R EA qn] EAH] 
存在 ,在 实 解析 向 量 从 时 甚至 有 实 解析 的 联络 。 

现在 我 们 要 导出 联络 的 局 部 表示 式 。 首 先 定义 标 架 : q 个 有 序 的 截面 s1， 
sys Sp 如 果 使 得 s A A s, ERRU EERIE, W sis, 叫做 邻 域 U 上 的 
一 组 标 染 。 l 

ix 815758 Fz n] BA E 在 U 上 的 一 组 标 架 。 把 Ds; 写成 

Ds; = Xow! Q s,l<i,j<q, (10) 

其 中 以 都 是 一 阶 微分 式 ,并 且 设 


w = (wi)。 (11) 
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co 叫做 联络 矩阵 。 采 用 简便 的 矩阵 记 法 ,(10) 式 可 写成 
Ds = wso (12) 


由 于 任意 截面 都 可 写成 标 架 截面 的 线性 组 合 , 有 了 w 之 后 ,显然 可 完全 定 出 
联络 D. 
如果 si1，,…, ss， 是 U 上 男 一 组 标 架 , 那 么 ss 所 决定 的 联络 矩阵 o 与 
sic, 5 所 决定 的 联络 矩阵 w' 有 什么 关系 呢 ? 
今 
s(x) = g(x)s(x), x € U, (13) 


其 中 g(x) 是 非 奇 异 的 g x 9 阶 和 矩阵 ,矩阵 内 的 元 素 都 是 U EAFA PIX. 13) 
式微 分 并 利用 ( D1) 与 (D2) 可 得 


dg + ge = wgo (14) 
现在 取 (14) 式 的 外 微分 ,得 
gN = fig (15) 
其 中 加 与 2 定义 为 
N =dw-w Aw, A =dwo' -w' Nwo (16) 


根据 Q 的 定义 ,2 是 一 个 g xg 阶 和 矩阵 ,矩阵 内 的 元 素 都 是 二 阶 微分 式 。Q 叫 
做 曲率 和 矩阵。 
(15) 式 使 我 们 考虑 以 下 的 行列 式 


| det( 7 十 a) = 1l+e)(Q) +++ + (N), (17) 


其 中 c, (0) ze U ER 2k 阶 微分 式 (1 < k < q)o e, (OQ) MMA SOAR s137, s 的 取 
法 无 大 。 

MER | U EME M 的 开 集 覆盖 。 在 每 个 开 集 U。 上 定义 ci(Q2)。(15) 式 与 
(17) 式 显示 这 些 c,(0) 在 任意 两 开 集 的 交集 一 致 ,因此 我 们 得 知 c,(0)% M 上 的 
2k 阶 微分 式 。 这 些微 分 式 c( 0 ) 其 实 是 闭 微 分 式 。 根 据 德 * 拉 姆 的 理论 ,ci (2) Xt 
应 到 一 个 上 同调 类 


c,CE) € H*(M,R), 


微分 式 cx(2) 叫 做 陈 式 。 不 难 证 明 用 陈 式 定义 的 陈 类 c,(E) 和 障碍 理论 或 通 
用 从 定义 的 陈 类 是 一 致 的 ,主要 是 利用 通用 从 。 原 因 是 ,我 们 以 上 的 计算 都 跟 
f: M —*Gr(q,n;C) 


是 交换 ,所 以 我 们 把 这 个 比较 的 工作 拿 到 Gr(g,n;C) 上 面 的 通用 从 来 观察 。 可 是 
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在 通用 从 上 面 ,所 有 的 东西 都 可 以 很 清楚 ,很 具体 地 写 出 来 。 

只 要 把 实 同 量 从 予以 复 化 ,就 可 把 斋 特 里 亚 金 类 用 陈 类 表示 出 来 。 这 种 把 
ct 五) 用 曲率 表示 的 方法 日 后 有 重大 的 发 展 , 请 参考 []j 与 12]。 

F. 希 策 布 鲁 赫 的 “Topological methods in algebraic geometry” 还 有 一 种 定义 陈 类 的 
方法 。 它 用 一 组 公理 来 确定 示 性 类 ,这 种 方法 虽然 简便 , 它 一 下 子 就 把 各 种 示 性 类 
包括 在 里 面 ,对 于 和 希 策 布 鲁 赫 心目 中 想 要 应 用 的 问题 是 足够 了 ,但 是 它 的 缺点 是 没 
有 说 明示 性 类 的 意义 。 

回 到 复 向 量 丛 的 示 性 类 。 设 E, 与 Ep 分 别 是 流 形 M 上 qi 维 与 qo 维 的 复 向 量 
从 。 考 虑 E, 与 E 的 惠 特 尼 和 EOE. WH El 与 E» 的 示 性 类 来 表示 El OEM 
示 性 类 ? 患 特 尼 提 供 一 种 简便 的 公式 ,这 公式 就 是 所 谓 的 惠 特 尼 对 侦 公 式 。 

惠 特 尼 原 来 的 证 明 长 得 不 得 了 ,大 约 有 一 百 多 页 。 我 上 次 演讲 提 到 惠 特 尼 在 
美国 数学 会 一 百 周年 纪念 的 历史 论文 集 的 文章 。 惠 特 尼 说 ,后 来 R. 托 姆 找到 一 个 
新 方法 。 这 是 不 对 的 。 找 到 新 方法 的 不 是 托 姆 ,而 是 吴 文俊 ,他 的 文章 发 表 在 
Ann. Math. 吴 文俊 第 一 次 遇 到 我 的 时 候 ,还 不 懂 拓 扑 学 是 什么 ,可 是 不 到 三 年 他 就 
oP th BREE OR Ze SCN fel LEB BRR AY RR EAA MARA 

让 我 们 把 复 向 量 丛 五 的 陈 类 加 在 一 起 ， 


c(E) 21e c(E) c: + CE) € H'CM,Z). 
Ett M 上 同调 环 的 元 素 , 这 个 上 同调 环 的 乘法 是 上 同调 类 的 上 积 。 惠 特 尼 对 偶 公 
式 说 ， 
c( Ey 中 E2) = cC Ei) . cC Ey). 
我 们 先 把 c( 五 ) 写 成 
c(E) = II + Yi CE)! , 
这 个 写法 只 是 形式 的 写法 ,我 们 不 必 深 究 Y;(E) 是 什么 , 它 只 告诉 我 们 这 些 7,( EE) 
的 基本 对 称 式 就 是 ck CE), l < k < qo 现在 定义 陈 特 标 
ch( E) 二 S gd 


陈 特 标的 好 处 是 把 乘法 变 成 加 法 ,因此 我 们 得 到 以 下 公式 
ch( E,  E5) = ch( Ej) + ch( Ez), 
ch( E, © Ey) = ch( Ej) + ch( E2), 
其 中 E, OE, 是 两 个 同 量 从 的 张 量 积 。 
现在 大 家 都 知道 ,在 拓扑 、 分 析 或 算 子 代数 有 一 个 重要 的 发 展 , 那 就 是 K 理 
论 。 把 流 形 M 上 所 有 的 (任意 维 数 ) 复 向 量 从 集合 起 来 ,经 过 适当 的 同化 ( 格 罗 腾 
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迪克 建构 方法 ) ,把 加 法 定 为 向 量 丛 的 惠 特 尼 加 法 ,把 乘法 定 为 向 量 丛 的 张 量 积 ,我 
们 得 到 一 个 交换 环 K(M)。 以 上 讨论 的 陈 特 标的 两 个 公式 可 以 叙述 为 : 陈 映射 ch 

ch: K(M)—~H* (M,Z) 


是 环 K(MH) 到 环 H' (M,Z) 的 同 态 映射 。 阿 蒂 亚 与 希 策 布 鲁 赫 证 明 , 如 果 M 是 有 
限 复 形 , 则 
ch: K(M)69Q —— H?* (M,Q) 

是 同 构 映 射 。 

陈 特 标 在 指标 理论 也 有 重要 作用 。 设 

D: E —*-F 

EBEA E 5 F BIEN TS. DRE ME E GEAR JS BOE REE: 

定理 ( 阿 蒂 亚 - 辛 格 ) 

设 ind( D) = dim(Ker D) - dim(Coker D), Td( M) ŞE M ZAME M 的 托 德 
类 。 则 


ind(D) = | eh CD) : Td( M), 


请 注意 ,我 们 只 定义 复 向 量 从 的 陈 特 标 ,我 们 还 没有 定义 椭圆 算 子 的 陈 特 标 。 
即使 如 此 ,大 家 仍然 可 以 体会 这 个 公式 的 重要 性 ,因为 它 的 左边 是 个 解析 指标 , 右 
边 却 是 个 几何 指标 。 这 是 一 个 整体 的 结果 ,是 一 个 十 分 深刻 而 重要 的 结果 。 


83 超度 


我 们 曾 提 过 ,由 陈 式 ci (0 ) 决 定 的 陈 类 c, CE) d 8] EREAA. E 的 不 变量 ,因此 它 与 
我 们 选取 的 联络 D 无 关 。 事 实 上 这 件 事 可 以 直接 证 明 , 若 D 与 D' 是 复 向 量 从 EE 
上 的 联络 ,2 5 0' TÉ D 与 D' 所 决定 的 曲率 和 窍 阵 ,我 们 可 以 找到 定义 在 流 形 M 整体 
ERS2k -1 阶 的 微分 式 0 使 得 

| c, CO) = CR) = dQ. 
这 种 过 程 叫做 超度 。 

我 们 还 可 以 用 高 斯 - 博 内 公式 的 证 明 来 说 明 超 度 的 现象 。 

设 M 是 二 维 有 向 黎 曼 流 形 , «CM ERE: 的 单位 切 向 量 e; , 则 存在 唯一 的 
单位 切 向 量 e> ,使 得 el e, 垂直 并 且 ei, e; 形成 一 组 与 M 的 定向 一 致 的 标 架 。 
令 wiw: FE e1, e2 Wipe, CINE LE M 的 单位 切 向 量 从 E 之 上 。 设 映 射 

x: 下 一 >/ (18) 
E E 到 MM HRX, PXE w Aw. EM 的 微分 式 , 它 是 M 的 面积 元 素 。 
306 


“陈省身 文集 
(66. 示 性 类 与 示 性 式 


定义 联络 式 wm 使 它 是 满足 以 下 式 的 唯一 的 一 阶 微分 式 ， 
do; = wp A a, dar = a, A ajo (19) 
(19) 式 告诉 我 们 这 种 联络 没有 挠 率 。 
现在 对 (19) 式 作 外 微分 ,得 
dwi =~ Kw, A wo, (20) 
其 中 天 是 高 斯 曲率 。 
(20) 式 是 极端 重要 的 ,因为 高 斯 - 博 内 公式 说 5- A wz 正 是 欧 拉 类 ,而 (20) 
式 说 把 它 拉 到 E 时 它 可 以 积分 ,并 且 积 分 值 正 是 联络 式 。 这 个 式 子 给 出 高 斯 - 博 
内 公式 最 自然 的 证 明 ,这 个 证 明 可 以 推广 到 高 维 的 情形 , 它 还 有 许多 其 他 的 应 用 。 
超度 的 现象 也 可 以 发 生 在 主 从 或 标 架 从 。 我 们 用 陈 - 西 蒙 斯 式 来 加 以 说 明 。 
在 (13) 式 中 ,车 g 是 任意 的 非 奇 异 的 g x q 阶 和 矩阵 ,我 们 就 得 到 M 上 各 种 可 能 
的 标 架 ,所 以 标 架 丛 P 的 局 部 坐标 可 以 设 为 (x,g)。 
EMEA 已 之 上 , 设 o 是 一 个 联络 式 。 根 据 (14) 式 ,9 的 局 部 表示 式 是 


p -dg:g + gwg™'o (21) 
可 见 以 下 的 曲率 式 也 定义 于 p 之 上 ， 
ó-de-oA^cqc-gQg. (22) 


由 (17) 式 ,我 们 发 现 
Ey jT, 
HF Tho A 9) = 0, 根据 (22) 式 可 得 
ci(@) = 5-dTrg. (23) 


换 名 话说 ,在 标 架 从 P 上 ,第 一 个 陈 式 c1(@) 变 成 恰当 微分 式 。 
现在 可 以 定义 陈 -西蒙 斯 式 。 


同样 的 根据 (17) 式 ,可 知 
(D) = (+) taco? - mco ^ D)je (24) 
对 (22) 式 作 外 微分 ,得 
dó-oA^AOo6-ONo, (25) 


这 就 是 所 谓 的 比 安 基 恒等式 。 
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由 (22) 和 (25) 可 得 


diTrp Ag A 9g)I = 3Tr(p A gf 9), 
dTr(o A $) 2- Trío A o A 6) +Tr( A o), 


B 
| CS(g) = iT Ao 9) +Trlg ^ o), (26) 


很 容易 验证 
dCS(o) = Tr( A 9), (27) 


(26) 式 中 的 微分 式 叫做 陈 -西蒙 斯 式 , 它 是 标 架 从 上 超度 第 二 个 陈 式 cx(@) 的 
微分 式 。 它 本 身 是 个 三 阶 微分 式 ,从 它 的 定义 可 知 它 并 不 涉及 M 上 的 度量 。 当 M 
是 三 维 流 形 时 , 维 数 的 限制 使 它 不 得 不 是 个 闭 微 分 式 。 陈 -西蒙 斯 式 最 近 在 理论 物 
理 扮演 一 个 重要 的 角色 ,请 参考 [6]。 

杨振宁 先生 最 近 跟 我 讲 ,我 们 都 很 地 运 。 像 杨 - 米 尔 斯 理论 , 杨 -巴克 斯 特 方 
程 ,现在 都 是 正 红 的 时 候 。 有 些 人 在 科学 上 也 许 有 很 重要 的 贡献 ,大 家 也 承认 他 们 
的 贡献 ,可 是 贡献 完了 ,工作 就 结束 ,不 能 再 发 展 。 像 他 的 情形 ,我 的 情形 , 陈 -西蒙 
斯 式 ,现在 做 的 人 很 多 。 

我 在 普林斯顿 认识 很 多 做 拓扑 的 人 。 除 了 我 之 外 ,他 们 都 受到 斯 廷 罗 德 的 影 
响 , 他 们 都 坚持 用 上 闭 链 ,而 不 是 微分 式 。 可 是 使 用 上 闭 链 ,乘法 就 很 难 应 付 , 用 微 
分 式 就 容易 多 了 ,可 是 它 不 是 风尚 。 所 以 我 想 这 也 是 一 点 教训 。 大 家 都 做 的 东西 ， 
我 不 做 。 当 年 在 汉堡 大 学 时 ,许多 人 都 念 数论 , 阿 廷 , 赫 克 ,彼得 森 都 是 好 极 了 的 数 
论 学 者 ,我 同 他 们 都 有 友谊 。 可 是 我 不 念 数论 ,虽然 我 觉得 数论 是 很 有 趣 的 。 研 究 
贵 独创 ,不 要 跟着 人 走 。 





$4 全 纯 线 从 与 床 望 林 纳 理论 


向 量 从 是 一 个 内 容 丰 富 的 数学 观念 。 如 果 纤 维 是 一 维 的 , 则 称 为 线 从 。 复 线 
处 在 许多 数学 及 理论 物理 都 有 巨大 的 作用 。 这 时 纤维 是 C, 构 造 群 是 GL(1,C) = 
C” =C\ 101, 是 一 个 可 交换 群 。 所 以 线 从 之 间 可 定义 加 法 ,而 得 复线 从 群 。 

我 们 先 看 层 论 的 上 同调 群 与 复线 从 的 陈 类 之 间 的 关系 。 

根据 层 论 上 同调 群 的 定义 ,复线 从 群 与 


H' (M, Cy) 
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同 构 ,其 中 Cy 是 M 上 的 复 值 函 数 芽 层 ,Cw EM 上 不 取 零 值 的 复 值 函数 芽 层 。 
考虑 以 下 之 正 合 序列 


0——Z——-C,——C; 一 一 0， 


其 中 映射 e 定义 为 
e(f) = exp(2rif)o 
因此 我 们 得 到 一 列 长 正 合 序列 


—H GM ,C4)— H! (M, Ch) >H(M,Z)— +, 


其 中 映射 。 就 是 把 复线 丛 映 到 它 的 第 一 个 陈 式 的 函数 。 

因为 芽 层 Cy 是 个 强 层 (fine sheaf) ,其 不 为 零 维 的 上 同调 群 都 是 零 。 由 上 面 的 
正 合 序 列 得 

H'(M, Cy) = H’(M,Z). 

这 个 关系 给 了 二 维 整 系数 上 同调 群 的 一 个 几何 意义 : 它 与 复线 从 群 同 构 。 

如 果 M 是 复 流 形 , 一 切 映射 都 是 全 纯 的 , 则 得 全 纯 线 从 的 观念 。 全 纯 线 从 
BS 。 

H'(M, Oy) 

同 构 , 其 中 0% 是 M 上 不 取 零 值 的 全 纯 函 数 芽 层 。 它 的 结构 精密 ,性 质 也 丰富 多 
了 。 它 推广 了 除 子 (divisor) 的 观念 ,是 复 流 形 的 基本 性 质 。 

现在 采用 通用 从 的 观点 。 

因为 我 们 的 向 量 从 是 一 维 的 ,所 以 通用 从 的 底 空 间 是 Gr (1, mn; C)。 注 意 
Gr(1,n;C) = Pr(C) 就 是 复 射影 空间 ,通用 丛 抽 掉 零 截面 得 C^! V |0| ,仍旧 以 mo 
表示 ， 


zo: €^*! V jo] — P(C). (28) 
Xi Z-(x,xj,7,x,)€ C"! \ {0}, 29(2Z) 之 值 为 
zo(Z) = [xo: x1: : x,] € P(C), 


其 中 [xo: x1:…:xn jj 表示 Pr(C) 的 齐 次 坐标 。 
如 果 把 映射 xo 限制 在 单位 球 S”**， 


S" = {Z E CH! xy xp 4 xax, = dl, 


我 们 就 得 到 S^ 的 霍 普 夫 纤维 化 。 当 n = 1 时 ， 
309 


数学 评介 22 
陈省身 文集 
ro: S 一 >~PI(C) = $, 
这 是 有 名 的 霍 普 夫 映射 , 它 是 第 一 个 从 高 维 空间 到 低 维 空间 且 非 零 伦 映射 的 例子 。 
回 到 P^ (C) 38 AAA. 
755 1& P'(C)BS FIFE. 
因为 
0, 4 i ETA, 
Z, M i 是 偶数 时 i < 2no 


FXE, PP (C) 的 射影 子 空间 P(C)1<k <n, EFAS, CE 
Hy, (P*(C), Z) BEIC. 
& tc H(P"(C),Z) 2n -2% FA P^-' (C) 的 对 偶 上 同调 类 。& REP 
(C) 之 通用 从 的 陈 类 。& 有 个 好 处 ,2k EPA PC) A LR 
EE gn IC eZ.) 


在 五 是 流 形 上 的 复线 从 ,而 映射 


Hi(P'(C),Z) = | 


f: M—-P'(C) 
(1$ E = f* (Eo0), 其 中 Eo 是 P(C) 的 通用 从 。 因 此 的 陈 类 
ci(E)= f (£) E€ H(M,Z). 


我 们 回 到 (28) 式 通用 从 的 几何 性 质 。 先 决定 这 个 通用 从 的 联络 与 曲率 。 设 Z， 
W cC" 为 


Z = (xo, 35) W = (yo rie Yn) EO, (29) 
定义 它们 的 内 积 为 
(Z,W) = xo Yo + Kya + Yn Yno (30) 
一 组 向 量 Zo, 21,… Z, € C^* 如 果 满 足 
(Z4,Zp) = ôg, O< A,B gn, (31) 


Wl Zo, 2Z1,…, 2,, 称 为 一 组 单 式 标 架 。 
所 有 的 单 式 标 架 与 西 群 U(n + 1) 的 元 素 成 一 对 一 对 应 。 
定义 U(n + 1) 的 毛 雷 尔 - 嘉 当 式 o@h 
WAR = (dZ, , Zgo 


因此 ,dZ 可 表 为 


dZ, = X AA (32) 
B=0 


310 


(66. 示 性 类 与 示 性 式 
对 (31) 式 微分 ,得 


wag + wpa = 0, 其 中 og, = nas (33) 


再 对 (32) 式 作 外 微分 ,得 
dog = > ua ^ wep, (34) 


(34) 叫 做 毛 雷 尔 - 嘉 当 方 程 。 
现在 怎么 定义 P"(C) 的 通用 从 的 联络 呢 ? 我 们 只 要 在 局 部 定义 联络 就 可 以 。 
任 取 Zo € C"*! 使 得 (2Z0,2Zo〉= 1。2Zo 可 以 看 成 P(C) 的 点 , 其 纤维 是 Zo 代 
表 的 直线 。 只 要 知道 Zo 是 如 何 微分 ,就 知道 纤维 上 其 他 点 的 微分 。 
取 Zo,…, Z, € C* 使 得 Zo,2Z1,…, Zn 变 成 一 组 单 式 标 架 。 仿 照 以 前 列 维 - 
齐 维 塔 的 方法 ,定义 联络 
DZo = wodLoo (35) 


再 根据 (34) 式 ,以 上 联络 D 的 曲率 是 
A = dw = log A ans =- > ow es (36) 


请 注意 , (36) 式 是 通用 从 上 的 超度 ,因为 它 的 右边 是 P(C) 的 二 阶 微 分 式 。 
在 另 一 方面 ， 


ds? = >) ogon (37) 
是 P"(C)REIEE- EB BER. CEILAN K Æ 
K = 7 en A wor = 22 (38) 
d; P(C) 是 PK(O'PIIAL EX ,把 (38) 式 在 P'(C) 上 积分 ,得 
T xi^ B 


4 E = 50, 把 它 看 成 二 维 上 同调 类 , 它 的 对 偶 下 同调 类 可 以 看 成 P^ (C) HY 
超 平面 4。# 是 通用 从 的 第 一 个 陈 式 。 
更 一 般 的 ,若是 任意 紧 黎 曼 面 ,f 是 非常 数 的 全 纯 映 射 


fe PU 


FE X Bt P^(CC), PIG 所 X) 可 看 成 PA(C) 的 代数 曲线 。 设 Eo 是 Pr(C) 的 通用 线 
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从 , 则 


ef (Eo)) = CE) = 55 f (0), 


i Rm 
Ja C9 = 动 | 9 = SOD 的 面积 。 


2Ti 


在 另 一 方面 ,由 上 同调 类 与 下 同调 类 配对 关系 可 知 
] 
EJ 0 = (00.4) = fOD 的 次 数 。 
可 见 


SX) 的 次 数 = zi] ea? = f(X) 的 面积 。 (39) 


换 句 话说 , P"(C) 中 代数 曲线 的 次 数 正好 是 它 的 面积 。 

这 个 看 法 的 优点 是 可 以 推 到 有 边界 的 黎 曼 面 ,这 时 A(X) 的 面积 还 是 有 意 
思 。 仍然 设 A JE P (COREFF tB n CÉCX) ADE SA) A ZR RAY, 

n(f(X) N A) - 1f(X) 的 面积 | 

不 再 是 等 于 零 CHES 0 在 几 T) 边 界 的 积分 有 关 。 

(36) 式 的 超度 公式 可 以 帮助 我 们 计算 这 个 积分 。 利 用 (36) 式 与 斯 托 克 斯 定 
理 , 根 据 联络 式 wo5 这 个 积分 可 以 算出 来 。 

因为 我 们 考虑 的 对 象 都 是 全 纯 的 ,因此 连 络 式 wo 可 以 积 出 来 ,所 以 (36) 式 变 
成 二 重 超 度 公 式 。 事 实 上 , 当 ZE clo, 设 





i AP eA (40) 
我 们 可 证 明 
wo = (DZo Zo) = (dZo, Zo) = zz al (d, Z) - (Z,42)] 
z dot dee. | 
其 中 d = 3 + 39。, 因 此， 
N = d(d -= 9)log| Z I =- 299log| Z|, (41) 


这 个 二 重 超度 公式 是 妹 望 林 纳 理论 中 第 一 基本 定理 的 关键 。 
在 证 典 的 奈 望 林 纳 理论 ,我 们 考虑 的 黎 曼 面 并 不 是 紧 致 的 。 如 果 有 一 组 半径 
是 7 的 紧 致 圆 盘 D; 趋 近 和 ,下边 界 上 的 积分 可 以 用 忆 CREAR. SK 
们 可 以 取 一 组 同心 圆 盘 来 遏 近 时 ,情形 会 更 简化 。 
利用 (41) 式 ,我 们 可 以 计算 f(D,) 与 4 的 交 扣 数 与 f(D,) 的 面积 的 差 。 设 
312 


陈省身 文集 
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d^ = i(9 - 3), 
nCf D.) N A) = fCD,) 与 4 的 交点 数 ， 
area( f(D,)) = f(D.) 的 面积 ， 
A- = A 的 正 交 补 空间 之 任 一 非 零 向 量 ， 


Pe Abd E ez. dass a. 
那么 我 们 可 以 得 出 一 个 关系 ， 


nf(D,) N A) - area (D) = cj ,sd log LI 


我 们 准备 把 (42) 式 对 > 积分 。 先 定义 


Nerd) = [ 2002 0.9, 


T(r) = | ae OD a 
T(r) PROS BPA TEE PAL, ES 4 的 选取 无 关 。 

现在 不 难得 到 值 分 布 的 第 一 基本 定理 。 
定理 ( 值 分 布 理 论 第 一 基本 定理 ) 

存在 常数 C 使 得 

N(r,A) < T(r) + C, 

这 是 一 个 很 要 紧 的 定理 。 它 说 明 ,在 非 紧 致 黎 曼 面 时 ,虽然 它 与 超 平 面 4 的 
交点 个 数 不 是 常数 ;但 是 WCr,4) ,一 个 与 交点 个 数 有 关 的 函数 却 被 T(r) 控 制 住 ， 
T(r) 与 A 的 选取 无 关 。 

奈 望 林 纳 理论 的 第 二 基本 定理 是 要 估计 


NGA) 


的 下 界 ,其 中 A; 是 一 组 超 平面 。 从 我 们 的 观点 , 它 是 把 (41) 式 应 用 到 典范 从 的 情 
形 。 它 是 黎 曼 -明和 尔 维 欧 与 普 昌 克 公式 的 推广 。 
有 了 第 二 基本 定理 ,就 可 考虑 奈 望 林 纳 亏 值 公式 。 奋 A 是 超 平面 ,定义 


—— N(r,A) 
(A) = Lom T(r) ’ 





这 叫做 平面 4 的 亏 值 。 
定理 ( 奈 望 林 纳 亏 值 公式 ) 
i Cy-i1Z€CIIZI«1l,f: Co 一 > PC) 是 不 为 常数 的 全 纯 上 映射 ,41,…， 
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A, 是 Pi(C) 上 相 异 的 点 。 则 


22:0 (4) < 2 
i=l 


皮卡 定理 说 ,不 是 常数 的 亚 纯 函数 除了 两 个 值 可 能 例外 , 它 将 对 其 他 的 数 取 
值 。 奈 望 林 纳 亏 值 公式 显然 涵盖 了 皮卡 定理 。 

由 于 对 望 林 纳 的 值 分 布 理 论 最 近 被 当做 代数 论 的 极限 情形 处 理 ,近年 它 又 引 
起 许多 人 的 注意 。 事 实 上 ,只 要 适当 地 把 它 的 第 二 基本 定理 推广 到 算术 几何 , 它 可 
以 统 摄 于 看 图 远近 理论 中 的 罗 特 定理 与 砍 德 尔 猜 测 中 的 法 尔 廷 斯 定理 。 请 参 
^5]. 

代数 数论 最 近 一 个 基本 的 认识 ,是 整数 与 整 函 数 的 相似 性 。 丢 番 图 方程 


F(x,y) 20 


ATERI, [e] s. FR BN EANA 2088 BR PB RC TB (BE TR E IB E 
了 !)。 这 个 关系 最 后 必然 澄清 , 当 为 数学 上 划时代 的 杰作 。 
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67 . 关于 分 斯 勒 儿 何 


陈省身 于 1990 年 代 呼 吁 重视 芬 斯 勒 几何 的 研究 。 本 文 比较 
通俗 和 简明 ,读者 可 以 从 中 了 解 作 者 的 学 术 观 点 。 原 文 发 表 于 
法 国 的 《Comptes Rendus Acad. Sci. Paris) $ 314 X | & 91, 5$ 
751 ~ 761 页 ,1992 年 。 原 文 为 英文 , 王 善 平 译 。 


摘要 : 在 苍 斯 勒 几 何 中 引进 了 新 的 联络 ,同时 解决 了 等 价 问 题 。 利 用 这 种 联 
络 把 曲率 分 成 了 两 部 分 ,分 别 叫 闵 科 夫 斯 基 上 曲率 与 黎 曼 徊 率 。 导 出 了 关于 弧 长 的 
二 阶 变 分 的 公式 , 它 仅 与 黎 曼 曲率 有 关 。 

1. 基于 弧 长 元 素 
(1) ds = F(x!l,:*,x",dx!,.…, dx") 


的 几何 可 以 追溯 到 黎 曼 本 人 ,这 里 下 是 关于 dxi 正定 一 阶 齐 次 的 。 由 于 芬 斯 勒 
1918 年 论文 的 结果 , 它 现 在 被 称 为 芬 斯 勒 几 何 。 从 微分 几何 的 角度 看 ,最 重要 的 结 
果 是 嘉 当 在 1934 年 定义 的 欧 几 里 得 联络 。 布 斯 曼 运用 纯 几 何 的 方法 作 了 广泛 深 
入 的 研究 。 

我 提议 给 出 一 个 关于 联络 和 曲率 的 定义 ,它们 都 是 黎 曼 几何 中 相应 概念 的 自 
然 推 广 。 取 代 截 面 则 率 的 是 下 面 将 要 和 定义 的 旗 曲 率 (flag curvature) 的 概念 。 该 方法 
如 此 简单 自然 , 黎 曼 的 限定 看 来 只 是 个 习惯 而 已 。 特 别 是 我 们 导出 了 弧 长 元 素 的 

二 阶 变 分 公式 , 它 是 黎 曼 公式 的 翻版 。 这 看 来 打通 了 研究 正 或 负 曲 率 的 芬 斯 勤 流 

形 的 道路 ,使 我 们 可 以 比较 和 提炼 定理 。 

度量 的 一 般 化 有 可 能 提供 应 用 的 灵活 性 。 复 分 析 中 的 卡拉 西 奥 多 里 度量 与 小 
平 度量 就 是 例子 。 我 倾向 于 认为 ,如 果 在 一 个 分 层 流 形 
中 引进 度量 ,那么 用 分 斯 勤 度 量 更 自然 些 。 

2. 局 部 芬 斯 勒 几何 实际 上 非常 简单 ,如 果 我 们 从 等 价 问 是 
量 何 时 仅 差 一 个 坐标 变换 一 一 的 角度 来 看 的 话 。 令 M 表示 我 们 的 流 形 , TM 和 
TM* 表示 它 的 切 从 和 余 切 从 。 令 PTM 表示 射影 化 切 丛 ( 线 元 素 丛 ) ,其 中 的 “点 ”就 








O 我 们 在 整 篇 论文 中 约定 : 小 写 拉丁 字母 的 指标 跑 过 1 a n, bAa FEE TS ee 15] n - 1, Æ 
复 的 指标 隐 含 求 和 。 
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是 那些 由 仅 差 一 个 因子 的 非 零 切 向 量 组 成 的 类 。 投 射 p: PTM— M 导出 一 个 从 
p': TM 一 PTM。 以 后 要 在 这 个 从 上 引信 一 个 联络 。 
BTS dx = y'dt。(1) 中 的 弧 元 素 定 义 了 一 个 形式 
w = F(x', y) + A; (dx! - y'de), 


这 里 ,4; 是 任意 的 。 利 用 条 件 


(2) dw = 0 mod (dx' - y'dt), 
我 们 得 到 a = 9F/9y 5 
(3) w = F;dx', 


今后 ,F 的 下 标 将 表示 关于 yi 的 偏 微分 。 形 式 w 被 称 为 希 尔 伯 特 不 变 积 分 。 由 于 
y 可 以 被 当 作 PTM 中 的 齐 次 坐标 并 且 F; ERF y 零 阶 齐 次 的 ,所 以 w 是 PTM 中 
的 普法 夫 形 式 。 

^ T, AT? OREM 上 点 x 的 切 向 量 空 间 和 余 切 向 量 空 间 。 
Y = y (2/2x!) € p* T, CHIR ZE p* TZ BREF YA o 张 成 。 我 们 在 
p' T, 中 选择 一 组 基 w!, 使 得 v^ = w 并 且 o? KRY, FE ow 在 仅 差 一 个 线性 变 
换 的 意义 上 是 定义 好 的 。 


条 件 (2) 可 以 写成 
dw = 0 mod a", 
由 此 得 
dw” = w À wzo 
另 一 方面 ,我们 有 


dw”? = w A w mod ef, 


We 十 Ap o = 0 mod w” o 


二 次 微分 形式 
(4) A, o af + (w")? = (+r) dd 
在 PTM 中 是 明确 定义 的 。 
在 黎 曼 几何 的 情况 下 我 们 有 
P= ela) yy; 
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从 而 在 (4) 中 我 们 重新 得 到 二 次 微分 形式 gj(x)dx'dx。 一 般 情况 下 (4) 中 的 形式 
KF Y, ETE p*T, Sp' T; 中 定义 了 一 个 内 积 。 我 们 现在 作 以 下 的 猜测 : 
正则 性 猜测 (4) 中 的 形式 是 正定 的 。 
于 是 讨论 余 标 架 (coframes) 的 正规 正 交 性 (orthonormal) 就 有 意义 了 。 假 设 o 是 
正规 正 交 的 ,我 们 就 有 


(5) 4.8 = Sapo 
我 们 将 称 之 为 优先 余 标 架 (preferred coframes ) o 它们 的 空间 P 的 维 数 是 
(n -1)(n -2)/2* 2n - 1 = n(n+1)/2. 


关于 存在 联络 的 基本 定理 是 : 
定理 1 P 中 存在 一 组 唯一 确定 的 普法 夫 形 式 wi, 它 们 满足 方程 
do! = w A wi, 
(6) ci + dja, = 0, 
Cay wh + py wi = — Hag who 


形式 wi 在 P 上 定义 了 一 个 联络 。 它 在 以 下 的 意义 上 解决 了 等 价 问 题 : 形式 w, 
wi, i < /是 线性 独立 的 ,并 构成 P 中 外 微分 形式 代数 的 乘法 基 。 令 F' xU, 
dx * ') 是 男 一 个 芬 斯 勒 度量 ,其 相应 的 量 我 们 用 星 号 ( * ) 来 表示 。 则 两 个 分 斯 勒 度 
量 是 局 部 等 价 的 , 当 且 仅 当 已 与 忆 * 之 间 存 在 一 个 局 部 的 微分 同 胚 ,使 得 


*- * 了 i * 了 
w =w ', w= w; o 


通过 对 这 些 方程 作 外 微分 ,得 到 称 作 曲率 的 不 变 标 量 。 
定理 2 芬 斯 勒 度量 是 黎 曼 度量 , 当 且 仅 当 Ha, = 0。 此 时 形式 o EXTA 
维 - 齐 维 塔 联络 。 


我 们 找到 结构 方程 
(7) de? = wi A wj + Qt, 
这 里 ^4 
(8) at = D Rig A w + Pha! A of, 
以 及 | 
(9) Ri + R5-0, Ph = Pho 


这 些 方程 有 若干 独特 的 性 质 。le op 中 没有 二 次 项 ;2 利用 (7) 的 外 微分 , 即 利用 比 
安 基 恒等式 ,我 们 可 以 证 明 , 虑 可 以 用 瓦 。 的 共 变 导数 来 表示 ;3* 只 要 PL PBS 
拉丁 字母 的 指标 等 于 mn , 它 就 为 0。 
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3. 4 e; 是 p* T, PAHA FRIR o 的 标 架 。 联 络 由 
(10) De; = wt (X) er 
定义 。 则 定理 1 中 的 解析 条 件 可 以 几何 地 解释 为 以 下 性 质 : 
l^ 联络 是 无 扭 的 ; 


”2 保持 内 积 (ei,en); 
3° "e 作 平 行 移动 时 ,内 积 (eu,es) 仍 然 保 持 。 


BANS 
(11) Rig = OR po 
M Roa VE AY PTM 上 的 函数 就 是 里 奇 曲 率 。 更 一 般 地 ,如 果 b = b'e, ME 
(12) R(b) =- R bt? 


是 旗 (fag)jx,en,enA 寻 的 函数 ,我 们 将 称 之 为 旗 曲 率 。 它 是 截面 曲率 的 自然 推 
广 ,因为 在 黎 曼 几何 中 它 仅 依赖 于 平面 元 率 {x*,pAeu} ,并 且 是 截面 曲率 。 

于 是 曲率 被 分 成 两 部 分 : 黎 曼 曲率 局 /与 我 们 称 为 闵 科 夫 斯 基 曲 率 的 Hg,。 

正 是 这 个 旗 曲 率 在 芬 斯 勒 几何 的 变 分 问题 中 起 着 重要 的 作用 。 人 们 在 绝 长 的 
一 阶 变 分 与 二 阶 变 分 中 找到 证 据 。 事 实 上 ,把 单位 正方 形 (1,7) 映 入 P, 使 得 它 在 
M 中 的 投射 给 出 以 1, c 为 参数 族 的 一 族 曲 线 。 假 设 e, HERPES 我 
们 可 以 通过 拉 回 (pullback) 得 到 


(13) w = bdr, œw” = a"dt + 加 dr， 
|. = aidt + bidro 
曲线 zc 的 长 度 为 
1 
(14) Lc) = | a'di. 


表达 式 (13) 满 足 结构 方程 (6) ,特别 地 有 
Ja” ab" 


= 


Or dat 





由 此 得 弧 长 的 一 阶 变 分 是 


= p 


r=0 
于 是 测 地 线 由 条 件 a = 0 所 刻画 。 换 名 话说, 测 地 线 由 微分 方程 组 
(16) w = wp = 0 

”所 定义 。 


(15) uL rre 








1 
+ | b^a, dt; 
0 
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为 了 导出 二 阶 变 分 ,我 们 来 考虑 一 族 满足 a, = 0 的 测 地 线 。 
利用 式 (6) ,我 们 得 到 公式 





AT 3*1 6) = 99 ase iG? - RG) Landi 
"P T) = Or + a as $ a = a o 


它 与 黎 曼 几何 中 的 公式 相同 ,只 是 用 旗 曲 率 代 替 了 截面 曲率 ,而 闵 科 夫 斯 基 曲 率 不 
起 作用 。 使 (17) 式 成 立 的 一 个 关键 性 质 是 , Pi 当 它 的 拉丁 字母 指标 中 有 两 个 等 于 
n 时 就 为 0, 从 而 这 些 P 不 会 在 二 阶 变 分 中 出 现 。 

种 种 迹象 表明 ,那些 旗 曲 率 的 正 负 号 保持 不 变 的 分 斯 勒 流 形 会 成 为 有 趣 的 研 
究 课 题 。 


1991 年 6 月 28 日 又 及 一 一 帕特里克 . 佛 伦 博士 友善 地 通知 我 说 ,这 篇 注 记 中 
的 一 些 结果 ,包括 旗 曲 率 的 概念 (他 称 之 为 雅 可 比 同 态 ) 和 弧 长 的 二 阶 变 分 公式 ,与 
他 的 动力 系统 的 工作 重复 。 另 一 方面 ,在 一 篇 发 表 于 43 年 前 但 长 期 被 忽视 的 论文 
[2] 中 ,已 经 有 主要 的 计算 。 本 文 的 目的 是 要 求人 们 注意 这 样 的 事实 , 即 如 果 处 理 
适当 , 则 芬 斯 勒 几 何 的 基础 或 许 还 包括 其 测 地 线 的 性 质 ,与 黎 曼 几何 的 情况 没有 多 
大 的 差别 。 无 庸 说 , 芬 斯 勒 几 何 中 的 其 他 问题 一 一 如 用 曲率 形式 表达 特征 类 以 及 
体积 的 概念 一 一 更 加 微妙 ,值得 作 进 一 步 的 研究 。 复 芬 斯 勒 几 何 也 很 重要 , 它 会 在 
多 复 变 函数 的 研究 中 发 挥 作 用 ,因为 卡拉 西 奥 多 里 与 小 平 的 区 域 度量 都 是 芬 斯 勤 
度量 。 
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这 是 作者 于 10909 #9 A 24 日 ,在 复旦 大 学 参加 求实 基金 会 
科学 奖 的 颁奖 仪式 上 所 作 的 学 术 报 告 。 这 也 是 复旦 大 学 杨 武 之 
讲座 的 第 一 讲 。 


今天 授奖 的 仪式 很 隆重 , 听 了 许多 人 的 演讲 ,我 非常 感动 。 有 机 会 在 此 演讲 ， 
目 己 觉得 非常 之 荣幸 ,也 非常 之 高 兴 。 我 想 从 现在 起 ,我 们 就 像 平 常 上 课 一 样 ,不 
怎么 严肃 ,随便 一 点 。 我 带 了 一 些 材料 ,非常 遗憾 的 是 没 法 投影 。 不 投影 也 可 以 ， 
我 没有 什么 准备 。 大 家 希望 我 讲 一 点 几何 学 ,题目 是 4 什么 是 几何 学 》。 我 虽然 搞 
了 几 十 年 的 几何 工作 ,但 是 很 抱歉 的 一 点 是 , 当 你 们 听 完 演讲 后 ,不 会 得 到 很 简单 
的 答案 ,因为 这 是 一 门 广泛 而 伟大 的 学 问 。 在 最 近 几 千年 来 ,几何 学 有 非常 重要 的 
发 展 , 跟 许多 其 他 的 科学 不 但 有 关系 有 作用 ,而 且 是 基本 的 因素 。 

讲 到 几何 学 ,我 们 第 一 个 想到 的 是 欧 几 里 得 。 除 了 基督 教 的 《圣经 ) 之 外 , 欧 几 
里 得 的 《几何 原本 》 在 世界 出 版 物 中 大 概 是 销售 最 多 的 一 本 书 了 。 这 本 书 在 中 国有 
翻译 , 译 者 是 徐光启 与 利 玛 罕 。 徐 光 启 (1562 ~ 1633) 是 中 国 了 不 得 的 学 问 家 , 利 玛 
S£ (M. Ricci) 是 到 中 国 来 的 意大利 传教 士 。 他 们 只 翻译 了 六 章 , 中 文本 是 在 1607 年 
出 版 的 。 我 们 现在 通用 的 许多 名 词 ,例如 平行 线 、 三 角形 、 贺 周 等 这 类 名 词 我 想 都 
是 徐光启 翻译 的 。 当 时 没有 把 全 书 翻译 完 , 差不多 只 翻译 了 半 本 ,另外 还 有 半 本 是 
李 善 兰 和 伟 烈 亚 力 翻译 的 。 伟 烈 亚 力 (A. Wylie) 是 英国 传教 士 。 很 高 兴 的 是 , 李 善 
兰 是 浙江 海宁 人 。 海 宁 是 嘉兴 府 的 一 县 ,我 是 嘉兴 人 ,所 以 我 们 是 同乡 (掌声 )。 对 
了 , 查 济 民 先 生 也 是 海宁 人 (掌声 )。 

推动 几何 学 第 二 个 重要 的 、 历 史 性 发 展 的 人 是 Descartes(1596 ~ 1650) ,中 国人 
翻译 成 为 笛 卡 儿 。 他 是 法 国 哲学 家 ,不 是 专门 研究 数学 的 。 他 用 坐标 的 方法 ,把 几 
何 变 成 了 代数 。 当 时 没有 分 析 或 者 无 穷 的 观念 。 所 以 他 就 变 成 代数 。 我 想 笛 卡 儿 
当时 不 见得 觉得 他 这 贡献 是 很 伟大 的 ,所 以 他 的 几何 论文 是 他 的 哲学 书 里 面 最 后 
的 一 个 附录 ,附属 于 他 的 哲学 的 。 

这 个 思想 当然 在 几何 上 是 革命 性 的 ,因为 当 把 几何 的 现象 用 坐标 表示 出 来 时 ， 
就 变 成 了 代数 现象 。 所 以 你 要 证 明说 一 条 直线 是 不 是 经 过 一 个 点 ,你 只 要 证 明 某 
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个 数 是 不 是 等 于 零 就 行 了 。 这 样 就 变 成 了 一 个 简单 一 点 的 代数 问题 。 当 然 并 不 是 
任何 的 几何 问题 都 要 变 成 代数 问题 ,有 时 候 变 为 代数 问题 后 比 原来 的 问题 更 加 复 
杂 了 。 但 这 个 关系 是 基本 性 的 。 笛 卡 儿 发 现 的 坐标 系 , 我 们 大 概 在 中 学 念 解析 几 
何 都 学 到 。 有 一 点 是 这 样 的 (我 的 图 可 惜 现在 没 法 投影 出 来 ) : 给 定 一 条 直线 , 直 
线 上 有 一 个 原点 ,其 他 的 点 由 它 的 距离 x 来 确定 ,然后 经 过 x 沿 一 定 的 方向 画 一 条 
直线 ,那么 y 坐标 就 是 在 那 条 线 上 从 x 轴 上 这 个 点 所 经 的 距离 ,这 就 是 笛 卡 儿 的 坐 
标 , 英 文 叫 Cartesian 坐标 。 它 的 两 条 线 不 一 定 垂 直 。 不 知道 哪 位 先生 写 教科 书 时 
把 两 条 线 写 成 垂直 了 ,因此 x 坐标 与 y 坐标 对 称 了 。 笛 卡 儿 的 两 个 坐标 不 是 对 称 
的 ,这 是 个 非常 重要 的 观念 ,我 们 现在 就 叫 纤维 从 。 这 些 跟 y 坐标 平行 的 直线 都 是 
纤维 ,是 另外 的 一 个 空间 。 原 因 是 这 样 的 : 你 把 它 这 样 改 了 之 后 , 那 条 直线 就 不 一 
定 要 直线 ,可 以 是 任何 另外 一 个 空间 了 。 这 样 可 以 确定 空间 里 的 点 用 另外 一 组 坐 
标 来 表示 。 所 以 有 时 候 科 学 或 数学 不 一 定 完 全 进步 了 ,有 时 候 反 而 退步 了 ( 笑 声 )。 
笛 卡 儿 用 了 这 个 坐标 ,就 发 现 ,我 们 不 一 定 要 用 Cartesian 坐标 ,可 以 用 其 他 坐标 , 比 
如 极 坐 标 。 平 面 上 确定 一 个 点 , 称 为 原点 ,过 这 点 画 一 条 射线 , 称 为 原 轴 。 这 样 平 
面 上 的 点 ,一 个 坐标 是 这 点 与 原点 的 距离 ,另外 一 个 是 角度 ,是 这 点 与 原点 的 连 线 
与 原 轴 的 相交 的 角度 ,这 就 是 极 坐 标 。 因 此 极 坐 标的 两 个 坐标 ,一 个 是 正 数 或 零 ， 
另外 一 个 是 从 零 到 360 度 的 角度 。 当 然 我 们 都 知道 ,还 可 以 有 许多 其 他 的 坐标 , 只 
要 用 数 就 可 以 确定 坐标 。 因 此 ,后 来 大 家 和 弄 多 了 的 话 ,就 对 几何 作出 了 另外 一 个 革 
命 性 的 贡献 ,就 是 说 ,坐标 不 一 定 要 有 意义 。 只 要 每 组 数 能 定义 一 个 点 ,我 们 就 把 
它 叫 坐标 。 从 而 几何 性 质 就 变 成 坐标 的 一 个 代数 性 质 ,或 者 说 分 析 的 性 质 。 这 样 
就 把 几何 数量 化 了 ,几何 就 变 成 形式 化 的 东西 了 。 这 个 影 啊 非 常 之 大 , 当然 这 个 影 
响 也 不 大 容易 被 接受 ,比如 爱 因 斯 坦 。 爱 因 斯 坦 发 现 他 的 相对 论 , 特 殊 相 对 论 是 在 
1908 年 ,而 广义 相对 论 是 在 1915 年 ,前 后 差 了 7 年 。 爱 因 斯 坦 说 ,为 什么 需要 7 年 
我 才能 从 特殊 相对 论 过 渡 到 广义 相对 论 呢 ? 他 说 因为 我 觉得 坐标 都 应 该 有 几何 或 
物理 意义 。 爱 因 斯 坦 是 一 个 对 学 问 非常 严 间 的 人 ,他 觉得 没有 意义 的 坐标 不 大 容 
易 被 接受 ,所 以 耽误 了 他 很 多 年 ,他 才 不 能 不 接受 ,就 是 因为 空间 的 概念 被 推广 了 。 

我 忘掉 了 一 段 。 我 现在 是 讲 书 , 讲 书 忘 掉 了 补充 一 下 是 无 所 请 的 , 讲 错 了 也 不 
要 紧 ( 笑 声 )。 同 样 我 回头 再 讲 一 点 欧 几 里 得 。 那 时 的 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 并 不 
仅仅 是 几何 ,而 是 整个 数学 。 因 为 那 时 候 的 数学 还 没有 发 现 微 积分 ,无穷 的 观念 虽 
然 已 经 有 了 ANNE AZAR. KEG A ,就 是 很 可 异 的 是 欧 几 里 得 的 身世 我 们 
知道 得 很 少 ,只 知道 他 大 概 生活 在 纪元 前 三 百年 左右 。 他 是 亚历山大 学 校 的 几何 
教授 ,他 的 《 儿 何 原本 》 大 概 是 当时 的 一 个 课本 。 亚 历 山 大 大 学 是 希腊 文化 最 后 集 
中 的 一 个 地 方 。 因 为 亚历山大 自己 到 过 亚历山大 ,因此 就 建立 了 当时 北非 的 大 城 ， 
靠 在 地 中 海 。 但 是 他 远征 到 亚洲 之 后 ,我 们 知道 他 很 快 就 死 了 。 之 后 ,他 的 大 将 托 
HE (Ptolemy Soter) 管 理 当 时 的 埃及 区 域 。 托 勒 密 很 重视 学 问 , 就 成 立 了 一 个 大 学 。 
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这 个 大 学 就 在 他 的 王宫 旁边 ,是 当时 全 世界 伟大 的 大 学 ,设备 非常 好 ,有 许多 书 。 
很 可 惜 由 于 宗教 的 原因 ,由 于 众多 的 原因 ,现在 这 个 学 校 被 完全 毁 掉 了 。 当 时 的 基 
督 教 就 不 喜欢 这 个 学 校 ,已 经 开始 被 毁 了 ,然后 回教 人 占领 了 北非 之 后 ,就 大 规模 
地 破坏 ,把 图 书馆 的 书 都 拿 出 来 烧 掉 。 所 以 现在 这 个 学 校 完全 不 存在 了 。 

几何 是 很 重要 的 ,因为 大 家 觉得 几何 就 是 数学 。 比 方 说 ,现在 还 有 这 一 印象 ， 
法 国 的 科学 院 , 它 的 数学 组 叫做 几何 组 。 对 于 法 国 来 讲 , 搞 数学 的 不 称 数 学 家 ,而 
叫 几何 学 家 ,这 都 是 受 当 时 几何 的 影响 。 当 时 的 几何 比 现在 的 几何 的 范围 来 得 广 。 
不 过 从 另 一 方面 讲 现在 的 范围 更 广 了 ,就 是 我 刚才 讲 到 的 坐标 不 一 定 有 意义 。 一 
个 空间 可 以 有 好 几 种 坐标 ,那么 怎样 描述 空间 呢 ? 这 就 显得 很 困难 啦 ,因为 空间 到 
底 有 什么 样 的 几何 性 质 , 这 也 是 一 个 大 问题 。 高 斯 与 黎 曼 建立 和 发 展 了 这 方面 的 
理论 。 高 斯 是 德国 人 ,我 想 他 是 近代 数学 最 伟大 的 一 个 数学 家 。 黎 曼 实际 上 是 他 
的 继承 人 ,也 是 德国 数学 家 。 他 们 都 是 格 丁 根 大 学 的 教授 。 可 惜 的 是 黎 曼 活着 时 
身体 不 好 ,有 肺结核 病 ,四 十 岁 就 死 了 。 他 们 的 发 展 有 一 个 主要 目的 ,就 是 要 发 展 
一 个 空间 , 它 的 坐标 是 局 部 的 。 空 间 里 只 有 坐标 ,反正 你 不 能 讲 坐 标 是 什么 ,只 
道 坐 标 代表 一 个 点 ,所 以 只 是 一 小 块 里 的 点 可 以 用 坐标 表示 。 因 此 虽然 点 的 性 质 
可 以 用 解析 关系 来 表示 ,但 是 如 何 研究 空间 这 就 成 了 大 问题 。 

在 这 个 之 前 ,我 刚才 又 忘 了 一 个 ,就 是 基础 的 数学 是 欧 几 里 得 的 书 , 但 是 欧 几 
里 得 的 书 出 了 一 个 毛病 。 因 为 欧 几 里 得 用 公理 经 过 逻辑 的 手段 得 到 结论 。 例 如 
说 ,三 角形 三 角 之 和 一 定 等 于 180 度 ,这 是 了 不 得 的 结果 。 欧 几 里 得 可 以 用 公理 几 
步 就 把 它 证 明了 ,是 一 个 结论 。 这 个 比 现代 的 科学 简单 得 多 了 。 我 们 刚才 听 了 很 
多 话 , 科 学 家 做 科学 研究 ,第 一 样 就 是 跟 政府 要 钱 , 跟 社会 要 钱 ,说 你 给 了 我 钱 , 我 
才能 做 实验 。 

当然 实验 是 科学 的 基础 。 但 是 这 样 一 来 就 会 有 许多 的 社会 问题 和 政治 问题 。 
欧 几 里 得 说 ,你 给 我 一 张 纸 , 我 只 要 写 几 下 ,就 证 明了 这 个 结果 。 不 但 如 此 ,我 是 搞 
数学 的 ,我 说 数学 理论 还 有 优点 ,数学 的 理论 可 以 预测 实验 的 结果 。 不 用 实验 ,用 
数学 可 以 得 到 结论 ,然后 用 实验 去 证 明 。 当 然 实 验 有 时 的 证 明 不 对 ,也 许 你 的 理论 
就 不 对 了 , 那 当 然 也 有 这 个 毛病 。 欧 几 里 得 的 公理 是 非常 明显 的 ,但 是 他 有 一 个 有 
名 的 公理 叫 第 五 公设 出 了 问题 。 这 个 第 五 公设 讲 起 来 比较 长 ,但 是 简单 地 说 ,就 是 
有 一 条 直线 与 线 外 一 点 ,经 过 这 点 只 有 一 条 直线 与 这 条 已 给 的 直线 平行 。 这 个 你 
要 随便 画图 的 话 ,觉得 相当 可 信 。 可 是 你 要 严格 追问 的 话 , 这 个 公理 不 大 明显 ,至 
少 不 如 其 他 公理 这 样 明显 。 所 以 这 个 第 五 公设 对 当时 数学 界 喜 欢 思想 的 人 是 个 大 
问题 。 当 时 最 理想 的 情形 是 : 第 五 公设 可 以 用 其 他 的 公理 推 得 , 变 成 一 个 所 谓 的 
定理 。 那 就 简单 化 了 ,并 且 可 做 这 个 实验 。 我 们 搞 数学 的 人 有 一 个 简单 的 方法 ,就 
是 我 要 证 明 这 个 公理 ,我 先 假定 这 个 公理 不 对 ,看 是 不 是 可 以 得 到 了 矛盾。 如果 得 到 
矛盾 ,就 证 明 它 是 对 的 了 。 这 就 是 所 谓 间 接 证 明 法 。 有 人 就 想 用 这 个 方法 证 明 第 
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68. 什么 是 几何 学 一 一 在 复旦 大 学 的 演讲 

五 公设 ,但 是 都 失败 了 。 我 们 现在 知道 这 个 第 五 公设 并 不 一 定 对 ,经 过 一 点 的 平行 
线 可 以 有 无 数 条 ,这 就 是 非 欧 几何 的 发 现 。 非 欧 几何 的 发 现 , 它 的 社会 意义 很 大 ， 
因为 它 表 示 空 间 不 一 定 只 有 一 个 。 西 洋 的 社会 相信 上 帝 只 有 一 个 ,怎么 会 有 两 个 
空间 ,或 者 很 多 个 空间 呢 ? 当时 这 是 个 很 严重 的 社会 问题 。 不 止 是 社会 问题 ,同时 
也 是 哲学 问题 。 像 德国 大 哲学 家 康德 ,他 就 觉得 只 能 有 欧 氏 几何 ,不 能 有 非 欧 几 
何 。 所 以 当时 这 是 一 个 很 大 的 争论 。 非 欧 几 何 的 发 现 一 个 是 J. 波 尔 约 ,匈牙利 
人 ,在 1832 年 ;一 个 是 罗 巴 切 夫 斯 基 , 俄 国人 ,在 1847 年 。 不 过 我 刚才 讲 到 大 数学 
家 高 斯 ,我 们 从 他 的 种 种 著作 中 知道 他 完全 清楚 ,但 他 没有 把 它 发 表 成 一 个 结论 ， 
因为 发 表 这 样 一 个 结论 ,是 可 以 遭 到 别人 反对 的 。 因 此 就 有 这 么 一 个 争论 。 等 到 
意大利 的 几何 学 家 贝尔 特 拉 米 ,他 在 欧 几 里 得 的 三 维 空间 里 造 了 一 个 曲面 ,这 个 曲 
面 上 的 几何 就 是 非 欧 几何 ,这 对 于 消除 大 家 的 怀疑 是 一 个 很 有 利 的 工具 。 因 为 上 
述 结果 是 说 ,假定 有 一 个 三 维 的 欧 几 里 得 空间 ,就 可 以 造 出 一 个 非 欧 几 何 的 空间 
来 ,所 以 在 欧 几 里 得 的 几何 中 亦 有 非 欧 几何 。 你 假定 欧 几 里 得 几何 ,你 就 得 接受 非 
欧 几 何 , 因 此 大 家 对 非 欧 几 何 的 怀疑 有 种 种 的 方法 慢 慢 给 予 解除 。 

我 刚才 讲 到 高 斯 与 黎 曼 把 坐标 一 般 化 ,使 坐标 不 一 定 有 意义 ,这 对 几何 学 产生 
的 问题 可 大 了 。 因 为 空间 就 变 成 一 块 一 块 拼 起 来 的 东西 。 那 么 怎么 去 研究 它 呢 ? 
怎么 知道 空间 有 不 同 的 性 质 呢 ? 甚至 怎么 区 别 不 同 的 空间 ? 我 这 里 有 几 个 图 , M 
了 几 个 不 同 的 空间 ,可 惜 我 没 法 把 它 投影 出 来 。 不 过 ,总 而 言 之 空间 的 个 数 是 无 穷 
的 ,有 很 多 很 多 不 同 的 空间 。 现 在 对 于 研究 几何 的 人 就 产生 一 个 基本 问题 ,你 怎样 
去 研究 它 。 这 样 一 个 基本 的 学 问 现 在 就 叫 Topology, 拓 扑 学 。 它 是 研究 整个 空间 的 
性 质 , 如 什么 叫 空 间 的 连续 性 ,怎样 的 两 个 空间 在 某 个 意义 上 是 相同 的 ,等 等 。 这 
样 就 发 展 了 许多 许多 的 工具 。 这 个 问题 黎 曼 也 讨论 了 。 黎 曼 生 活 在 1826 ~ 1866 
年 。 德 国 的 教学 制度 在 博士 毕业 之 后 ,为 了 有 资格 在 大 学 教书 ,一 定 要 做 一 个 公开 
演讲 ,这 个 公开 的 演讲 就 是 所 谓 的 Habilitationsschrift, 38 & YE 1854 年 到 格 丁 根 大 学 
去 做 教授 ,做 了 一 个 演讲 , 这 个 在 几何 上 是 非常 基本 的 文献 ,就 讨论 了 这 些 问 题 。 
如 何 研究 这 种 空间 呢 ? 要 研究 这 种 空间 ,如 果 你 只 知道 空间 是 随便 这 么 一 块 块 拼 
起 来 的 话 ,就 没有 什么 可 以 研究 的 了 。 于 是 你 往往 需要 一 个 度量 ,至少 你 知道 什么 
叫 两 点 之 间 的 距离 ,你 怎么 去 处 理 它 呢 ?就 需要 解析 的 工具 。 往 往 你 把 距离 表 为 
一 个 积分 ,用 积分 代表 距离 。 黎 曼 的 这 篇 1854 年 的 论文 ,是 非常 重要 的 ,也 是 几何 
里 的 一 个 基本 文献 ,相当 一 个 国家 的 宪法 似 的 。 爱 因 斯 坦 不 知道 这 篇 论文 , 花 了 7 
年 的 时 间 想 方 设法 也 要 发 展 同样 的 观念 ,所 以 爱 因 斯 坦 浪费 了 许多 时 间 。 黎 曼 这 
篇 论文 引进 的 距离 这 个 观念 ,是 一 个 积分 ,在 数学 界 一 百 多 年 来 有 了 很 大 的 发 展 。 
第 一 个 重要 的 发 展 是 黎 曼 几何 应 用 到 广义 相对 论 ,是 相对 论 的 一 个 基本 的 数学 基 
础 。 现 在 大 家 要 念 数学 ,尤其 要 念 几何 学 的 话 , 黎 曼 几 何 是 一 个 最 主要 的 部 分 ,这 
个 也 是 从 黎 曼 的 演讲 开始 的 。 现 在 黎 曼 几何 的 结果 多 得 不 得 了 ,不 但 是 几何 的 基 
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础 ,可 能 也 是 整个 数学 发 展 的 基础 。 

我 刚才 提 到 一 百 多 年 来 的 发 展 。 所 谓 的 黎 曼 几何 实际 上 是 黎 曼 的 论文 的 一 个 
简单 的 情形 ,是 某 个 情形 。 黎 紧 原 来 的 意思 ,广义 下 的 意思 ,有 个 人 做 了 重要 的 工 
VE ,是 一 个 德国 人 芬 斯 勒 。 所 以 这 部 分 的 几何 就 叫 芬 斯 勒 几 何 。1918 年 他 在 格 丁 
根 大 学 写 了 一 篇 博士 论文 ,就 讲 这 个 几何 。 这 个 几何 后 来 发 展 不 太 多 ,因为 大 家 不 
知道 怎么 办 。 如 果 这 个 度量 的 积分 广 了 一 点 ,对 应 的 数学 就 变 复杂 了 ,不 像 黎 曼 的 
某 个 情形 这 样 简 单 。 黎 曼 这 情形 也 不 简单 。 黎 曼 普通 地 就 写 了 一 个 ds 的 平方 等 
于 一 个 两 次 微分 式 ,这 个 两 次 微分 式 积分 一 下 就 代表 弧 的 长 度 。 怎 样 研究 这 样 的 
几何 ,这 是 需要 一 个 像 黎 曼 这 种 天 才 才 有 这 个 办 法 。 黎 曼 就 发 展 了 他 所 谓 的 
Riemann curvature tensor, 黎 曼 曲 率 张 量 。 你 和 若 要 搞 这 类 几何 的 话 ,就 要 有 张 量 的 观 
念 。 而 空间 的 弯曲 性 ,这 个 弯曲 性 解析 表示 出 来 也 比较 复杂 了 ,就 是 黎 曼 的 曲率 张 
量 。 我 们 现在 大 家 喜欢 讲 得 奖 。 我 们 今天 发 奖 ,有 奖金 ,要 社会 与 政府 对 你 的 工作 
尊重 。 当 年 的 时 候 你 要 搞 数学 的 话 , 如 果 没 有 数学 教授 的 位 置 ,就 没有 人 付 你 工 
资 。 一 个 主要 的 办 法 就 是 得 奖金 。 有 几 个 科学 院 它 给 奖金 ,得 了 奖金 后 你 当然 可 
以 维持 一 段 时 间 , 因 此 就 很 高 兴 。 不 过 很 有 意思 的 是 我 想 黎 曼 - 克 里 斯 托 费 尔 曲 率 
张 量 是 一 个 很 伟大 的 发 现 , 黎 曼 就 到 法 兰 西 科学 院 申请 奖金 。 科 学 院 的 人 看 不 懂 ， 
就 没有 给 他 。 所 以 诸位 ,今天 坐 在 前 排 几 位 你 们 都 是 得 奖 人 ,都 是 得 到 光荣 的 人 ， 
我 们 对 于 你 们 寄予 很 大 的 期 望 , 后 面 几 排 的 大 多 数 人 没有 得 过 奖 ,不 过 我 安奈 大 
家 , 没 得 过 奖 不 要 紧 , 没 得 过 奖 也 可 以 做 工作 。 我 想 我 在 得 到 学 位 之 前 ,也 没有 得 
过 奖 。 得 不 得 到 奖 不 是 一 个 很 重要 的 因素 , 黎 曼 就 没有 得 到 奖 。 他 的 黎 曼 - 殉 里 斯 
托 费 尔 张 量 在 法 兰 西 的 科学 院 申 请 奖 没 有 得 到 。 

最 近 虽 然 在 黎 曼 几何 上 有 很 多 发 展 ,非常 了 不 得 的 发 展 ,但 是 大 家 对 于 一 般 的 
情形 , 黎 曼 论文 的 一 般 情 形 : 分 斯 勒 几 何 , 没 有 做 很 多 贡献 。 很 巧 的 是 我 在 1942 年 
曾 写 了 一 篇 芬 斯 勒 几何 的 论文 ,就 是 我 能 把 黎 曼 几何 的 结果 做 到 芬 斯 勒 几何 的 情 
形 。 最 近 , 有 两 位 年 轻 的 中 国人 ,一 个 叫 鲍 大 维 , 一 个 叫 沈 忠 民 , 我 们 合 写 了 一 本 关 
于 芬 斯 勒 几何 的 书 。 这 本 书 就 要 在 斯 普 林 格 出 版 社 出 版 ,属于 它 的 Graduate Texts 
数学 丛书 。 编 辑 对 于 我 们 的 书 也 很 喜欢 ,给 了 我 们 一 个 很 有 意思 的 书号 : 2 000 号 。 
书 就 在 这 里 ,我 想 这 本 书 等 会 我 会 交 给 谷 超 察 教授 ,就 把 它 放 在 复旦 大 学 的 某 个 图 
书馆 里 (掌声 )。 我 们 这 本 书 有 一 个 小 小 的 成 就 ,就 是 把 近 一 百年 来 最 近 在 黎 曼 几 
何 上 的 发 现 , 我 们 把 它 推广 到 一 般 的 情形 , 即 黎 曼 - 芬 斯 勒 情形 。 这 是 黎 曼 当年 的 
目的 。 黎 曼 当 然 非常 伟大 ,不 过 他 对 于 一 般 的 情形 不 是 很 重视 ,他 甚至 在 他 的 文章 
里 讲 这 里 没有 新 的 东西 ,我 们 就 把 他 说 的 没有 新 的 东西 做 了 一 些 出 来 。 

我 知道 我 旁边 坐 了 两 位 伟大 的 物理 学 家 。 接 下 去 我 想 班 门 弄 斧 一 下 , 谈 一 下 
物理 与 几何 的 关系 。 我 觉得 物理 学 里 有 很 多 重要 的 工作 ,是 物理 学 家 要 证 明说 物 
理 就 是 几何 。 比 方 说 ,你 从 牛顿 的 第 二 运动 定律 开始 。 牛 顿 的 第 二 定律 说 , F = 
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68. 什么 是 几何 学 一 一 在 复旦 大 学 的 演讲 
ma, F 是 力 ,m 是 质量 ,a 是 加 速度 ,加 速度 我 们 现在 叫 曲 率 。 所 以 右边 这 一 项 是 
几何 量 ,而 力 当然 是 物理 量 。 所 以 牛顿 费 了 半天 劲 ,他 只 是 说 物理 就 是 几何 (大 笑 ， 
掌声 )。 不 但 如 此 , 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 也 是 这 样 。 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 的 方 


程 说 





Ri = T gaR = 8r KT go 


Rj 是 里 奇 曲率 , R 是 scalar curvature, 即 标量 曲率 ,K 是 常数 , Ti 是 energy-stress 
tensor, 即 能 量 一 应 力 张 量 。 你 仔细 想 想 , 他 的 左边 是 几何 量 ,是 从 黎 曼 度量 得 出 来 
的 一 些 曲率 。 所 以 爱 因 斯 坦 的 重要 方程 式 也 就 是 说 ,几何 量 等 于 物理 量 (掌声 )。 
不 止 是 这 些 ,我 们 可 以 一 直 讲 下 去 。 我 们 现在 研究 的 空间 叫 流 形 ,是 一 块 块 空间 拼 
起 来 的 。 这 个 流 形 不 好 人 研究 。 流 形 上 的 度量 ,你 如 果 要 把 它 能 够 用 方程 写 下 来 的 
TS ,你 一 定 要 把 流 形 线性 化 ,一 定 要 有 一 个 所 谓 的 矢量 空间 , 叫 vector spacen. RH 
空间 有 一 个 好 处 , 它 的 矢量 可 以 相 加 ,可 以 相 减 , 它 还 有 种 种 不 同 的 乘法 。 所 以 你 
就 可 以 用 解析 的 方法 处 理 几 何 的 情形 。 那 么 一 般 的 流 形 怎 么 处 理 呢 ?” 数 学 家 的 办 
法 很 简单 ,就 是 在 流 形 的 每 一 点 弄 一 个 切 平 面 。 每 一 点 都 有 个 和 失 量 空间 , 叫 切 空 
间 , 跟 它 相 切 。 欧 几 里 得 空间 只 有 一 个 切 空间 。 现 在 的 空间 情况 复杂 了 一 些 ,每 点 
都 有 一 个 切 空间 ,但 都 是 平坦 空间 。 这 个 现象 在 几何 上 有 一 个 重大 的 发 展 ,就 是 把 
切 空间 竖 起 来 。 反 正 是 一 把 矢量 空间 ,给 流 形 的 每 点 一 个 矢量 空间 ,不 一 定 要 是 流 
形 的 切面 或 切 空间 。 我 们 就 叫 它 为 纤维 从 ,或 叫 矢量 从 ,矢量 空间 从 。 这 个 我 想 比 
爱 因 斯 坦 的 (相对 论 ) 还 要 重要 。 麦 克 斯 韦 方程 就 是 建立 在 一 个 矢量 从 上 。 你 不 是 
要 一 把 矢量 空间 吗 ? 最 好 的 是 一 把 贷 子 ,这 里 一 维 最 好 是 复 一 维 。 这 把 谷子 每 个 
都 是 复 空间 , 它 是 骗 人 的 一 维 ,其 实 是 二 维 , 是 复数 空间 。 复 数 就 有 玩意 儿 了 。 现 
在 是 一 把 复线 ,你 如 果 能 有 法 子 从 这 个 纤维 到 另外 一 个 纤维 有 一 个 我 们 所 谓 的 平 
行 性 的 话 , 你 就 立刻 得 到 麦克 斯 韦 方 程 。 现 代 文 明 都 靠 电 ,控制 电 的 方程 的 是 麦克 
斯 韦 方程 。 现 在 纤维 从 上 有 一 个 平行 性 ,这 个 平行 性 的 微分 ,等 于 电磁 场 的 强度 
下 ,然后 你 把 这 个 FF 再 求 它 的 男 外 一 种 微分 ( 余 微 分 ) 的 话 ,就 得 到 current vector J, 
即 流 矢量 。 用 下 面 两 个 简单 的 式 子 ,就 把 麦克 斯 韦 方程 写 出 来 了 , dA = F, 
oF = ds 

普通 你 要 念 电磁 学 的 书 的 话 , 当然 需要 了 解 电磁 的 意义 。 我 不 了 解 。 但 是 要 
了 解 电 磁 学 的 意义 ,把 方程 全 部 写 出 来 的 话 , 书 上 往往 是 一 整 页 ,种 种 的 微分 呀 什 
么 的 讲 了 一 大 堆 。 其 实 简单 地 说 ,也 就 是 平行 性 的 微分 是 场 的 强度 , 而 场 的 强度 经 
过 某 个 运算 就 得 到 它 的 流 矢 量 。 这 就 是 麦克 斯 韦 方 程 ,与 原来 的 完全 一 样 。 所 以 
麦克 斯 韦 方程 就 是 建立 在 一 维 的 纤维 从 上 ,不 过 是 一 个 复 一 维 的 纤维 从 。 你 怎样 
把 每 个 纤维 拼 起 来 呢 ? 我 们 需要 群 的 观念 。 有 一 个 群 , 群 里 有 一 个 运算 ,把 一 个 纤 
维 可 以 挪 到 其 他 一 个 纤维 。 纤 维 如 果 是 一 维 的 ,即使 是 复 一 维 的 话 ,我 们 需要 的 群 
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仍旧 是 可 交换 的 群 ,叫做 阿 贝 尔 群 ,杨振宁 先生 了 不 得 。 他 可 以 用 到 一 个 非 阿 贝尔 
群 ,也 很 简单 ,我 们 叫做 SU(2) 群 。 用 SU(2) 联 络 , 把 同样 的 方程 式 写 出 来 ,就 是 杨 - 
米尔 斯 方程 , DA = F, 5F = Jo 

这 有 不 得 了 的 重要 性 。 我 们 搞 几 何 学 的 人 觉得 有 这 样 的 关系 ,物理 学 家 说 你 
这 个 关系 跟 物 理 有 关系 ,这 是 非常 困难 的 ,并 且 有 基本 的 重要 性 。 比 方 说 像 去 年 获 
诺 贝尔 奖 的 ,我 想 大 家 都 知道 岭 琦 的 名 字 , 做 理论 方面 的 所 谓 霍 尔 效应 ,也 用 到 我 
们 这 些 工 作 。 我 们 说 我 们 专 搞 曲 率 。 你 要 开 一 个 车 ,路 如 果 弯 得 多 了 的 话 你 就 要 
慢 下 来 , 直 的 话 你 就 冲 , 这 就 是 曲率 。 曲 率 要 是 在 高 维 就 比较 复杂 了 ,不 过 也 是 一 
些 代数 ,并 且 可 以 做 得 很 巧妙 。 我 的 一 个 朋友 ,也 是 学 生 , 叫 西蒙 斯 。 我 们 所 做 的 
工作 就 是 曲率 ,就 对 崔 琦 跟 他 们 一 群 得 诺 贝尔 奖 的 有 好 处 。 所 以 一 般 讲 来 ,在 房子 
里 我 们 只 管 扫 地 , 想 把 房子 弄 弄 干净 , 弄 弄 清楚 ,然后 有 伟大 的 物理 学 家 来 说 你 们 
这 个 还 有 道理 (大 笑 , 掌 声 ) ,这 个 我 们 也 很 高 兴 。 现 在 几何 不 仅 应 用 到 物理 ,也 应 
用 到 生物 学 中 。 讲 到 DNA 的 构造 ,是 一 个 双 螺 线 , 双 螺 线 有 很 多 几何 ,许多 几何 学 
都 在 研究 这 个 问题 。 现 在 许多 主要 的 大 学 , 念 生 物 的 人 一 定 要 念 几 何 。 现 在 有 很 
多 人 研究 大 一 点 的 化 合 物 ,这 是 分 子 , 是 由 原子 配 起 来 的 。 原 子 怎么 个 配 法 就 是 几 
何 了 。 这 些 几 何 的 观念 不 再 是 空虚 的 ,有 实际 上 的 化 学 的 意义 。 

数学 比 其 他 科学 有 利 的 地 方 , 是 它 基 本 上 还 是 个 人 的 工作 。 即 使 在 个 远 的 地 
Jr ,进步 也 是 可 能 的 。 当 然 他 需要 几 个 朋友 ,得 切磋 之 益 。 谢 谢 大 家 。( 极 其 热烈 
的 掌声 ) 
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本 文 是 陈省身 在 南开 大 学 数学 系 为 学 生 做 的 通俗 学 术 报 
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高 斯 - 博 内 定理 最 重要 的 特 款 是 三 角形 内 角 和 定理 : 在 欧 氏 平面 上 三 角形 三 
角 的 和 等 于 r。 

这 定理 可 证 明 如 下 : 设 三 角形 4BC。 过 顶点 4 作 直 线 X4Y, 与 对 边 BC 平行 。 
于 是 有 ZB = 7XAB, ZC = ZYAC, WEAR ZA + 7B + ZC = ZXAB + 
ZÆ BAC + Z CAY = m, 证 毕 。 

如 用 外 角 , 则 上 面 的 定理 可 叙述 为 : 三 角形 三 外 角 的 和 等 于 2r。 


E A Y 


—— EE 0 eee 


B C 


多 边 形 内 角 和 定理 证 明示 意图 
左 为 三 角形 内 角 和 等 于 r, 右 为 任 一 凸 多 边 形 外 角 和 等 于 2x。 

外 角 定 理 的 优点 是 对 于 任意 多 边 形 都 对 : 平面 上 多 边 形 的 外 角 和 等 于 2x。 

它 还 可 推广 : 取 任 意 不 目 交 的 封闭 曲线 C ,在 C 上 一 点 P, 作 单位 切 和 拓 量 PT. 
经 平面 上 一 点 0, 作 单位 矢量 00,5 PT 平行 。 有 “切线 转动 "定理 : 当 P RAC 
转动 一 圈 , Q 点 在 单位 圆 上 转动 角度 2x。 

这 当然 需要 证 明 '!。 注 意 曲 线 C 可 以 相当 弯曲 ,因此 0 在 单位 圆 上 可 以 进 
退 。 定 理 说 ,把 进退 消 掉 后 , QO 点 总 共 绕 了 一 圈 。 

把 两 个 结果 连 起 来 ,可 推广 到 有 人 尖 点 的 光滑 曲线 。 
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O T 
P 
C 
“切线 转动 "定理 
P 在 任 一 不 自 交 封闭 曲线 CG 上 运动 , 当 P 沿 C 转动 一 圈 时 ,与 过 P 的 切线 PT 平行 
的 单位 矢量 OQ 转动 了 2x 角度 。 


这 定理 还 可 推广 到 自 交 的 曲线 ,因此 同 拓 扑 的 变形 论 (homotopy) 有 关 。 

我 们 讨论 球面 上 的 同一 问题 。 如 称 球面 的 大 圆 为 直线 , 则 几何 是 非 欧 的 ,通常 
叫做 椭圆 式 几何 。 

现在 研究 球面 三 角形 。 令 r 为 球 的 半径 。 取 球面 三 角形 ABC, AKAMA. 
经 过 顶点 A 的 两 边 4B 、4C ,经 延长 后 相交 于 4 的 对 极点 4”。 两 个 大 圆 ABA" , 
ACA ”成 一 扇形 , 它 的 面积 是 (4[2x) .4rr = 2r4, A 是 角度 。 经 过 另 二 顶点 B.C 
作 同 样 的 扇形 。 我 们 现在 把 球面 的 对 极点 重合 , 便 得 非 欧 几何 的 椭圆 式 平面 。 易 
见 三 个 扇形 把 平面 覆盖 ,而 三 角形 ABC 被 盖 三 次 。 命 公 为 三 角形 的 面积 , 则 所 羡 
的 面积 为 2xr* + 24, 前 项 为 椭圆 平面 的 面积 = 球面 积 的 一 半 = 2xr*。 由 此 得 


A+B+C = x+ (1/r) 人 人 。 (1) 


这 公式 说 , 角 和 超 4 + B+ C -7 等 于 1/r? 乘 面积 ; 角 和 必 大 于 x。 


角 和 超 A + B+ C -7 等 于 1/r 乘 以 面积 证 明示 意图 
在 双 曲 式 非 欧 几 何 三 角形 三 角 的 和 小 于 ro 





以 上 的 结果 可 推广 到 曲面 上 的 三 角形 ,叫做 高 斯 - 博 内 公式 。 
设 5 为 曲面 ,C 为 S 上 一 条 逐 段 光滑 的 封闭 曲线 ,D 为 C 所 包 的 区 域 。 则 C 
有 短 中 曲率 k,D 的 每 点 有 高 斯 曲率 KK。 命 4 为 不 光滑 点 的 角 。 高 斯 - 博 内 公式 是 
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(x zb) uw | kas + || Kao = my. (2) 


其 中 dc 是 曲面 的 面积 元 ,Xx 是 区 域 D 的 欧 拉 数 。 

在 第 一 节 的 情况 ,C 是 短 距 线 , 故 & = 0。 在 欧 氏 三 角形 时 , K 20, y = 1, 即 得 
D A = no 在 球面 上 的 椭圆 几何 学 ,如 半径 为 7, 则 和 = 1/r, ROPA C 的 积分 
为 0, y = 1。 由 式 (2) 即 得 式 (1)。 

公式 (2) 是 曲面 论 一 个 最 重要 的 公式 ,证 明 见 文献 [2]。 很 奇怪 ,这 公式 在 一 般 
教科 书 找 不 到 。 方 程式 (2) 的 左边 几 项 ,都 是 “曲率 ”。 第 一 项 是 点 曲率 ,第 二 项 是 
线 曲 率 ,第 三 项 是 面 曲率 。 式 (2) 表 示 全 曲率 是 一 拓扑 不 变 式 。 

1940 年 左右 我 在 昆明 西南 联 大 教 初等 微分 几何 , 曾 给 一 证 明 。 它 可 推广 到 高 
维 的 情形 ,成 为 我 后 来 一 项 重要 的 工作 , 简 述 如 次 : 

这 个 证 明 根 据 联络 (connection) 的 观念 ,利用 外 微分 。 

fig x 为 曲面 $ 的 一 点 ,el 为 经 过 x 的 一 个 单位 切 矢 量 。 设 S 有 定向 , 则 经 过 x 
与 el 垂直 ,而 ee 合 于 定向 的 单位 切 和 撩 量 es 就 完全 确定 。 全 体 单位 切 和 撩 量 el 成 
一 空间 ,是 三 维 的 ,因为 原点 x 的 轨迹 5 是 二 维 ,而 同一 原点 x 的 el 是 一 圆周 。 称 
这 个 空间 为 E。 取 单位 切 和 撩 量 的 原点 , 便 得 映射 x: E 一 S$。 这 样 的 结构 叫做 圆 从 
(circle bundle) ,一 种 特别 的 纤维 从 (fiber bundle)。 如 xE5, x-'(x) 是 同一 原点 的 
单位 切 和 撩 量 ,是 一 圆周 。 一 个 重要 的 量 是 


w = del* eo (3) 

式 中 de, 是 矢量 值 的 一 次 微分 式 , 乘 积 是 矢量 的 内 积 。 所 以 v 是 空间 E 的 一 次 微 
分 式 ,叫做 联络 式 (connection form)。 它 的 外 微分 是 

dw =- x "(Kdo), (4) 


这 是 一 个 了 不 得 的 公式 ,高 斯 必然 欣赏 的 。 
高 斯 - 博 内 公式 由 式 (4) 经 积分 可 得 最 自然 的 证 明 。 式 (4) 的 证 明 见 附录 。 





以 上 的 讨论 ,不 必 限 于 曲面 的 切面 从 。 我 们 可 取 任 意 欧 氏 二 维 平面 族 , 它 的 参 
数 空间 是 任意 流 形 。 这 样 也 有 联络 式 w, 它 的 外 微分 


dw = Q (5) 
是 底 空 间 S 的 二 次 微分 式 , 叫 做 曲率 式 。 因 为 dd = 0, 我 们 有 
dQ = 0。 (6) 
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在 S 是 四 维 洛 伦 兹 流 形 时 , 即 得 麦克 斯 韦 方 程 。 设 x,(0<a<3) 为 5 的 坐标 , 洛 伦 
效 度量 为 


ds? = — dx} + dx? + dad + dx}. (7) 
fü 
| 0 = 2 Fade, A dag, Fip =- Fg, (8) 
其 中 


(Fg) = 4 (9) 
- E, HB 0 -B, 
sikiy po Bi 0 
对 于 度量 ds*, 有 * 算 子 , 命 
d* = KX d * o (10) 


ij = (jis Ja» j), 
J =- pdx, A dx; A dx3 + dxo A (jidx2 A dx3 + jzdx3 A dx, + jdxl A da2), 


(11) 
则 方程 
dQ -0,4'0 = 4xJ (12) 
可 写成 如 下 方程 组 
divB = 0, curl E + 2B = 0, 
(13) 


div E = 4ro， curl B — Sx = 4rjo 


其 中 上 = xoo 如 果 c 是 时 间 , E = (E1, E2, E3) 为 电场 天 量 , B= (By, B2, B3) 为 
EARE, o AME ty SEE J 为 电流 密度 ,这 正 是 麦克 斯 书 方 程 。 而 J 中 的 分 量 


pdx, A dx; A dx3 
JN FL fa , 
(jidx2 A dx3 + jodx3 A dx, + jadx1 A dx) 


KAME jd S ,分 量 
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dxo A (j * dS) 
则 表示 
dt = dzo 
时 间 内 经 过 曲面 ds 的 电流 。 有 趣 的 是 ,由 
dd = 0 
立刻 得 
dJ = 0, 
这 正 是 电量 守恒 定律 : 
22 divj = 0。 


所 以 麦 氏 方程 的 几何 基础 是 一 个 欧 氏 平面 从 , 它 的 底 空 间 是 四 维 的 洛 伦 兹 流 形 。 

这 个 平面 从 观念 的 引进 , 归 之 于 外 尔 ,在 物理 上 这 是 第 一 个 规范 场 (gauge 
theory)。 当 年 爱 因 斯 坦 对 此 有 长 篇 的 反对 意见 。 物 理 上 的 困难 由 于 规范 变数 是 实 
数 。 如 果 用 周期 变数 或 复数 , 便 一 切 都 妥当 了 。 在 电磁 学 我 们 应 用 圆周 从 或 复线 
从 。 这 正 与 高 斯 - 博 内 公式 符合 。 复 数 使 数学 简单 化 (因此 每 个 代数 方程 都 有 解 )， 
它 也 使 物理 合理 化 。 





欧 氏 x -yy 平面 可 以 引进 复 坐 标 z = x + iy, 便 成 为 复线 , 它 的 欧 氏 度量 变 为 
埃 尔 米 特 度量 。 所 以 电磁 学 的 数学 基础 是 党 伦 兹 流 形 上 的 埃 尔 米 特 线 从 。 

这 个 观念 可 以 推广 到 高 维 的 复 矢量 空间 从 和 埃 尔 米 特 空间 从 。 用 复 空间 时 ， 
规范 群 (gauge group) 当 取 n 维 西 群 U(n) ,或 为 简单 起 见 , 取 它 的 子 群 SU(n)( 由 行 
列 式 为 1 的 方 阵 组 成 )。 

这 里 杨振宁 作 了 伟大 的 贡献 : 这 个 复 二 维 的 矢量 从 有 物理 的 意义 。 以 上 麦 氏 
方程 可 以 推广 ,叫做 杨 -米尔 斯 方程 。 爱 因 斯 坦 晚年 苦 研 统一 场 论 , 试 了 许多 不 同 
的 空间 。 现 在 知道 ,一 个 空间 不 够 ,需要 纤维 从 。 

从 牛顿 到 麦克 斯 韦 再 到 杨振宁 ,理论 物理 走 上 了 大 道 。 





从 数学 眼光 来 看 ,基础 还 是 欧 氏 空间 的 曲面 论 , 现 作 简单 引 论 如 次 : 
历史 上 最 有 价值 的 文献 当 是 高 斯 的 “曲面 论 "。 达 布 有 四 册 巨 闭 , 读 之 趣味 无 
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2j , 可 称 人 类 思想 之 宝 o 
”研究 欧 氏 空间 ,首先 当 了 解 它 的 运动 群 。 令 空间 的 坐标 为 x1,x2,x3。 则 欧 氏 
运动 是 下 面 的 变换 : 
xi = Daw +b, 1<i <3, (14) 
其 中 4 = (ay) 是 正 交 方 阵 。 我 们 有 
de A = + 1, 
以 下 我 们 限于 
det A = +1 
的 运动 , 它 不 改变 空间 的 定 问 。 

运动 (14) 对 于 矢量 vw = (vi, v2, 03) 引起 齐 次 变换 

| v = Saat 1-3 x35 (15) 
pit w = (wi, Ww»; w3), 定义 内 积 

| vew = > Wp vho (16) 
内 积 经 运动 不 变 。 

欧 氏 标 架 是 一 点 x 及 经 过 x 的 三 个 互相 垂直 的 单位 矢量 e(i = 1,2,3), 使 
ele2e3 AT SINE), SR eee 构成 一 六 维 流 形 ,是 欧 氏 运动 流 形 。 有 且 只 
有 一 个 运动 ,将 一 标 架 移 至 另 一 标 架 。 命 

dx = 2 witi, 


1 = i x 35 
de; = 2 wie; , | (17) 
j 


利用 ci ”6j = OF 得 
wij + wi = 0. (18) 
注意 dd = 0, 即 得 


dw; = >o; A Wii » 
! (19) 
dw, = 2^" A Wj o 
k 


这 是 毛 雷 尔 - 嘉 当 方 程 ,方式 vi o UE AR 98 TTX 
设 曲 面 5, 取 5 的 一 定向 ,而 命 es 为 相应 的 单位 法 天 量 , 则 有 
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69. 高 斯 - 博 内 定理 及 麦克 斯 志方 程 


w3 = 0, (20) 
由 此 得 
dos = wi A wg + w A wz = 0, 
故 
wis = aw; + bwr, wy = bw, + cw2o (21) 
曲面 有 两 基本 式 
I = dx*dx = w? + w3, 
II 2 — dx + de = aw? + 2bwiwz + cw dí 
开 对 于 7 的 特征 值 叫做 主 曲率 ,他 们 的 初等 对 称 函数 
H = (a+b), K= ac- b? (23) 


分 别称 为 中 曲率 与 高 斯 曲率 。 这 两 个 曲率 对 于 曲面 的 形状 和 几何 性 质 有 重大 的 作用 。 
由 式 (19) 得 


do; 二 一 0013 A Q1 二 一 Kw A CU2o (24) 
Wi2 = w, wi A œ = do, 


即 得 式 (4) 的 证 明 。 
公式 (24) 包 括 高 斯 的 “精彩 定理 ”( 积 分 之 即 得 高 斯 - 博 内 公式 的 证 明 ), 可 称 数 
学 之 宝 。 


参考 文献 


[1] Klingenberg W. A Course in Differential Geometry. GTM 51. New York: Springer-Verlag. 1978 
[2] Blaschke W. Vorlesungen iiber Differential Geometrie, Bdl. Berlin: Springer. 1944 
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/Ü.« xw 


原 载 天 津 扶 轮 中 学 校刊 《 扶 轮 》 第 8 FA, 1926 年 。 


REMER! 
我 羡 你 高 举 空中 ， 

可 是 你 为 什么 东 吹 西 荡 的 不 自在 ? 
莫非 是 上 受 微风 的 吹 动 ， 

下 受 麻 线 的 牵扯 ， 

所 以 不 能 干 青云 而 直上 ， 

向 平阳 而 落下 ， 

但 是 可 怜 的 你 ! 

为 什么 这 样 的 不 自由 呢 ! 

原来 你 没有 自动 的 能 力 ; 

才 落 得 这 样 的 苦恼 。 
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/1.« o6 


原 载 扶 轮 中 学 校刊 《 扶 轮 ) 第 8 期 ,1926 年 。 


雪 啊 ! 

MEEK H, 

何等 洁 日 ， 

何等 美丽 ， 
何以 为 人 们 足迹 所 染 污 ? 
负 了 造物 者 的 一 片 苦心 ， 
我 为 你 惜 ! 

RS RIB | 
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/. 2 . Win KR ESA 


原 载 《 传 记 文学 》 第 71 卷 第 3 38,1997 年 。 收 入 本 书 时 作者 
略 作 删改 。 





孝 庄 在 历史 上 出 名 ,主要 是 由 于 清 初 (太后 下 嫁 》 的 故事 。 这 是 一 个 不 负责 任 
的 猜测 ( 见 下 )。 她 是 顺治 的 母亲 , 康 申 的 祖母 。 康 申 即 位 时 才 八 岁 , 孝 庄 是 太 皇 太 
后 ,有 巨大 的 影响 ,是 康熙 初 年 的 当政 者 。 这 段 时 间 是 清朝 康 雍 乾 三 朝 150 年 繁荣 
的 基础 。 | | 

中 国 历史 把 她 忽略 了 ,是 很 不 公平 的 。 一 般 记 载 都 讲 她 是 一 个 美人 ,集中 描写 美人 
的 生活 ,但 这 不 是 重要 的 部 分 。 以 下 试 写 (中 国 的 一 个 伟大 的 政治 家 一 一 孝 庄 皇后 》 








我 们 先 看 一 下 当时 政局 。 

1644 年 一 一 顺治 元 年 一 一 一 是 明 朝 亡国 的 一 年 。 那 年 三 月 李自成 进 北 京 , 尝 
祯 自 缴 。 明 朝 的 抗 清 大 将 吴三桂 改变 策略 ,向 清国 借 兵 。 大 将 多 尔 农 便 兼 程 人 明 ， 
在 山海 天 与 吴三桂 会 合 。 四 月 与 李 目 成 展开 大 战 。 多 吴 联军 人 数 不 及 李 之 半 , 但 
结果 李自成 大 败 。 多 于 五 月 人 北京 , 明 朝 就 亡 了 。 

事前 清朝 出 了 大 事 : 清太 宗 皇 太极 去 世 。 清 制 不 设 太子 ,所 以 继承 便 出 了 问 
题 。 这 问题 本 来 是 简单 的 : 太宗 长 子 豪 格 有 战功 ,是 当然 的 人 选 。 但 兵权 在 多 尔 
农 手 中 ,多 是 太宗 的 弟弟 。 | 

Bc. IHETRISUR,HBERUSEREBUPR IE, BREMBEKR 
的 幼子 福 临 身上 。 是 顺治 帝 。 他 才 六 岁 ,母亲 被 苯 为 孝 庄 皇 太 后 ,多 的 名 义 是 “ 叔 
父 摄政 王 ”。 

BRAT, ARAB MAS BARRE” ,后 复 尊 为 “ 皇 父 摄政 王 ”。 

“EAM "是 一 个 奇怪 的 名 称 ,您 怕 在 中 外 历史 郡 是 少 有 的 。 多 尔 窗 不 愿意 天 天 
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给 小 皇帝 吨 头 , 也 显示 他 无 上 的 威权 。 自 然 皇 父 同 太后 的 关系 ,成 了 揣测 的 题目 。 
无 聊 的 文人 , 便 借 此 做 诗 。 经 孟 森 先生 的 考证 ,“ 太 后 下 嫁 ” 是 完全 不 可 靠 的 。 他 
说 : 由 是 太后 下 嫁 之 事 无 有 。 而 旧时 所 附会 其 下 嫁 者 , 缘 可 得 其 不 实 之 反 证 。 

我 完全 同意 这 个 结论 。 我 想 孝 庄 是 一 个 极 顶 聪 明 的 人 。 皇 太后 的 威权 在 摄政 
王 之 上 ,她 足 可 抵挡 多 尔 罕 的 野心 。 

多 得 皇 父 称号 在 顺治 五 年 。 顺 治 七 年 他 就 死 了 ,年 三 十 九 岁 。 他 的 死 是 清朝 
的 幸 事 。 


多 尔 农 死 后 ,顺治 便于 顺治 八 年 亲政 。 那 年 他 才 十 三 岁 。 这 孩子 是 聪明 的 , 汉 
文 很 好 。 可 惜 他 的 政治 作为 , 走 了 明 朝 的 方向 。 他 宠信 太监 吴 良 辅 , 重 设 十 三 衔 
门 。 他 的 宠 妃 董 鄂 妃 死 了 , 花 了 大 量 的 钱 。 

清 初 历 史 , 有 许多 关于 “顺治 出 家 "， 董 小 死 " 等 讨论 。 事 无 根据 ,完全 是 文人 
TC, Fe A AR TSE ,把 这 些 弄 清楚 了 。 

顺治 出 阁 而 死 , 才 二 十 四 岁 。 他 似乎 要 做 一 个 明 式 的 旺 帝 ,早死 是 清朝 的 幸 事 。 

顺治 去 世 后 由 第 三 子 继 位 ,年 号 康 如 。 康 局 登 极 时 才 八 岁 , 星 太 后 成 了 太 皇 太 

o HIRE , 康 如 是 在 祖母 管教 下 长 大 的 。 

责备 ,是 一 个 奇特 的 文件 。 史 载 它 经 过 皇 太 后 的 修改 , 引 若 干 

ThX TH. id FRSA, SDIBANGRE KOF BA: KVR, Ka 

LA, TAFT HA., EKAR, ARAR, MAK, REMERA 

RRA 36 48 45, FLAW LAJA, TA, AALK CIE] 

ARE RERA, AKZ., KB. PBRSFRAES PER, 

AIR TE EHE € KU HE XLARLITEUEL ELA, 8S XN LTE SE 9 BK,E 

RAR, ARET TERA, BUB IRE LEE ZO XE T 45, 

Anak €. €OKOG LUE ŽE, HERB AKA KME A, E 

Ais, ES EU DEE, TAALLA, EE GRO 28, EZ 3E — 

也 。 祖 宗 创 业 , 未 党 任用 中 官 , 且 明 朝 亡国, 亦 因 委 任官 寺 , 腾 明知 其 弊 ， 

不 以 为 戒 , 设 立 内 十 三 衙门 , 委 用 任 使 ,与 明 无 异 , 以 致 营私 作弊 ,更 窗 往 

时 ,是 腾 之 罪 一 也 。 

这 不 像 皇 帝 临 死 的 话 , 倒 像 新 政府 的 政 纲 。 果 然 顺 治 死 后 , 康 照 登 极 ( 才 八 
岁 ), 便 杀 了 太监 吴 良 辅 ,裁撤 大 批 太监 ,取消 十 三 衙门 。 

这 显然 是 太 星 太后 的 决定 。 她 党 得 顺治 过 分 的 趋 于 明 朝 的 制度 ,一切 奢 修 。 
她 要 恢复 清朝 俭朴 的 风气 。 
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o 
2. 论 清 太宗 孝 庄 皇 
政府 有 四 个 辅 政 大 臣 ,最 霸道 的 是 敖 拜 。 TEM ao 
BEER EEL, MEHUS , BUB DAT BEER EP. SENI ARA ZAR ZA 
的 。 孝 庄 生 于 1613, PRR TFSI AE 75 !2... BERRA T TOA 
康 申 是 中 国 历史 上 一 个 伟大 的 皇帝 ,可 能 是 最 伟大 的 。 他 幼年 时 祖 孙 的 关系 ， 
应 该 有 重大 的 影响 。 
孝 庄 在 康 黑 初 年 的 措施 ,把 清宫 放 上 轨道 。 她 在 政府 的 整个 影响 是 巨大 的 。 
她 建立 了 清 中 叶 150 年 繁 攻 的 基础 。 不 动 声色 ,成 此 大 业 。 我 想 她 是 中 国 历 史上 
少数 的 伟大 的 政治 家 。 


四 、 汤 若 望 (1592 ~ 1666) | 


孝 庄 出 身 蒙 古 。 她 除了 蒙 满 汉 的 背景 外 ,还 与 耶稣 教 有 关系 ,尤其 与 汤 若 望 有 
相当 多 的 来 往 。 因 此 她 的 政治 知识 是 相当 全 面 的 。 她 很 快 的 把 政权 交 给 康 照 。 

汤 若 望 又 同 顺治 有 相当 的 认识 , 孝 庄 也 时 常 赏 他 礼物 。 顺 治 有 八 个 儿子 , 康 申 
被 选 , 有 汤 若 望 的 意见 ,显然 这 是 一 个 重要 的 决定 。 

17 世纪 欧洲 的 人 口 , 约 相当 于 中 国 的 人 口 。 去 中 国 传教 便 成 为 自然 的 使 命 。 
到 中 国 来 传教 的 是 教会 中 最 优秀 的 人 物 ,他 们 的 学 术 地 位 ,也 是 一 流 的 。 我 们 要 知 
道 ,从 欧洲 来 中 国 ,经 好 望 角 和 印度 ,可 能 需要 两 年 ,也 充满 着 危险 。 所 以 来 华 的 教 
士 , 都 是 有 理想 和 能 力 的 人 。 

汤 若 望 做 到 钦 天 监 监 正 , 同 顺治 相当 密切 。 他 自然 想 传教 ,但 是 顺治 最 后 偏 于 
佛教 。 中 国 帝 王 生活 的 优 裕 ,是 不 容易 摆脱 的 。 他 的 行为 似乎 不 能 得 太后 的 同情 ， 
从 遗诏 可 见 。 


孝 庄 至 少 有 以 下 一 些 特点 : (一 ) 深 通 大 局 ; (二 ) 机 会 合适 时 能 采取 措施 ; 
(=) REX (PE) 能 退让 。 她 同 多 尔 农 的 叔 嫂 关系 ,从 顺治 当选 为 太子 ,到 多 为 皇 


父 ,前 后 二 十 年 ,关系 复杂 ,可 以 想见 。 我 相信 她 是 一 个 绝顶 聪明 的 人 ,能 处 理 一 个 
非常 的 局 面 。 


参考 文献 


[1] ER . 清 初 三 大 疑案 考 实 
(2) RS . DERI . NRE. 上 海 : 商务 印 书馆 ,1949 


341 


























/ J. nhi: 陈省身 先生 和 我 


为 庆贺 陈省身 教授 80 寿辰 而 作 。 原 载 由 丘成桐 教授 为 陈 省 
身 教授 所 编 的 祝寿 文集 《Chem 一 A Great Geometer of the Twentieth 
Century) ( Hong Kong: International Press, 1992), JRA 英文 ,由 沈 良 
译 成 中 文 发 表 于 香港 《二 十 一 世纪 》1992 年 4 月 号 。 


已 记 不 起 来 ,陈省身 教授 在 北京 清华 大 学 当 研 究 生 时 ,有 没有 见 过 他 了 。 当 时 
我 父亲 是 清华 数学 系 教授 ,我 还 在 念 小 学 。 但 我 却 清楚 记得 1929 年 10 月 初 ,第 一 
次 见 到 郑 士 宁 女 士 , 即 后 来 的 陈 夫 人 的 情况 。 那 时 她 的 父亲 已 在 清华 做 了 好 几 年 
数学 教授 , 杨 家 则 刚 搬 到 清华 园 。 有 一 天 , 郑 教授 邀请 我 们 到 家 里 吃饭 。 于 是 ,七 
岁 的 我 ,第 一 次 见 到 了 正在 念 初中 的 “ 郑 姐姐 ”。 

陈 教授 在 清华 做 研究 生 时 已 经 露出 锋芒 ,后 来 他 去 德国 攻读 博士 学 位 ,1937 年 
学 成 回国 。 当 时 由 于 抗战 ,清华 大 学 已 从 北京 搬 到 长 沙 ,后 来 再 搬 到 昆明 ,和 北京 
大 学 以 及 南开 大 学 合并 组 成 战 时 的 国立 西南 联合 大 学 , 即 西 南 联 大 。 陈 教授 是 联 
大 极 出 色 和 受 欢迎 的 教师 ,和 华罗庚 . 许 宝 又 等 一 批 青年 教授 在 校园 里 掀起 了 一 股 
数学 研究 的 热烈 气氛 。 联 大 的 岁月 (1938 ~ 1944) 在 我 脑海 中 留 下 了 美好 的 回忆 ，. 
当时 所 受 的 优良 教育 ,也 令 我 终身 感激 。 

在 联 大 时 ,我 可 能 曾 听 过 好 几 门 陈 教 授 的 课 , 但 是 翻 查 如 今 仍 然 保存 的 联 大 成 
绩 单 ,发 现 我 只 在 1940 年 秋季 学 期 正式 选修 过 他 的 微分 几何 学 。 当 时 我 是 物理 系 
的 三 年 级 生 , 我 已 不 很 记得 上 课 的 情形 了 ,只 有 一 件 事 印象 很 深 。 那 就 是 怎样 证 明 
每 个 二 维 曲面 都 和 平面 有 保 角 (conformal) 变 换 关系 。 当 时 我 知道 怎样 把 度量 张 量 
化 成 Adu? + B^dv^ 的 形式 ,但 是 想 了 很 久 都 想 不 出 怎样 能 使 4 = B。 有 一 天 陈 教 
授 告 诉 我 要 用 复 变数 ,并 写 下 cdz = Adu +iBdv 这 个 式 子 。 学 到 这 简单 的 妙 诀 ,是 

郑 杨 两 家 的 关系 一 直 十 分 密切 。1939 4E ,我 父亲 和 母亲 更 撮合 了 陈 教授 与 郑 
士 宁 女 士 的 婚事 ,并且 因此 成 为 他 们 在 昆明 结婚 时 的 介绍 人 。 

陈省身 教授 1943 年 到 美国 普林斯顿 高 级 研究 所 工作 ,其 后 两 年 间 , 由 于 发 现 
“ 陈 类 ”, 把 微分 几何 学 引进 了 新 境界 。 在 50 年 代 到 60 年 代 间 ,我 们 曾 在 芝加哥 和 
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伯克利 多 次 见面 ,而 对 “ 陈 类 ”的 重要 性 我 也 略 有 所 闻 。 但 因为 我 到 底 不 是 搞 数学 
的 ,所 以 当时 始终 不 明白 它 的 奥妙 。60 年 代 末 期 ,我 才 察 觉 物 理学 中 的 规范 场 强度 
和 数学 中 的 黎 曼 几 何 曲率 有 极其 密切 的 关系 。 于 是 我 去 找 纽 约 州立 大 学 石 溪 分 校 
的 数学 系 主任 西蒙 斯 。 他 说 规范 场 与 几何 学 中 的 纤维 从 有 关 ,要 我 去 读 斯 廷 罗 德 
的 《纤维 从 的 拓扑 学 )。 事 实 上 ,我 早 在 1955 年 就 认识 斯 廷 罗 德 了 。 他 是 一 个 不 爱 
讲话 的 人 ; 借 到 他 的 名 著 以 后 ,我 发 现 书 如 其 人 : 话 太 浓 缩 ,我 完全 看 不 懂 。 
1975 年 ,我 洲 请 西蒙 斯 在 石 溪 理论 物理 研究 所 发 表 一 系列 演讲 。 从 这 些 演讲 
里 ,我 终于 明白 了 纤维 从 和 在 其 上 的 “联络 ”的 基本 概念 。 后 来 吴 大 峻 和 我 写 了 一 
篇 文章 分 析 麦 克 斯 韦 理 论 和 非 阿 贝尔 规范 场 论 这 两 者 与 纤维 从 之 间 的 关系 。 经 过 
一 番 努 力 , 昔 宏 生 和 我 也 终于 弄 懂 了 美妙 的 陈省身 - 韦 伊 定理 。 
我 在 懂得 这 深奥 美妙 的 定理 后 ,真有 触电 的 感觉 。 这 个 感受 , 犹 胜 于 在 60 年 
代 , 我 了 解 了 外 尔 计算 群 表 示 的 特征 标 和 彼得 -外 尔 定理 之 后 的 喜悦 。 为 什么 呢 ? 
可 能 是 因为 陈省身 - 韦 伊 定理 更 “几何 ”一 点 吧 。 
而 且 ,感受 并 不 止 于 此 。 还 有 更 深 的 ,更 触及 心灵 深 处 的 地 方 : 到 头 来 ,忽然 
间 领 悟 到 ,客观 的 宇宙 奥秘 与 纯粹 用 优美 这 一 价值 观 发 展 出 来 的 数学 观念 竟然 完 
全 吻合 , 那 真 是 令 人 感到 悚 然 。 这 种 感受 铠 怕 和 最 高 的 宗教 感 是 相同 的 吧 ? 
我 在 第 二 届 格 罗斯 曼 会 议 上 这 样 说 山 : 
在 1975 年 ,明白 了 规范 场 和 纤维 从 理论 的 关系 之 后 ,我 开车 到 陈 省 
身 教 授 在 伯克利 附近 的 艾 尔 塞 雷 托 (El Cerrito) 富 所 。 我 们 谈 了 许久 , 谈 
到 朋友 、 杀人 以 及 中 国 。 当 话题 转 到 纤维 俭 时 ,我 告诉 陈 教授 ,我 终于 从 
西蒙 斯 那里 明白 了 纤维 从 理论 和 陈省身 - 韦 伊 定理 的 美妙 。 我 说 ,物理 学 
的 规范 场 正 好 是 纤维 从 上 的 联络 ,而 后 者 是 在 不 涉及 物理 世界 的 情况 下 
发 展 出 来 的 ,这 实在 令 我 惊异 。 我 还 加 了 一 名 :这 既 使 我 震惊 ,也 令 我 迷 
惑 不 解 ,因为 你 们 数学 家 凭空 梦想 出 这 些 概 念 。" 他 当时 马上 提出 异议 : 
“不 ,不 。 这 些 概念 不 是 梦想 出 来 的 。 它 们 是 自然 的 ,也 是 实在 的 。” 
虽然 数学 和 物理 学 的 关系 十 分 深 仁 密切 ,但 是 ,如 果 以 为 这 两 门 学 科 
高 度 相近 那 就 错 了 。 事 实 上 ,它们 各 有 各 的 目标 和 品味 ,有 明显 不 同 的 价 
值 观 和 相 异 的 传统 。 在 基本 概念 的 层面 ,它们 具有 某 些 令 人 惊异 的 共同 
点 。 然 而 ,即使 在 这 层面 ,两 者 的 生命 也 是 在 不 同 的 筋 脉 中 流动 的 。 
1949 年 元 旦 前 后 , 陈 教授 一 家 从 南京 经 过 艺 加 哥 去 普林斯顿 。 我 到 他 们 下 棉 
的 温 德 摩 旅馆 看 望 他 们 时 ,第 一 次 见 到 他 的 两 个 孩子 , 陈 伯 龙 和 陈 刺 。 陈 珊 当 时 只 
ASS , 穿 了 一 袭 日 绕 衣 餐 ,活泼 地 在 旅馆 房间 的 地 毯 上 怜 来 朴 去 。 多 年 后 ,她 


中 是 次 会 议 是 为 了 纪念 爱 因 斯 坦 诞 生 一 百 周 年 ,于 1979 年 7 月 在 意大利 特 里 斯 特 (Trieste) 举 行 。 见 
Selected Studies: Physics—a strophysics, mathematics, history of science (编者 T. M. Rassias 和 G.M. Rassias; North 
Holland, 1982)3f Wl, Physics Today, 1980 年 第 33 卷 ,第 42 页 。 
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73. 杨振宁 : 陈省身 先生 和 我 
和 朱 经 武 教授 共 谐 连理 ,但 这 回 我 没有 机 会 成 为 介绍 人 。1987 年 朱 教 授 和 他 的 同 
事 在 休 斯 顿 的 实验 室 发 现 高 温 超 导体 的 喜讯 传 来 ,我 也 同样 分 享 了 陈 家 的 喜悦 心 
情 。 这 是 一 个 了 不 起 的 大 发 现 , 它 开辟 了 一 个 贺 新 的 物理 研究 领域 ,并 且 将 会 带 来 
巨大 的 经 济 效 益 。 
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1989 年 ,科学 出 版 社 刊 印 《 陈 省 身 文选 )( 张 洪 光 编 ), 吴 文俊 
应 邀 为 该 书 作 序 。 此 文 即 为 序言 。 


科学 出 版 社 决定 出 版 (陈省身 文选 》, 内 容 包 括 陈省身 教授 的 许多 通俗 演讲 R 
合 报告 著作 与 人 物 评介 ,以 及 对 自己 的 传记 文字 等 。 出 版 社 要 我 写 一 篇 序 ,并 把 
《文选 》 几 乎 全 部 文章 的 复印 件 交 给 我 ,以 作 参 考 。 这 使 我 感到 无 上 荣幸 ,又 感到 难 
以 胜任 。 但 在 将 这 些 复印 件 翻阅 之 后 ,使 我 回想 起 1946 年 至 1947 年 在 中 央 研 究 院 
数学 研究 所 期 间 ,在 陈 师 指导 下 学 习 拓 扑 学 的 种 种 经 历 , 故 作 此 随笔 ,以 志 不 忘 。 

我 在 国外 访问 期 间 , 曾 与 国际 友人 谈 起 各 人 的 学 术 经 历 。 我 说 起 我 与 陈 师 本 
不 相识 ,只 是 在 中 央 研 究 院 数学 研究 所 耽 了 一 年 ,从 陈 师 学 习 代 数 拓扑 ,从 此 走 上 
了 拓扑 的 研究 道路 。 闻 者 大 为 惊异 ,拓扑 号 称 难 学 ,一 年 就 在 拓扑 上 做 出 研究 成 
TR ,认为 不 可 思议 ,因而 见 人 就 说 此 事 。 其 实 这 并 不 可 怪 , 这 正好 说 明 陈 师 善于 提 
携 后 进 ,指导 有 方 所 致 ,如 此 而 已 。 

经 过 是 这 样 的 。 陈 师 是 清华 大 学 也 是 西南 联 大 的 教授 , 而 我 毕业 于 上 海 交 通 
大 学 数学 系 。 时 值 抗战 ,我 常年 热 居 上 海 ,对 外 界 数学 情况 颇 为 茫然 ,对 陈 师 也 一 
无 所 闻 。1945 年 抗战 结束 ,我 有 暇 得 以 复习 旧 日 所 学 的 数学 。 与 陈 师 相 识 ,全 人 靠 亲 
友 帮 助 介绍 。 其 时 陈 师 自 国 外 回 上 海 主持 中 研 院 数学 所 ,经 朋友 介绍 往 见 陈 师 。 
亲戚 并 为 我 打气 ,说 陈 先生 是 学 者 ,只 考虑 学 术 ,不 考虑 其 他 ,不妨 放 胆 直言 。 在 一 
次 与 陈 师 晤 谈 中 ,我 直率 提出 希望 去 数学 所 。 陈 师 不 置 可 否 ,但 送 我 出 门 外 时 , 却 
说 : 你 的 事 我 放 在心 上 。 

过 了 没有 多 久 , 陈 师 通 知 我 去 所 工作 ,从 此 我 便 走 上 了 数学 研究 的 道路 。 

当时 的 数学 所 规模 很 小 ,只 占据 一 座 楼 的 第 二 层 。 最 大 的 一 间 供 会 议 与 报告 
之 用 ,次 大 的 是 图 书 室 。 我 被 安排 在 图 书 室 作为 工作 地 点 。 陈 师 独居 一 室 ,只 记得 
有 一 架 打 字 机 , 陈 师 经 常 在 上 面 用 一 个 指头 打字 。 其 余 大 都 是 大 学 毕业 未 和 久 的 年 


(D 吴 文 俊 (1919~ ), 中国 科学 院 系 统 科 学 研究 所 研究 员 ,名 誉 所 长 ,中国 科 学 院 院 士 ,国家 自然 科学 
一 等 奖 获得 者 。 
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轻 人 ,分 居 各 室 。 我 到 那里 时 数学 所 刚 成 立 , 陈 师 出 身 北 方 大 学 ,但 对 吸收 年 轻 学 
子 毫 无 门户 之 见 。 他 们 来 自 武汉 大 学 .浙江 大 学 、 上 海 大 同 大 学 ,我 来 自 上 海 交 大 。 
来 自 西 南 联 大 者 只 有 陈 国 才 一 人 。 

数学 所 只 办 了 三 年 。 在 将 近 四 十 年 后 ,1985 年 陈 师 又 在 天 津 办 起 了 南开 数学 
所 。 两 个 数学 所 虽然 人 物 已 非 ,内 容 有 异 , 但 都 体现 了 陈 师 的 宏伟 意图 , 想 通过 它 
们 来 振兴 中 华 数学 ,使 中 国 在 未 来 成 为 与 国外 平等 独立 ,其 或 领导 世界 的 数学 大 
国 , 有 步 绝 有 计划 地 稳步 进行 ,前 后 是 颇 为 一 致 的 。 南 开 的 数学 所 , 正 是 40 年 前 中 
研 院 数学 所 不 幸 中 断 的 一 个 继续 。 

中 研 院 数 学 所 的 第 一 年 ,我 们 的 学 习 集 中 于 代数 拓扑 , 陈 师 为 此 一 周 要 讲 多 达 
12 小 时 的 课 , 并 经 常 到 我 们 的 房间 里 来 讨论 拓扑 中 的 各 种 问题 。 在 这 一 年 中 , 陈 师 
很 少 讲 到 微分 几何 。 我 在 数学 所 只 耽 了 一 年 ,以 后 数学 所 搬 往 南京 ,又 新 来 了 不 少 
A ,也 仍 以 代数 拓扑 为 研究 与 学 习 的 中 心 。 但 在 私下 里 , 陈 师 曾 多 次 和 我 谈 起 ,他 
的 主要 目标 不 是 拓扑 而 是 大 范围 或 整体 性 微分 几何 。 

E. 嘉 当 是 近代 最 伟大 的 微分 几何 学 家 。 陈 师 是 嘉 当 的 当之无愧 的 继承 人 ,也 
是 现代 微分 几何 的 葛 基 人 。 嘉 当 的 全 部 著作 中 的 微分 几何 部 分 ,几乎 全 部 局 限于 
局 部 性 的 微分 几何 。 虽 然 在 晚年 注意 到 李 群 的 整体 性 质 ,并 提出 后 来 为 庞 特 里 亚 
金 所 证 明 关 于 古典 李 群 贝蒂 数 的 可 能 公式 ,以 及 后 来 为 德 . 拉 姆 所 证 明 对 微分 流 形 
拓扑 性 质 带 有 根本 性 的 猜想 ,但 本 人 并 非 拓扑 专家 , 且 垂 草 之 年 也 已 无 力 为 此 。 代 
数 拓扑 虽 创 自 法 国 的 H. BINS, Bel 30 年 代 , 法 国 并 没有 真正 的 代数 拓扑 学 
家 ,法 国 第 一 个 这 样 的 拓扑 学 家 ,是 嘉 当 的 学 生 C. 埃 雷 斯 曼 。 他 为 了 完成 博士 论 
文 需要 拓扑 学 , 曾 在 美国 普林斯顿 耽 过 一 年 ,就 学 于 S. RAS. BRUE, E 
嘉 当 的 著作 中 , 既 指 出 了 拓扑 学 对 于 微分 几何 发 展 的 美好 前 景 ,又 蕴含 了 许多 对 于 
拓扑 学 本 身 极 有 重要 意义 的 精 让 思想。 埃 雷 斯 曼 就 在 嘉 当 著作 的 启发 之 下 ,引进 
了 纤维 从 与 联络 的 一 般 概念 ,成 为 纤维 从 理论 与 近代 联络 论 的 英 基 人 之 一 。 但 更 
重要 的 发 展 则 无 疑 来 自 陈 师 。 

陈 师 在 四 年 一 次 的 国际 数学 家 大 会 上 ,先后 作 过 三 次 报告 。 第 一 次 是 在 1950 
年 ,是 一 小 时 全 会 报告 。 第 三 次 在 1970 年 ,也 是 一 小 时 的 全 会 报告 。 在 1970 年 的 
报告 中 , 陈 师 指出 ,“ 除 了 少数 孤立 的 结果 外 ,大 范围 微分 几何 一 直 等 到 代数 拓扑 和 
李 群 为 它 铺 平 了 道路 后 才 得 到 发 展 ”, 而 “大 范围 微分 几何 是 一 个 年 青 的 领域 "。 事 
实 上 ,使 大 范围 微分 几何 从 少数 孤立 的 结果 得 以 蔚然 形成 当前 最 活跃 的 独立 分 支 
之 一 者 ,可 以 说 正 是 陈 师 本 人 。 纤 维 丛 与 联络 的 概念 虽然 早已 隐 含 在 嘉 当 的 著作 
中 并 由 埃 雷 斯 曼 与 陈 师 提炼 出 来 ,但 陈 师 与 埃 雷 斯 曼 不 同 之 处 是 : 后 者 只 对 概念 
提出 了 明确 的 描述 ,而 前 者 则 不 仅 如 此 ,还 提出 了 从 事 这 方面 定量 研究 的 方法 、 工 
具 与 实例 一 一 即 示 性 类 ,特别 是 引入 以 陈 师 命名 的 陈 类 , 示 性 类 在 联络 之 下 的 具体 
表达 式 ,以 及 高 斯 - 博 内 一 般 公 式 的 重要 证 明 ,等 等 。 最 早 的 示 性 类 虽 由 卫 . BH 
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RS H. 惠 特 尼 在 1935 年 时 分 别 循 不 同 途径 引入 ,但 性 质 所 知 不 多 且 未 定名 ,直到 
后 来 才 定 名 为 斯 蒂 弗 尔 - 惠 特 尼 示 性 类 。 由 于 这 些 类 都 是 模 2 系数 的 同调 类 ,因而 
对 微分 几何 与 分 析 的 研究 作用 有 很 大 局 限 性 。 至 于 整 系数 的 庞 特 里 亚 金 示 性 类 则 
虽 已 在 1944 年 为 庞 特 里 亚 金 所 引入 ,但 也 未 定名 并 鲜 为 人 知 ,而 且 它们 的 性 质 直 
到 现在 还 有 很 大 的 神秘 性 。 因 而 当 陈 师 在 1943 年 初次 抵 美 时 ,纤维 从 理论 还 在 萌 
芽 阶段 , 示 性 类 的 概念 也 处 于 模糊 的 状态 。 但 在 陈 师 抵 美 后 的 短 短 几 年 间 , 由 于 陈 
师 的 几 篇 历史 性 的 名 著 而 使 纤维 从 与 示 性 类 理论 整个 地 为 之 改观 。 在 陈 师 的 “ 埃 
尔 米 特 流 形 上 的 示 性 类 ”一 文中 ,引入 了 后 来 被 称 为 陈 类 的 示 性 类 ,并 提出 了 多 种 
不 同形 式 的 定义 。 以 后 的 研究 证 明 庞 特 里 亚 金 示 性 类 可 以 经 流 形 或 纤维 从 的 复 化 
作为 陈 类 来 处 理 , 因 而 陈 类 在 各 种 示 性 类 中 可 以 说 是 最 基本 最 有 应 用 前 景 的 一 类 。 
后 来 的 发 展 完全 证 实 了 这 一 点 。 它 们 不 仅 是 微分 拓扑 、 微 分 几何 、 复 流 形 理论 、 代 
数 几 何等 许多 不 同 领域 的 研究 所 不 可 缺少 的 有 力 工 具 , 并 是 使 这 些 不 同 领域 融合 
在 一 起 的 纽带 。 最 近 十 几 年 的 研究 还 指出 了 陈 类 与 杨 -米尔 斯 场 以 及 其 他 物理 问 
题 有 密切 关系 ,因此 连理 论 物理 学 家 们 对 于 陈 类 这 一 名 称 也 已 耳熟能详 ,甚至 使 用 
到 他 们 的 理论 物理 研究 中 去 了 。 

凡事 必须 从 根本 做 起 。 大 范围 微分 几何 的 真正 发 展 一 直 要 等 到 代数 拓扑 和 李 
群 为 它 铺 平 道路 。 因 而 ,尽管 陈 师 的 主要 目标 是 大 范围 微分 几何 ,但 在 中 研 院 数学 
所 的 三 年 期 间 ,对 年 轻 人 没有 讲授 微分 几何 ,而 致力 于 代数 拓扑 方面 的 培养 。 陈 师 
并 对 我 们 这 些 年 轻 人 指出 ,要 进入 近代 数学 之 门 ,应 该 好 好 学 习 三 本 书 : 庞 特 里 亚 
金 的 连续 群 论 ,C. 谢 瓦 莱 的 李 群 论 , 以 及 H. 外 尔 的 古典 群 论 。 事 实 上 ,正如 陈 师 
早 在 40 年 代 所 证 明 并 在 60 年 代为 M.F. RER. 博 特等 所 继续 的 那样 , 示 性 类 
可 以 作为 某 些 古 典 李 群 作用 在 纤维 从 时 的 不 变量 ,并 由 此 可 以 导出 它们 的 明显 表 
达 式 。 

70 年 代 以 来 , 陈 师 经 常 前 来 中 国 。 多 年 来 作 过 不 少 演讲 也 开 过 不 少 课程 ,但 内 
容 都 是 微分 几何 。 由 陈 师 倡导 举办 了 多 次 的 双 微 会 议 , 也 以 微分 几何 与 微分 方程 
为 主题 。 这 期 间 很 少 讲 代 数 拓扑 或 微分 拓扑 。 事 实 上 ,中研院 数学 所 的 三 年 , 陈 师 
已 为 我 国 培养 了 一 批 拓扑 学 的 骨干 ,而 且 代 数 拓扑 除 留 下 一 些 难题 如 庞 加 莱 推 测 
等 外 ,已 非 当 年 之 居于 数学 发 展 中 心 者 可 比 。 与 之 相反 ,国内 对 E. 嘉 当 的 著作 仍 
然 陌生 ,对 于 大 范围 微分 几何 更 近 于 空白 。 陈 师 这 些 年 来 倡导 双 微 ,并 经 常 以 演讲 
与 课程 形式 ,培养 青年 一 代 掌 握 现代 微分 几何 的 要 领 。 如 果 把 国内 现在 的 形势 与 
70 年 代 初 期 相 比 , 则 可 看 出 ,中 国 已 涌现 了 一 批 现 代 微分 几何 的 少壮 队伍 ,在 某 些 
课题 方面 ,已 经 可 使 国外 专家 们 刮目相看 ,取得 了 一 定 的 国际 地 位 ,这 是 与 陈 师 这 
些 年 来 的 辛勤 耕耘 分 不 开 的 。 南 开 数 学 所 更 是 有 计划 地 逐年 以 数学 的 某 些 特定 范 
围 为 中 心 ,邀请 外 籍 专家 以 及 国内 有 成 就 的 数学 家 来 所 系统 讲学 ,鼓励 国内 青年 学 
者 来 所 进修 ,已 形成 一 个 中 外 瞩目 的 国际 数学 中 心 。 当 年 中 研 院 的 数学 所 ,已 以 更 
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大 更 新 的 规模 重 见 于 今日 。 

陈 师 一 直 关 心中 国 数学 发 展 的 前 途 , 也 一 直 为 促使 中 国 未 来 成 为 数学 大 国 而 
- 努力。 先后 两 次 的 数学 所 ,都 具有 同样 的 目的 。 陈 师 在 “二 二 一 世纪 中 国 数学 展 
望 "学 术 讨 论 会 开幕 式 上 提出 :; "中国 数学 的 目的 是 要 求 中 国 数学 的 平等 和 独立 。 
中 国 的 数学 要 能 够 跟 西 洋 的 数学 平等 " ,又 说 :我 们 也 要 求 独立 ,就 是 说 ,中 国 数学 
不 一 定 跟 西 洋 数学 做 同一 方向 ,但 是 要 有 同样 的 水 平 。 为 了 达到 这 一 目的 ,必须 
“在 中 国 建立 基地 ”。 两 次 数学 所 之 设 , 也 正 是 这 方面 的 具体 措施 。 陈 师 把 这 方面 
的 成 功 特别 寄托 在 青年 一 代 身 上 。 在 中 研 院 数学 所 , 陈 师 主 要 是 找 一 些 青 年 人 传 
授 现 代数 学 ,特别 是 拓扑 学 。 尽 管 时 间 短 暂 但 已 经 取得 极 大 成 功 。 南 开 的 数学 所 
以 及 陈 师 倡导 或 亲身 实行 的 许多 其 他 活动 ,也 是 以 提高 青年 人 的 学 术 水 平 进入 研 
究 创 作为 目的 。 作 为 中 华 民 族 的 优秀 青年 ,如 何 实现 这 一 宏伟 目标 ,使 中 国 的 数学 
能 达到 平等 和 独立 ,并 进而 在 21 世纪 使 中 国 成 为 数学 大 国 , 应 该 是 在 此 书 鼓 舞 之 
下 的 一 项 神圣 使 命 。 
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一 一 在 他 80 寿辰 时 的 回忆 


周 炜 良 是 代数 几何 学 家 ,陈省身 的 侈 友 。 原 文 是 英文 ,收入 
详 成 桐 等 编 的 祝寿 文集 《Chem 一 A Great Geometer of the Twentieth 
Century) ,1992 SF, KAGE, EER. 


我 在 汉堡 初 遇 陈 省 身 时 ,是 1934 年 秋季 的 某 一 天 。 那 时 我 们 都 是 汉堡 大 
学 的 学 生 。 当 时 陈省身 在 随 布 拉 施 克 做 研究 ,我 则 在 听 阿 廷 的 课 。 我 用 “ 听 阿 
廷 的 课 ” 这 样 的 模糊 说 法 ,是 想 表 明 我 在 那 时 旅居 汉堡 只 是 临时 的 。 淮 确 地 
说 ,当时 我 是 在 莱比锡 大 学 注册 的 学 生 , 但 由 于 私人 的 原因 (以 后 还 会 解释 )， 
我 想 趁机 在 阿 廷 的 课 上 学 点 东西 ,为 了 说 明 我 在 数学 志向 上 的 这 种 奇特 的 不 
确定 性 ,也 为 了 了 解 陈省身 在 我 一 生 的 关键 时 刻 给 我 的 重要 影响 ,让 我 先 来 说 
说 我 的 不 平常 的 教育 背景 。 

除了 一 段 极 短 的 时 间 以 外 ,我 从 未 进 过 中 国 的 学 校 或 大 学 。 大 约 在 我 五 岁 时 
(1916 4E) ,一 位 老 享 师 到 家 里 来 教 我 学 习 中 国 的 四 书 五 经 。 十 一 岁 时 开始 学 英文 。 
然而 ,很 快 我 就 发 现 , 懂 了 英文 就 能 学 到 一 切 我 想 学 的 知识 。 因 为 那 时 中 国 的 大 多 
数 大 学 所 开 的 课程 都 模仿 美国 的 大 学 ,许多 大 学 还 使 用 美国 教授 写 的 教科 书 。 对 
我 来 说 ,得 到 美国 大 学 最 常用 的 大 部 分 科目 的 教科 书 并 不 困难 。 这 样 ,我 就 自学 了 
从 数学 ,物理 ,到 历史 经济 的 所 有 课程 。 这 一 情形 从 1924 年 持续 到 1926 年 ,直到 
我 成 功 地 说 服 了 父亲 ,把 我 送 到 美国 去 读书 。 我 以 前 的 学 习 兴 趣 一 直 是 政治 经 济 
学 , 当 1927 年 10 月 进入 芝加哥 大 学 时 ,经 济 学 是 我 的 主 修 科 目 。 然 而 ,此 后 的 两 
年 间 ,我 对 主 修 经 济 学 产生 了 许多 疑问 。 

在 我 的 孩提 时 代 , 我 想 成 为 一 个 电机 工程 师 ,尽管 那 时 并 不 懂得 它 的 含 
义 。 当 我 不 大 想 学 经 济 学 的 时 候 , 曾 决定 改修 物理 ,期 望 先 学 点 物理 再 转向 工 
程 。 因 此 , 当 我 1930 年 在 芝加哥 大 学 毕业 时 ,我 的 主 修 科目 是 物理 学 。 差 不 
多 就 在 那 段 时 间 ,我 偶然 读 到 英国 著名 数学 家 了 哈代 写 的 《纯粹 数学 》 一 书 。 这 
本 书 为 我 打开 了 通 向 数学 的 大 门 ,尽管 我 当时 所 学 的 是 应 用 数学 ,以 便于 最 终 
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研究 物理 。1931 年 的 夏天 ,我 曾 和 一 位 研究 数学 的 中 国 留学 生 讨 论 怎样 研究 
数学 。 他 在 芝加哥 大 学 取得 博士 学 位 ,然后 去 普林斯顿 访问 一 年 。 他 非常 推 
崇 普 林 斯 顿 ( 曾 在 那里 听 过 冯 ' 诺 伊 曼 的 课 ) ,也 劝 我 到 普林斯顿 去 ,或 者 干脆 
到 德国 的 格 丁 根 大 学 去 ,他 认为 那里 是 世界 的 数学 中 心 。 就 这 样 ,我 怀 着 模糊 
的 想法 去 了 格 丁 根 , 那 是 1932 年 10 月 间 的 事 。 尽 管 我 在 芝加哥 预先 上 过 一 门 
德语 课 ,但 为 了 听 懂 课 ,我 又 花 了 三 个 月 去 学 德语 。 正 在 那 时 一 一 1933 EH, 
”希特勒 和 纳粹 党 徒 掌握 了 德国 的 政权 。 德 国 的 政治 变动 ,不 仅 改变 了 格 丁 根 
大 学 , 而且 改变 了 整个 德国 ,甚至 全 世界 的 形势 。 我 对 德国 政治 并 不 太 了 解 ， 
但 我 很 惊讶 地 听 到 一 些 学 生 在 传说 H. 外 尔 很 可 能 要 离开 格 丁 根 ,结果 外 尔 在 
那 年 的 夏天 真 的 走 了 。 差 不 多 同时 ,R. ERA E. 诺 特 也 先后 离开 了 格 丁 根 。 
我 满怀 希望 想 去 学 习 的 世界 数学 中 心 ,实际 上 已 经 瓦解 了 。 

1933 年 的 夏天 ,我 不 得 不 找 一 个 德国 的 大 学 来 取代 格 丁 根 。 记 得 在 离开 芝 加 
哥 之 前 的 那个 夏天 ,我 曾 选 了 一 门 “ 近 世代 数 "的 课 ,所 用 的 教材 是 一 本 相当 新 的 教 
BP: 范 ' 德 瓦尔 登 著 的 《近世 代数 》。 书 中 对 各 国 课题 所 作 的 漂亮 的 论述 ,给 我 
留 下 很 深 的 印象 。 当 我 知道 范 ' 德 :瓦尔 登 是 莱比锡 大 学 教授 的 时 候 , 我 就 去 了 莱 
比 锡 , 想 跟随 范 ' 德 .瓦尔 登 学 习 。 真 是 幸运 极 了 , 当 我 到 达 莱 比 锡 的 时 候 , 范 : 德 ， 
瓦尔 登 正 在 写 总 题目 为 “代数 几何 ”的 系列 论文 ,结果 我 就 踏 入 了 我 先前 从 未 听 说 
过 的 这 门 学 科 。 范 : 德 ' 瓦 尔 登 对 我 非常 好 ,他 要 我 去 读 塞 维 里 的 书 ,以 及 贝尔 蒂 尼 
和 恩 里 奎 斯 写 的 一 些 老 书 。 范 ' 德 ,瓦尔 登 还 有 把 最 复杂 的 数学 理论 用 十 分 简单 的 
语言 加 以 解释 的 非凡 天 才 。 他 使 我 觉得 ,只 要 我 真心 想 学 ,缺乏 某 些 重要 数学 学 科 
的 知识 并 不 可 怕 。 事 实 上 ,这 是 我 一 生 中 第 一 次 感到 ,学 习 数 学 是 我 的 正确 选择 。 

1934 年 夏天 我 在 汉堡 过 暑假 ,在 那里 遇见 了 一 位 年 轻 姑 娘 , 玛 格 特 ' 维 克 多 
(Margot Victor), 她 后 来 成 了 我 妻子 。 这 是 一 个 一 见 钟情 的 爱情 故事 。 实 际 上 ,在 我 
遇见 她 的 一 个 星期 之 后 ,我 就 向 她 求婚 了 。 预 见 到 我 的 爱情 不 能 期 望 在 短 时 期 内 
就 会 有 结果 ,我 决定 留 在 汉堡 和 玛 格 特 继续 我 们 的 恋爱 。 这 时 ,我 也 想 趁 此 机 会 去 
听 阿 廷 的 课 ,学 一 点 代数 数论 。 与 此 同时 ,我 仍然 继续 着 代数 几何 的 研究 。( 当时 
的 德国 大 学 系统 是 相当 灵活 的 ,我 可 以 自由 地 在 大 学 之 间 “ 漫 游 ”)。 很 快 陈省身 和 
我 成 了 好 朋友 ,虽然 那 时 我 们 在 数学 上 并 没有 多 少 联系 。1936 年 初 ,我 回 到 莱比锡 
大 学 去 完成 由 范 ' 德 .瓦尔 登 指 导 的 博士 论文 。1936 年 7 月 10 日 ,我 和 玛 格 特 在 汉 
保 完 婚 , 陈 省 身 出 席 了 玛 格 特 双亲 为 我 们 举行 的 婚宴 ( 见 在 婚宴 上 所 摄 的 照片 )。 

我 再 次 见 到 陈省身 是 在 1939 年 ,或 许 是 1940 年 。 那 时 他 到 上 海 访问 。 我 听 他 
谈 起 ,他 在 1937 年 回 到 中 国 时 , 因 上 海 的 战事 而 无 法 在 上 海 登 岸 。 我 不 知道 他 为 
什么 来 上 海 访 问 ,但 是 ,我 记得 我 们 讨论 了 是 否 可 能 出 版 中 国 数学 会 杂志 的 事 。 那 
时 候 ,我 因 环境 所 人 迫 放 弃 了 数学 研究 。 毕 竟 我 不 得 不 扶养 我 的 妻子 ,两 个 孩子 ,还 
有 我 的 岳父 母 。 岳 父母 由 于 纳粹 政权 的 种 族 歧视 政策 ,几乎 一 文 不 名 地 被 迫 离 开 
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了 德国 。 虽 然 我 的 父亲 以 往 很 有 财力 (他 支持 我 在 美国 和 德国 学 习 了 九 年 之 久 )， 
但 是 战争 严重 地 摧毁 了 他 的 事业 和 投资 。 我 知道 我 必须 自食其力 ,做 我 所 能 做 的 
事 去 赚钱 。 
1946 年 春天 ,我 又 一 次 见 到 陈省身 。 那 时 战争 已 经 过 去 。 陈 省 身 在 成 功 地 访 
问 普林斯顿 高 级 研究 所 两 年 之 后 回 到 上 海 ,并 受命 筹备 位 于 南京 的 中 央 研 究 院 数 
学 研究 所 。 至 于 我 ,实际 上 已 几乎 完全 脱离 数学 研究 近 十 年 之 久 。 之 前 我 所 写 的 
最 后 一 篇 论文 (1938 年 ) , 曾 受 到 卡拉 西 奥 多 里 的 一 篇 有 关 热 动力 学 的 老 文 章 的 激 
励 。 虽 然 范 ' 德 :瓦尔 登 接受 了 这 篇 文章 ,说 了 一 些 赞扬 的 话 , 卡 拉 西 奥 多 利 也 有 很 
好 的 评论 ,但 是 这 已 是 很 久 以 前 的 事 ,我 几乎 已 把 它 忘 了 。 我 们 两 人 在 数学 上 的 地 
位 有 很 大 的 落差 : 陈省身 已 是 具有 国际 声望 的 数学 家 , 而 我 至 多 只 是 一 名 博士 后 
研究 员 ,而 且 十 年 内 无 人 加 以 注意 。 在 当时 中 国 那 种 混乱 不 确定 的 局 势 下 ,我 对 未 
来 所 能 做 的 最 好 计划 , 莫 过 于 借助 我 妻子 的 权 叔 , 汉 斯 ' 维 克 多 的 公司 从 事 进 出 口 
贸易 。 汉 斯 在 纳粹 政权 之 前 是 一 个 成 功 的 企业 家 ,后 来 也 是 身 无 分 文 地 离开 德国 。 
然而 ,他 后 来 在 美国 又 重建 了 他 的 事业 。 鉴 于 我 不 期 望 能 正常 地 继承 我 父亲 的 遗 
产 ,在 中 国 也 不 能 保证 有 正常 的 学 术 工 作 条 件 ,我 不 得 不 另 求 谋生 之 路 来 扶养 妻 
子 ,两 个 孩子 ,以 及 岳母 (岳父 那 时 已 去 世 )。 | 
在 战 后 中 国 的 混乱 局 面 下 ,陈省身 觉得 中 国 数学 家 们 最 需要 的 是 各 自 研 究 领 
域 中 的 最 新 文献 。 因 此 ,陈省身 收集 了 大 量 的 数学 家 的 预 印 本 ,不 仅 是 他 自己 的 研 
究 范围 ,而 且 包 括 许多 其 他 相关 领域 。 对 我 来 说 ,我 非常 高 兴 地 在 他 收集 的 预 印 本 
里 ,发 现 了 扎 里 斯 基 的 大 部 分 最 新 论文 。 扎 里 斯 基 显 然 已 把 范 : 德 :瓦尔 登 的 代数 
几何 研究 推进 到 了 新 阶段 。 陈 省 身 还 告诉 我 , 韦 伊 有 重要 的 工作 ,很 快 会 以 书 的 形 
式 发 表 。 很 明显 的 ,如果 我 想 重 返 数 学 ,首要 的 事情 是 立刻 钻研 从 陈省身 处 借 来 的 
扎 里 斯 基 的 论文 。 为 了 使 我 尽快 回 到 数学 的 主流 ,陈省身 建议 我 到 普林斯顿 高 级 
研究 所 去 访问 一 年 。 他 认为 ,尽管 我 损失 了 大 约 十 年 时 间 , 重 返 数 学 并 不 算 太 述 。 
实际 上 ,陈省身 已 经 给 莱 夫 谢 茨 去 了 一 封 信 ,建议 他 给 我 发 出 访问 普林斯顿 的 
当时 我 需要 马上 做 出 一 个 决定 ,也 许 是 我 一 生 中 最 重要 的 决定 : 我 是 否 应 该 
终止 我 的 商业 活动 而 回归 数学 。 毕 竟 我 已 经 三 十 五 岁 了 ,获得 博士 学 位 以 后 十 年 
多 ,我 几乎 没有 做 过 什么 数学 。 看 来 我 已 失去 了 做 一 名 数学 家 的 机 会 。 这 种 糟糕 
的 情况 使 我 十 分 灰心 ,以 至 准备 完全 放弃 数学 。 然 而 ,和 陈省身 的 谈话 改变 了 我 的 
想法 ,使 我 重新 燃 起 了 想 留 在 数学 界 的 希望 。 我 和 玛 格 特 商 量 , 她 十 分 理解 我 重 返 
数学 的 愿望 ,并 认为 应 该 让 我 自己 选择 和 决定 。 只 要 我 决定 了 ,她 会 随 我 作 必 要 的 
调整 。 玛 格 特 在 我 们 结婚 之 前 , 曾 在 他 叔叔 的 办 公 室 工作 过 好 几 年 ,如 果 必 要 ,她 
可 以 再 去 那里 工作 。 那 时 ,我 们 尚 有 一 点 积蓄 ,可 以 支付 去 美国 的 旅费 ,甚至 在 一 、 
两 年 内 没有 收入 也 不 要 紧 。 但 是 ,我 们 知道 ,回归 数学 会 有 许多 风险 。 在 我 这 年 
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纪 , 就 是 努力 ,也 没有 把 握 能 做 到 普通 的 成 功 。 不 过 ,在 人 生 的 紧要 关头 总 得 要 冒 
点 风险 。( 至 于 我 的 岳母 ,我 可 以 为 她 提供 充足 的 费用 ,使 她 能 到 南非 的 开 普 敦 去 
和 玛 格 特 的 姐姐 住 在 一 起 ,以 免 寂 寞 )。 在 作出 了 回归 数学 的 决定 之 后 ,下 一 步 便 
是 结束 我 的 业务 ,把 我 的 资产 变 为 现金 。 在 我 等 待 护照 和 签证 的 时 候 , 我 便 把 全 部 
时 间 用 于 数学 研究 ,特别 是 研读 扎 里 斯 基 的 论文 。 本 来 我 们 打算 在 1946 年 的 秋天 
就 去 美国 ,可 是 由 于 我 必须 作出 各 种 安排 (加 上 父亲 年 老 体 弱 ,我 得 帮 他 处 理 一 些 
商务 ) ,所 以 直到 1947 4E 3 月 ,我 们 才 动 身 。 

1947 年 4 月初 我 到 达 普 林 斯 顿 。 由 于 陈省身 给 莱 夫 谢 茨 去 了 信 ,我 顺利 地 成 
为 高 级 研究 所 的 临时 成 员 。 我 来 得 太 晚 了 ,以 至 连 申请 下 一 年 度 资助 的 时 间 也 已 
截止 。 这 倒 不 太 重 要 , 重要 的 是 我 们 一 家 能 住 在 研究 所 的 宿舍 里 。 由 于 战争 的 影 
响 , 战 后 的 住房 非常 缺乏 。1948 年 春天 ,我 听 说 范 : 德 瓦尔 登 正在 约翰 斯 '. 霍 普 金 
斯 大 学 访问 ,就 赶 到 那里 去 看 他 。 霍 普 金 斯 大 学 恰好 有 一 个 教 职 的 空缺 , 范 ' 德 . 瓦 
尔 登 对 我 仍然 非常 好 ,他 表示 如 果 我 有 兴趣 的 话 ,他 愿意 推荐 。 这 样 ,我 就 在 1948 
年 到 了 霍 普 金 斯 ,而 且 一 直 待 到 1977 年 退休 为 止 。1949 年 陈省身 在 去 芝加哥 大 学 
之 前 曾 访问 普林斯顿 ,我 们 再 次 见面 。 以 后 的 事情 现 已 成 为 公开 的 数学 史 , 如 大 家 
所 知道 ,陈省身 是 芝加哥 大 学 教授 ,后 于 1960 年 移 往 伯克利 ,并 一 直 住 在 那里 。 陈 
省 身 去 伯克利 之 后 ,由 于 东西 海岸 相距 很 远 ,我 们 见面 的 机 会 比 他 在 芝加哥 时 就 少 
了 ,不 过 我 还 是 做 了 两 次 暑期 旅行 到 旧金山 的 湾 区 去 看 他 们 。 陈 省 身 曾 获得 过 数 
学 家 所 能 得 到 的 两 个 最 高 亲 誉 。 我 则 把 陈省身 的 许多 经 历 告诉 他 的 合作 者 或 者 他 
的 学 生 ,他 们 也 许 更 能 够 为 陈省身 的 荣誉 提供 例证 。 按 年 份 计算 ,陈省身 早已 过 了 
正常 的 退休 年 龄 (我 们 都 是 1911 年 出 生 )。 但 是 , 像 陈省身 这 样 的 数学 家 ,在 某 种 
意义 上 是 永远 不 会 退 体 的。 甚至 在 过 了 正式 的 退休 年 龄 之 后 ,他 还 在 美国 国家 科 
学 基金 会 于 伯克利 兴建 的 数学 研究 所 当 了 几 年 所 长 。 我 知道 他 经 常 回 到 中 国 , 在 
他 的 母校 一 一 南开 大 学 也 有 一 个 数学 研究 所 ,他 也 是 所 长 。 我 想 ,陈省身 正在 为 促 
进 中 国 数学 的 发 展 而 尽力 。 陈 省 身 不 仅 是 我 们 这 一 代 的 数学 领袖 ,而 且 还 是 中 国 
的 现代 数学 之 父 。 

我 想 从 我 过 去 给 陈省身 的 信 中 摘 引 一 段 话 来 结束 本 文 。 那 是 陈省身 于 1979 
年 正式 退休 时 我 写 给 他 的 。 当 时 除了 出 版 他 的 《选集 ?之 外 ,以 庆贺 陈省身 的 名 义 ， 
由 国家 科学 基金 会 发 起 . 介 克 利 的 数学 系 举 办 的 “整体 分 析 和 整体 几何 "国际 会 议 
在 伯克利 举行 。 我 获得 邀请 。 假 如 那 时 我 不 是 在 德国 ,我 一 定 会 出 席 。 那 次 欧洲 
之 行 , 是 我 离开 德国 四 十 多 年 之 后 的 第 一 次 回去 ,事前 已 作 了 很 长 时 间 的 准备 。 亲 
不 朋友 都 已 经 安排 要 和 我 们 会 面 ,对 我 们 来 说 ,确实 没 法 在 最 后 一 刻 改变 行程 。 因 
为 我 不 能 在 那个 场合 当面 向 他 祝贺 ,就 给 他 写 了 一 封 贺 信 。 信 和 是 1979 4F 6 H 20 A 
写 的 ,地 点 是 在 施 洛 斯 埃 尔 毛 (Schloss Elmau) ,一 个 离 奥地利 边境 不 远 的 巴伐利亚 
阿尔 卑 斯 山区 的 美丽 地 方 。 我 用 下 面 的 话 结束 了 我 的 信 : 
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“国家 科学 基金 会 和 你 的 伯克利 同行 们 选择 这 样 的 方式 向 你 致 锅 是 
很 合适 的 。 毫 无 颖 问 , 你 是 我 们 这 一 世代 的 数学 领袖 。 就 我 个 人 而 言 , 我 
将 永远 记 住 , 主 要 是 由 于 你 的 忠告 ,我 才 会 在 战 后 回 到 数学 。 在 我 一 生 的 
关键 时 刻 , 若 没 有 你 的 鼓励 ,我 不 可 能 对 数学 做 出 哪怕 是 十 分 微薄 的 贡 
献 。 为 此 ,我 将 永远 对 你 怀 着 感激 之 情 。 
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原文 刊 于 《Shiing-Shen Chem: Selected Papers), Spring-Verlag, 
1978 年 。 中 译文 收入 《陈省身 文选 ), 科 学 出 版 社 ,1989 年 。 冯 长 
斌 、 能 春 先 译 , 李 文 林 校 。 


为 了 庆祝 陈省身 的 成 就 ,他 的 朋友 和 同事 们 计划 出 这 本 选集 ,要 我 写 一 篇 文 
章 。 这 邀请 对 我 是 一 种 不 可 多 得 的 荣誉 。 同 时 ,虽然 我 相信 未 来 的 微分 几何 史家 
一 定 会 认为 他 是 埃 利 : 嘉 当 的 当之无愧 的 继承 人 ,要 对 他 的 工作 给 出 评价 ,我 却 觉 
得 难以 胜任 。 也 不 需要 这 样 做 ,因为 这 本 选集 将 转载 他 的 工作 的 最 精华 部 分 或 至 
少 是 最 具 代 表 性 的 论著 ,它们 本 身 就 能 答复 这 问题 。 我 所 能 做 的 是 写 一 点 我 们 长 
期 交往 的 回忆 一 一 同 他 的 交往 ,无论 学 术 换 或 私人 方面 ,都 是 我 一 生 中 最 可 宝贵 的 
ZI 

必须 承认 , 1942 年 我 被 邀 评论 他 在 《数学 纪事 》 上 的 一 篇 关于 积分 几何 的 文章 
[论文 19]d 时 ,他 的 名 字 对 我 是 陌生 的 。 其 实 1936 ~ 1937 Fi EERE AHIR 
曾 见 过 他 ;我 当时 在 斯 特 拉 斯 堡 的 学 院 ,并 定期 去 巴黎 参加 由 我 及 我 的 朋友 们 组 织 
的 朱 利 亚 讨论 班 。 我 们 隔 周 聚会 一 次 , 那 一 年 讨论 班 的 论题 是 埃 利 : 嘉 当先 生 的 工 
作 , 陈 当然 特别 感 兴趣 。 然 而 ,第 二 学 期 我 便 应 邀 赴 普 林 斯 顿 高 级 研究 所 (1937 年 
1 至 4 月 ), 直 至 秋天 才 返 法 。 因 此 ,我 在 1936 年 秋 确 实 见 过 他 ,但 却 不 相识 。 对 我 
来 说 ,他 当时 仅 是 一 位 来 自 中 国 的 ,不 知名 的 年 轻 人 ,见面 不 多 便 淡忘 了 。 

五 年 后 , 陈 已 不 再 是 一 个 新 手 ,可 不 知 怎 的 ,他 发 表 的 文章 没有 一 篇 引起 我 的 
注意 。 部 分 原因 是 我 当时 很 难看 到 发 表 它 们 的 杂志 。1941 年 初 我 离开 法 国 , 那 年 
在 哈弗 福 德 与 C. 艾 伦 多 弗 合 作 写 了 一 篇 关于 高 斯 - 博 内 公式 的 文章 。 我 关于 齐 性 
空间 中 的 哈 尔 测 度 及 不 变 测 度 的 工作 以 及 对 德 . 拉 姆 的 工作 的 兴趣 已 使 我 接近 “ 积 
分 几何 ”"。 这 是 30 年 代 布 拉 施 克 和 他 的 学 生 们 心爱 的 课题 。 这 就 使 4 数学 评论 ?很 
自然 地 将 陈 的 文章 [论文 19] 送 给 我 评论 。 

正如 我 指出 的 ,尽管 该 文 有 某 些 弱点 ,但 总 的 来 说 他 把 布 拉 施 克 学 派 的 积分 几 
何 工作 一 举 推 进 到 更 高 的 水 平 。 我 对 文章 所 反映 的 非凡 才能 和 深刻 见解 有 很 好 的 








O 见 本 书 附录 《陈省身 已 发 表 的 著作 和 论文 目录 》, 下 同 。 编者 
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印象 ,并 将 这 些 印 象 写 进 评论 中 ,还 与 外 尔 提 起 过 。 恰 好 那 时 维 布 伦 已 经 知道 陈 关 
于 射影 微分 几何 的 工作 ,他 和 外 尔 正 考虑 克服 重重 困难 请 陈 到 普林斯顿 高 级 研究 
所 来 。 珍 珠 港 事 件 后 ,战火 四 起 ,从 中 国旅 行 到 美国 充满 风险 。 仪 为 获得 必要 的 签 
证 及 乘机 的 优先 权 也 须 美国 动用 全 套 的 外 交手 段 。 不 用 说 ,这 些 事 我 无 能 为 力 。 
因为 我 本 人 就 是 个 无 助 的 难民 ,被 官方 划 为 “ 敌 侨 "。 我 只 能 同 外 尔 竭诚 赞助 该 计 
划 。 我 对 1943 年 把 陈 请 到 普林斯顿 来 起 了 一 点 推动 作用 ,这 使 我 感到 自 奈 。 

他 抵 美 后 , 因 我 离 普林斯顿 不 远 , 便 立 刻 来 访问 我 。 我 们 很 快 就 发 现 了 许多 共 
同 兴趣 。 我 们 都 对 EE. 嘉 当 的 工作 及 饥 勒 在 其 “Einfihnmg in die Theorie der Systeme 
von Differentialgleichungen" (微分 方程 组 引 论 ) 中 对 该 工作 所 作 的 部 分 精彩 介绍 有 深 
刻 的 印象 ;我 们 都 曾 在 汉堡 认识 凯 勒 ;我 们 都 对 高 斯 - 博 内 公式 感 兴趣 ;我 们 都 开始 
领情 纤维 从 概念 在 各 种 各 样 的 几何 问题 中 的 重要 作用 ,虽然 这 重要 性 当时 还 不 很 
明显 ;更 重要 的 是 我 们 似乎 对 这 些 问题 和 对 整个 数学 有 许多 共同 的 观点 ,我 们 都 力 
图 不 管 别人 的 先入 之 见 而 直接 对 每 一 个 问题 从 根本 上 下 功夫 。 

陈 和 我 都 对 示 性 类 特别 感 兴趣 ,虽然 当时 关于 示 性 类 所 知 不 多 并 且 尚 未 定名 。 
某 些 斯 带 弗 尔 - 惠 特 尼 类 仅 有 模 2 定义 这 件 事 似乎 隐藏 着 某 些 奥秘 。 我 能 告诉 陈 
代数 几何 中 按 托 德 及 埃 格 的 工作 所 引入 的 “典范 类 "。 这 种 "典范 类 ”与 斯 蒂 弗 尔 - 
患 特 尼 类 显然 很 相似 , 却 没 有 模 2 定义 的 缺陷 (大 算得 上 是 缺陷 的 话 )。 然 而 它们 
的 情况 仍 有 些 含糊 ,因为 此 项 工作 是 在 意大利 几何 的 影响 下 完成 的 ,仍然 保留 了 一 
些 未 经 证 明 的 假设 。 至 于 庞 特 里 亚 金 类 ,当时 还 闻所未闻 。 

”这 些 就 是 陈 首 次 访问 我 时 所 谈 到 的 问题 ,以 后 我 们 又 一 再 讨论 这 些 问 题 。 大 
家 知道 ,不 久 后 示 性 类 的 概念 被 陈 的 工作 整个 地 改观 了 。 首 先 由 于 他 对 高 斯 - 博 内 
公式 的 证 明 ; 然 后 是 他 对 整体 微分 几何 中 复 结 构 与 准 复 结构 所 起 作用 的 根本 性 发 
现 。 这 些 都 是 历史 了 ,我 不 想 多 谈 , 只 想 指 出 : 当 我 们 今天 回顾 陈 对 高 斯 - 博 内 公 
式 的 证 明 并 把 它 与 1942 年 英伦 多 弗 和 我 追随 外 尔 等 作者 的 努力 而 给 出 的 一 个 证 
明 相 比较 ,我 们 会 得 到 什么 启发 。 艾 伦 多 弗 和 我 的 证 明 只 限于 考虑 “ 管 ”"(tube), 依 
赖 于 (虽然 在 当时 这 点 是 不 明显 的 ) 球 从 结构 ,这 是 非 内 蕴 结 构 , 也 就 是 对 欧 几 里 得 
空间 给 定 的 一 个 浸入 的 横 截 从 ;而 陈 的 证 明 破 天 荡 第 一 次 用 到 了 内 给 从 ,也 就 是 长 
度 为 1 的 切 向 量 丛 ,从 而 使 整个 问题 豁然 开 归 。 

后 来 陈 和 我 分 开 了 一 段 时 间 。 我 于 1944 年 底 去 巴西 ,而 他 一 直 呆 到 1946 F, 
然后 回 中 国 去 与 他 首次 来 美 时 分 别 的 家 庭 团聚 。 那 些 年 我 们 联系 不 多 。 在 陈 关 于 
复 流 形 的 工作 影响 下 ,我 本 人 关于 代数 几何 中 纤维 从 的 思想 日 趋 成 熟 。 我 得 知 他 
正在 南泉 组 建 数学 研究 所 ,并 怀 着 对 他 的 命运 的 日 益 担忧 ,密切 注视 着 中 国政 治 和 
军事 的 发 展 。1947 年 我 来 到 马歇尔 斯 通 全 面 重组 过 的 芝加哥 大 学 数学 系 。 斯 通 
给 陈 去 信 ,为 他 提供 一 个 访问 职位 。1948 EEk, 内 战 之 火 通 近 南 京 , 维 布 伦 和 外 尔 
显然 与 我 同样 关切 陈 的 命运 , 便 邀 请 他 来 研究 所 , 陈 后 来 告诉 我 , 奥 本 海 默 同时 发 
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76.A. 韦 伊 : 我 的 朋友 一 一 几何 学 家 陈省身 

了 一 份 友 好 的 电报 表示 支持 。 陈 认识 到 他 应 立即 行动 ,当即 拍 了 两 个 回电 ,一 个 给 
我 ,一 个 给 普林斯顿 ,告诉 我 们 他 正 来 美 。 

我 曾 多 次 批评 美国 的 高 等 教育 系统 , 却 常 以 陈 第 二 次 来 美 为 例 , 说 明 灵 活性 也 
许 是 其 最 好 的 优点 。 当 我 收 到 陈 的 电报 时 ,斯 通 正在 南美 旅行 。 但 与 他 互通 一 个 
电报 即 可 。 按 他 和 我 的 提议 , 系 里 的 教授 们 表决 推荐 聘请 陈 直接 担任 正教 授 之 职 。 
其 后 数 月 却 受阻 于 校 当 局 。 他 们 显然 认为 , 陈 乃 一 难民 ,能 以 较 低 职 位 聘 得 。 战 时 
的 切身 经 历 使 我 对 这 种 态度 深 有 体会 。 这 促使 斯 通 返 校 ,他 以 辞职 相 胁 ,并 亲自 要 
求 罗伯特 ' 哈 钦 斯 解决 问题 员 。 哈 钦 斯 正 患 流感 而 卧床 , 按 规定 正在 休假 。 最 后 职 
位 是 被 通过 了 ,但 须 到 1949 年 夏季 生效 。 在 这 期 间 ,普林斯顿 研究 所 资助 他 全 家 
来 美 并 暂 住 普林斯顿 ,直至 他 到 芝加哥 赴任 。 

于 是 ,1949 年 1 月 陈 赴 普林斯顿 途经 芝加哥 时 我 能 在 火车 站 欢迎 他 。 我 那天 
第 一 次 会 见 他 夫人 和 孩子 们 ,其 情 其 景 至 今 记 忆 犹 新 。 陈 戴 着 裘 皮 帽 活 像 一 位 满 
洲 将 军 , 但 最 难忘 的 印象 是 他 的 女儿 May CBE SE — 4a) ,一 位 不 足 两 岁 的 小 女 
孩 ,全 身 包 在 白沙 皮 中 ,真是 可 爱 极 了 。 

这 样 ,在 往 后 十 年 里 我 们 成 了 芝加哥 大 学 的 同事 。 我 们 还 是 近邻 , 同 住 在 刚刚 
造 好 的 芝加哥 大 学 教员 公寓 。 这 是 他 和 我 学 术 上 富有 成 果 的 时 期 。 我 们 的 兴趣 主 
要 是 纤维 从 . 复 流 形 和 齐 性 空间 。 我 们 在 埃 克 哈 特大 楼 的 办 公 室 里 讨论 ,在 家 里 讨 
论 ,而 更 多 的 是 在 附近 公园 里 一 面 散步 一 面 讨 论 ,在 一 切 时 候 讨 论 。 我 们 与 同事 及 
研究 生 们 的 关系 是 诚挚 的 。 来 自 美 国 国 内 外 的 学 者 络绎 不 绝 ,到 这 里 作 短 期 的 和 
长 期 的 访问 。 斯 潘 温 的 就 任 使 我 们 的 同事 中 又 增添 了 一 位 真正 的 拓扑 学 家 。 只 要 
看 一 看 陈 和 我 那 段 时 间 的 论著 目录 , 便 知 这 种 科学 气氛 对 我 们 工作 的 促进 作用 。 

由 于 各 种 原因 ,包括 气候 和 居住 环境 方面 的 考虑 , 陈 和 我 后 来 都 离开 了 芝 加 
哥 。 像 我 们 曾 戏 言 的 那样 : 他 迁 往 伯克利 , 离 中 国 近 了 些 ;我 迁 往 普林斯顿 , 离 法 
国 近 了 些 。 我 们 的 友谊 并 没有 因此 而 受到 影响 ,但 彼此 间 的 工作 接触 却 自 然 地 减 
少 了 ,尽管 我 们 仍 设法 不 时 见面 。 完 全 是 靠 了 他 及 他 与 中 国 同 事 所 保持 的 联系 ,我 
于 1976 年 秋 访 问 了 中 国 一 一 这 是 一 次 印象 深刻 的 不 寻常 经 历 。 我 不 想 再 多 谈 私 
人 交往 的 事 ,也 不 想 评论 陈 近 十 五 年 来 的 工作 (或 许 有 其 他 人 比 我 更 有 资格 讨论 ， 
何况 其 价值 是 众所周知 的 )。 也 许 简 述 一 下 几何 在 数学 一 一 今天 的 数学 和 未 来 的 
数学 一 一 中 的 地 位 来 结束 本 文 是 合适 的 。 

显然 ,微分 几何 中 的 一 切 都 可 翻译 成 分 析 的 语言 ,就 像 代数 几何 中 的 一 切 都 可 
以 翻译 成 代数 的 语言 一 样 。 有 时 数学 家 们 由 于 个 人 的 爱好 ,或 者 是 被 一 种 错误 的 
“严格 ”观点 引入 歧 途 , 只 注意 译文 而 忽略 了 原著 。 不 可 否认 ,这 偶尔 也 能 导出 有 重 
要 意义 的 工作 ,尽管 如 此 ,更 深刻 的 进展 往往 要 回 到 几何 观点 上 来 。 我 们 时 代 的 拓 


中 罗伯特 哈 钦 斯 是 芝加哥 大 学 校长 。 一 一 编者 
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扑 学 就 是 如 此 。 只 要 考察 拉 格 朗 日 的 解析 几何 、 里 奇 的 张 量 分 析 或 是 更 近代 的 例 
子 , 那 就 显而易见 : 如 果 没 有 真正 的 几何 学 家 出 来 挽救 的 话 ,几何 题材 的 纯粹 形式 
化 处 理 往往 会 将 该 学 科 扼 杀 掉 。 蒙 日 对 解析 几何 、 列 维 - 齐 维 塔 和 更 重要 的 E. 嘉 
当 对 张 量 几何 所 做 的 都 是 这 种 真正 几何 学 家 的 贡献 。 

真正 的 几何 直观 在 心理 上 也 许 永远 说 不 清楚 。 在 过 去 ,这 种 几何 直观 主要 是 
指 关 于 三 维 空间 的 构想 力 。 而 今天 ,对 高 维 空间 的 讨论 日 益 取 代 了 初等 问题 的 研 
3t ,那么 构想 至 多 只 能 是 部 分 的 或 象征 性 的 。 触 觉 的 想像 似乎 也 起 着 一 定 的 作用 。 
不 管 怎样 ,如 果 没有 嘉 当 、 霍 普 夫 、 陈 省 身 和 另外 几 个 人 的 几何 直觉 ,本 世纪 的 数学 
决 不 可 能 有 如 此 惊人 的 进展 。 我 深信 ,只 要 数学 继续 发 展 ,就 永远 需要 这 样 的 数 


学 家 。 
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页 献 的 一 些 感 想 


原文 刊 于 《Shiing-Shen Chern: Selected Papers) , Spring- Verlag, 
1978 F, "PESCE (RUE p Lik), ASF RAL, 1989, AR OI 
YE , E. AB 8H 校 。 


应 邀 对 陈 的 数学 工作 略 事 评述 , 殊 感 荣幸 。 鉴 于 其 本 人 已 作 数学 总 结 ,而 A. 
韦 伊 关于 陈 的 生平 与 贡献 的 讨论 是 从 一 个 同 代 人 的 角度 提供 的 ,或 竞 给 我 以 一 个 
良机 ,作为 一 个 同 他 最 早期 工作 的 发 表 时 间 相 差 一 代 的 这 一 辈 人 ,探讨 陈 的 一 些 论 
文 和 他 对 数学 的 观点 给 我 的 感觉 。 

作为 20 世纪 60 年 代 早 期 普林斯顿 的 研究 生 ,我 的 兴趣 在 于 代数 几何 、 微 分 几 
何 与 多 复 变 , 陈 的 大 名 因此 而 在 最 经 常 得 见 之 列 。 我 对 陈 的 论文 最 初 的 直接 接触 ， 
是 学 习 引 进 陈 类 的 论文 [34]@ 之 时 ,该 论文 即使 时 至 今日 ,仍然 对 微分 几何 和 复 流 
形 的 教育 提供 许多 基本 要 义 。 这 里 愿 就 文章 给 我 的 印象 作 一 简要 的 回顾 。 

从 经 典 几何 的 角度 来 看 ,如 所 周知 (并 在 隔 代 交 替 之 中 一 再 重新 发 现 ),Cy 中 
n -平面 的 复 格拉 斯 曼 流 形 G(n, NN) 的 结构 给 出 了 枚 举 问题 (enumerative problems ) 的 
解决 之 关键 ,其 中 最 简单 的 问题 是 决定 P 中 与 四 条 两 两 不 共 面 直线 之 每 一 条 都 相 
交 的 直线 数 。 从 技术 观点 出 发 ,必须 知道 各 种 舒 伯 特 闭 链 之 间 的 相交 关系 ,这 些 闭 
链 就 是 那 种 以 指定 总 量 与 三 角 旗 (0) = Vy CV, C C Vy C Vy = C 不 处 于 一 
般 位 置 上 的 n -平面 。 在 下 . 嘉 当 指 导 下 写 的 论文 中 , 埃 雷 斯 曼 证 明了 Cin, NN) 的 
同调 以 舒 伯 特 闭 链 的 类 作为 自由 基 , 于 是 对 诸如 皮 耶 里 公式 一 类 的 基本 枚 举 关系 
提供 了 一 个 拓扑 描述 。 

另 一 方面 ,在 考虑 N -空间 的 n 维 代数 流 形 或 复 流 形 的 高 斯 映射 时 ,自然 出 现 
了 格拉 斯 曼 流 形 。 在 20 世纪 40 年 代 前 期 艾 伦 多 弗 - 韦 伊 发 现 一 般 的 高 斯 - 博 内 定 
理 以 及 陈 自己 对 此 作出 内 昔 证 明 [ 论 文 26] 之 后 ,R* 中 关于 实 流 形 的 通常 的 高 斯 映 
射 及 其 可 以 导出 的 内 蕴 拓 扑 不 变量 似乎 当时 变 得 非常 流行 了 。 论 文 [34] 中 出 现 了 
枚 举 几何 与 微分 几何 的 一 种 合成 物 ,这 篇 论文 发 现 格拉 斯 曼 流 形 的 上 同调 环 是 由 


(D 本 文 方 括号 中 的 数字 指 本 书 附录 《陈省身 已 发 表 的 著作 和 论文 目录 》 中 的 编号 。 一 一 编者 
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陈 类 生成 的 ,一 方面 陈 类 为 基本 舒 伯 特 闭 链 的 庞 加 莱 对 偶 , 另 一 方面 应 用 刚 出 现 的 

纤维 从 的 理论 ,又 由 陈 类 导出 了 复 向 量 从 的 内 斑 不 变量 。 微 分 几何 的 介入 是 因为 

G(n,N) 的 上 同调 环 同 构 于 不 变 微分 形式 的 代数 ,而 表示 陈 类 的 微分 形式 就 是 万 
有 n -平面 从 曲率 矩阵 的 初等 对 称 函数 。 

或 许 有 人 会 说 几何 学 中 的 基本 关系 是 外 在 地 发 现 的 ,但 是 恰恰 因为 发 现 了 具 

有 内 在 意义 的 外 在 量 的 组 合 ,根本 性 的 新 见解 才 得 以 出 现 。 例 证 之 一 为 M. 诺 特 


对 他 那 关于 代数 曲面 算术 亏 格 的 著名 公式 y (05) = ECC + C2) 所 作 的 证 明 , 其 中 


他 对 P^ 中 的 5 应 用 了 普 吕 克 公 式 组 并 发 现 上 述 那 种 组 合 是 双 有 理 不 变量 。 男 一 
个 例子 是 H. 霍 普 夫 定 理 : 欧 氏 空间 中 定 问 偶 维 紧 致 超 曲 面 的 欧 拉 示 性 数 等 于 其 
高 斯 映射 的 次 数 。 陈 - 韦 伊 的 示 性 类 理论 ,是 同一 种 精神 的 再 现 , 在 德 . 拉 姆 上 同调 
中 示 性 类 从 曲率 构造 而 得 , 且 导 出 了 高 斯 - 博 内 定理 及 其 更 高 余 维 数 的 类 似 。 在 复 
的 情况 下 , 妙 不 可 言 的 事情 无 疑 是 代数 几何 与 拓扑 学 在 那里 互相 汇合 ,而 联系 这 两 
个 领域 的 公式 ,用 陈 类 来 表示 是 最 为 常见 的 。 

现在 我 们 转 而 讨论 在 积分 几何 方面 陈 的 一 篇 论文 。 我 自己 是 在 1965 年 春 初 
次 接触 该 课题 的 。 那 时 我 在 伯克利 , 方 为 讲师 ,并 听取 陈 讲授 的 一 门 课 , 课 程 把 我 
们 引 回 当时 还 正在 撰写 的 文章 [论文 87j 中 的 材料 。 这 一 切 刚 好 发 生 在 伯克利 动乱 
岁月 之 初 ,虽然 陈 在 讲课 时 总 会 发 表 关于 这 个 课题 的 直观 的 概括 性 的 极 好 的 见解 ， 
但 在 他 所 有 刘 程 中 ,这 一 门 却 讲 得 最 为 精彩 ,在 一 个 学 期 的 时 间 内 ,他 把 整个 课题 
处 理 得 既 座 又 透 。 回 首 往 事 ,感到 这 可 能 就 是 对 我 自己 的 数学 观点 影响 最 大 的 一 
门 课 。 

积分 几何 是 一 门 有 趣 而 涉 面 甚 广 的 课程 ,人 们 会 从 许多 优美 的 公式 及 其 在 初 
等 问题 上 的 应 用 获得 乐趣 一 一 见 陈 对 最 近 桑 塔 洛 所 写 的 专著 的 评论 (Bul. A. M. 
S., 1977 年 第 83 4,1289~ 1290) 。 其 中 最 简单 的 是 克 罗 夫 顿 公 式 





In (| CdL = 21(C), (1) 


公式 把 平面 内 一 条 强 的 长 度 1(C) 表 为 一 条 变化 直线 L MBE RU RCLO CH 
平均 值 。 这 里 的 平均 值 是 所 有 直线 所 成 空间 上 关于 欧 氏 群 唯一 的 不 变 正规 密度 而 
言 的。 在 李 群 的 齐 性 空间 上 关于 不 变 测 度 取 平均 值 , 正 是 积分 几何 中 一 些 公式 的 
特征 。 其 中 最 有 名 的 公式 之 一 是 布 拉 施 克 的 运动 学 公子 


Ix XD N gD2)dg 
= Sr (Any, V; + Any5 Vi + MiP MY + M(? MSY), 
这 里 dg ZR 欧 氏 群 上 的 双 不 变 测度 , DD. 为 具有 光滑 边界 的 区 域 ,而 V, 


M? , MS? , x; 分 别 代 表 体 积 , 边 界 围 成 的 面积 ,边界 中 曲率 的 积分 和 欧 拉 示 性 数 。 
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77. P.A. 格 里 菲 思 : 对 于 陈省身 数学 贡献 的 一 些 感想 
陈 的 一 般 运 动 学 公式 [论文 87] 具 有 一 种 与 布 拉 施 克 公 式 相似 的 精神 , 和 基本 
论文 [19] 一 道 ,起 着 建立 此 类 结果 大 多 数 的 一 般 模 式 之 作用 。 为 了 作出 解释 ,我们 
首先 要 回顾 一 下 H. 外 尔 关 于 围绕 R" 中 紧 致 ERIE M ,半径 为 o WETT, 的 体 
积 公式 。 取 m = n - k BPE 
T, 体积 = 23 eRe, 


€ zx 0(2) 


AP c, 是 正 的 常数 ,而 
pel M) = | LCR), 


1L.(R) 是 曲率 张 量 的 e/2 次 的 正 交 不 变 多 项 式 , 从 而 也 是 对 应 于 M LAFER 
量 的 一 个 内 蕴 量 。 陈 的 运动 公式 为 


[u (MEN gM dg = >) epi MY) pe), (2) 


此 公式 也 曾 由 费 德 雷 尔 独立 发 现 ,其 中 ci 是 正 的 常数 ,这 些 常数 的 确定 导出 了 几 
个 有 趣 的 问题 。 

陈 对 (2) 的 证 明 展 示 了 许多 典型 的 特征 。 训 无 疑问 ,其 中 之 一 是 活动 标 架 的 运 
用 ,在 这 种 情况 下 活动 标 架 显得 特别 适合 ,因为 一 方面 在 活动 标 架 的 微分 系数 中 ， 
不 变 测 度 是 当 作 常数 表达 式 给 出 的 , 男 一 方面 是 在 与 几何 问题 相配 合 的 设置 下 进 
行 计算 的 便利 。 男 一 个 特征 在 于 证 明 是 用 直接 计算 进行 的 ,并 未 去 建立 一 个 复杂 
的 概念 框架 ;事实 上 ,经 过 更 严格 的 检查 ,可 以 发 现 [论文 19] 所 描述 的 那 种 概念 框 
架 确 实 存 在 ,然而 , 它 的 基本 原则 并 没有 提炼 出 来 而 是 留 给 读者 去 通过 考察 它 在 非 
平凡 的 具体 问题 中 如 何 操作 来 加 座 理 解 。 

现在 让 我 们 转向 值 分 布 理 论 这 一 课题 ,或 者 说 复 流 形 之 间 的 全 纯 映 射 。 这 可 
以 视 为 对 于 整 亚 纯 图 数 的 皮卡 - 波 莱 尔 理论 所 作 的 一 种 推广 ,在 随 着 皮卡 定理 1879 
年 发 表 而 崛起 的 一 代 人 看 来 ,这 就 是 当时 函数 论 的 一 个 主要 焦点 。 起 先是 祭 望 林 
纳 , 继 之 是 H. 外 尔 和 了 本 外 尔 以 及 阿尔 福 斯 作出 的 皮卡 - 波 莱 尔 理论 的 改进 构成 20 
世纪 前 半 世 纪 的 数学 重要 成 就 之 一 。 陈 就 这 一 课题 单独 或 与 他 人 合作 写 出 硅 王 论 
文 ,这 些 论文 不 仅 激发 起 人 们 颇 大 的 兴趣 ,而 且 为 现今 该 领域 的 进展 建立 了 相当 的 
形式 与 概念 的 框架 。 笔 者 略 述 他 在 这 个 课题 上 的 一 些 观 点 。 E 

假如 我 们 考虑 一 个 全 纯 映 射 fF: C— PY, 以 后 称 之 为 一 条 全 纯 曲 线 。 以 A，= 
fz: 1z1<r| 表示 半径 为 + 的 圆 盘 又 以 n(r, HRR f(A;) 与 PX 中 某 个 超 平面 H 
的 交点 数 , 克 罗 夫 顿 公 式 (1) 的 一 个 变种 为 


| ar Hdl = | fro, (3) 
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其 中 o 为 PP 上 的 标准 凯 勒 形式 。 实 际 上 , 克 罗 夫 顿 公式 的 确切 推广 在 右边 应 为 
CA) 的 面积 ,但 由 魏 廷 格 定理 ,这 又 等 于 | /*w。 这 里 我 们 接受 了 [论文 78] 的 观 


点 ,该 观点 在 目前 的 讨论 中 正在 获得 解释 。 既 然 在 复 解析 几何 中 交点 的 个 数 总 是 
正 的 ,(3) 式 右边 就 具有 拓扑 上 的 意义 。 事 实 上 , 闭 形式 o 表示 由 超 平面 H 引出 的 
P] CF ) 链 的 庞 加 莱 对 偶 ,我 们 可 以 写成 w = ddu MARAR > OFF HEATH. 
对 (3) 式 右边 运用 斯 托 克 斯 定理 ,得 出 了 值 分 布 理论 的 第 一 主要 定理 


N(r,H) + m(r,H) = T(r) + 0(1), (4) 
其 中 
NC, H) = | n(t,H)de/t, 
而 
T(r) = MINI 
为 阶 函数 ,又 


m(r,H) = 六 „S HAG > 0 


为 逼近 形式 。 陈 经 常言 及 (4) 与 其 后 的 奈 望 林 纳 不 等 式 
N(r,H) < T(r) + O(1) (5) 


视 之 为 非 紧 致 代数 几何 中 的 关系 式 ;而 我 们 也 可 把 它们 看 作 非 紧 致 陈 类 的 公式 。 
把 (5) 式 与 (3) 的 平均 形式 


| NCr, DAH - T(r) 


作 一 比较 , 当 可 发 现 理 论 中 更 深刻 的 一 个 侧面 。 例 如 ,假设 T(r) > ©, 立时 看 出 
像 曲线 不 可 能 落 在 超 平面 空间 中 的 一 个 开 集 之 外 ,此 即 为 卡 索 雷 蒂 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 
定理 。 | 

为 了 得 到 奈 望 林 纳 理论 的 主要 结果 (至 少 在 n = 1 的 经 典 情况 下 ) 只 须 令 位 势 
函数 为 oggy TL f" w = (V — 1/2)v… dz A dz, 并 使 用 和 推导 (4) 式 相同 的 过 程 。 得 
到 的 公式 称 为 第 二 主要 定理 ; 它 正 是 在 区 域 0, = A, -(f 的 分 歧 除 子 ) 上 关于 具有 
常 高 斯 曲率 + 2( 由 于 y (P) = 2) 的 度量 fo 的 (积分 的 ) 高 斯 - 博 内 定理 。 比 较 
第 一 与 第 二 主要 定理 ,我 们 可 利用 微 积分 的 技巧 来 消除 边界 积分 ,从 而 得 到 形 如 


2, NGC, H) < 27/0) + O(log Ty(7)) (6) 


的 不 等 式 , 式 中 H 是 P' 上 相 异 的 点 ,对 系数 2 的 解释 则 如 上 文 所 述 。(6) 基 本 上 
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就 是 奈 望 林 纳 有 名 的 亏 关系 式 。 由 [论文 73] 得 到 的 这 个 推导 模式 表明 了 应 该 如 何 
去 寻求 推广 。 

我 们 即将 看 到 ,即使 处 理 复 分 析 课 题 ,所 用 方法 也 还 是 微分 几何 的 方法 。 利 用 
微分 几何 去 研究 复 流 形 和 全 纯 有 映射 , 始 于 20 世纪 30 年 代 和 40 年代 由 霍 奇 .阿尔 福 
斯 、 博 赫 纳 以 及 其 他 几 位 数学 家 所 做 的 工作 。 几 乎 从 一 开始 , 埃 尔 米 特 微分 几何 与 
其 在 复 的 情况 下 特有 的 好 的 性 质 , 就 是 陈 的 工作 中 一 个 主要 的 题目 。 一 般 说 来 ,他 
总 是 强调 分 析 的 几何 侧面 ,这 个 观点 已 由 他 的 许多 学 生 付 诸 实施 。 我 回忆 起 在 个 
克利 时 几 个 讨论 班 , 在 讨论 班 上 他 论述 从 几何 中 产生 的 分 析 问 题 ; 研 究 这 些 问题 往 
往 要 去 念 一 些 难 读 的 论文 ,那些 论文 在 当时 还 不 甚 为 人 所 知晓 , 却 又 具有 基本 的 重 
要 性 ,例如 卡拉 比 关 于 仿 射 超 球面 的 工作 。 

在 陈 的 工作 中 另 一 个 经 常 可 见 的 主题 是 他 对 于 表示 上 同调 类 的 实际 微分 形式 
的 重视 。 他 对 于 广义 高 斯 - 博 内 定理 的 证 明 里 已 经 隐 含 的 这 个 原则 再 次 出 现 于 陈 
对 奈 望 林 纳 理论 的 处 理 方 法 中 ,在 所 述 理论 中 位 势 函 数 的 选择 起 了 决定 性 的 作用 。 
在 [论文 83] 中 , 陈 与 博 特 合作 ,在 一 般 的 框架 中 对 此 进行 了 探讨 ,当时 他 们 证 明了 ， 
不 仅 存 在 一 个 典 则 联络 与 复 流 形 上 全 纯 向 量 丛 Cr E> M 的 每 一 埃 尔 米 特 度量 
相对 应 ,而 且 对 每 一 个 全 纯 截面 * ,都 有 一 个 (r- 1,r 1) 形式 p, 相 ,使 得 第 > 陈 形 
式 由 | 

c,CE,h) = dd'y, 
于 M-(G 的 零点 ) 上 给 出 。 而 且 , 奉 在 一 定 意义 下 的 曲率 为 正 , 则 u, 0. 

这 个 题目 在 陈 与 西蒙 斯 的 合作 工作 [论文 106] 中 再 一 次 被 形式 化 了 。 流 形 M 
上 黎 曼 度量 ds? 的 给 出 庞 特 里 亚 金 形式 Pi(ds?), 及 其 由 ( >, Pr) ( 2, P+) = 1 
义 的 对 偶 形 式 PH (ds )。 标 架 主 从 P 上 有 和 典 则 定义 的 超度 形式 T, (ds?) ,满足 
x* P,(ds?) = dT,(ds?), RiP z: P—M 是 投影 。 假 如 出 于 对 称 或 维 数 的 原因 ， 
P+ (ds) 或 疡 (ds) 恒 等 于 0, 则 此 超度 形式 就 获得 了 上 同调 的 意义 ,下 面 的 定理 阐 
明了 这 类 结果 的 特点 : KM 为 一 紧 致 的 n 维 黎 上 曼 流 形 , 则 它 保 角 浸 和 R^ * 中 的 必 
要 条 件 是 

P+(ds?) = 0,[A/2] +1 <j, 


lT(ds)e HYP, Z), 





[4/2] «1«j < [57H]. 


正如 代数 几何 学 家 总 是 周期 性 地 转向 代数 曲线 问题 , 纵 观 陈 的 工作 ,都 可 看 出 

他 对 经 典 微 分 几何 ,特别 是 欧 氏 空间 中 的 曲线 和 曲面 ,有 着 不 变 的 兴趣 。 其 中 ,一 

个 特别 多 产 的 领域 是 对 极 小 曲面 的 研究 ,在 这 方面 陈 经 党 与 人 合作 , 且 已 写 出 了 数 
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篇 论文 。 对 我 而 言 ,特别 受 局 发 的 一 篇 是 [论文 99j ,这 篇 论文 是 在 卡拉 比 论 n- 球 
面 S" 中 极 小 2 -球面 的 工作 基础 上 写 的 。 首 先 , 子 流 形 密切 空间 的 一 般 形式 被 发 
展 了 ,然后 可 以 看 出 ,对 于 具有 常数 截面 曲率 的 黎 曼 流 形 中 的 极 小 曲面 ,这 个 密切 
序列 有 着 特别 简洁 的 描述 。 现 在 ,鉴于 Rm"+? 中 的 曲面 为 极 小 曲面 等 价 于 其 高 斯 映 
射 为 到 P”"*' 中 复 二 次 曲面 的 反 全 纯 映射 ( 见 [ 论 文 82]), 因 此 人 们 可 以 运用 复 微分 
几何 的 方法 来 研究 这 些 曲 面 ,尤其 是 用 射影 空间 中 一 条 全 纯 曲 线 的 弗 雷 内 标 架 和 
这 些 曲 面 的 大 范围 函数 论 。 这 里 的 函数 论 涉 及 皮卡 和 波 莱 尔 定理 ,从 而 也 和 值 分 
布 理论 联系 起 来 了 。 在 目前 对 于 S" 中 极 小 2 -球面 的 研究 上 ,存在 着 这 两 者 的 类 
似 物 ;密切 序列 前 已 提 及 ,但 对 于 函数 论 ,一 个 基本 的 区 别 在 于 域 57 是 紧 致 的 。 经 
过 计算 ,得 到 如 下 绪论 , 即 可 追溯 到 博 罗 夫 卡 (1933) 的 结果 : 最 高 的 密切 空间 导出 
在 复 二 次 超 曲面 中 的 一 条 紧 致 代数 曲线 ,这 个 结果 现在 已 有 了 更 概念 性 的 提 法 。 
陈 对 经 典 微 分 几何 感 兴趣 的 另 一 证 据 , 是 他 在 伯克利 开设 的 140 ~ 240 系列 数 
学 课程 ,这些 课程 与 以 前 在 芝加哥 大 学 的 同样 课程 ,以 及 广泛 流传 的 讲义 [教材 
1] [教材 2] 一道 ,从 某 种 意义 上 讲 竟 造 就 了 整整 一 代 的 微分 几何 学 家 。 我 很 清楚 
地 记得 我 做 学 生 时 为 弄 懂 [教材 1] 中 那个 不 显眼 的 公式 dp = >) wie; 是 如 何 地 费 
力气 ,还 有 [教材 1 中 一 个 特别 著名 的 计算 ,在 计算 中 一 个 有 许多 指标 的 量 突然 从 
计算 中 消失 了 。 我 询问 了 我 的 导师 唐 ' 斯 潘 塞 ,他 紧 盯 着 细 看 了 一 阵 , 然 后 符 符 肩 ， 
说 无 论 它 是 什么 , 它 决 不 会 是 一 个 张 量 , 因 为 据 陈 对 后 者 的 定义 , 它 是 一 个 不 因 坐 
标 系 的 特殊 选择 而 消失 的 量 。 实 际 上 ,这 儿 的 技巧 很 有 用 ,至 少 假如 你 清楚 自己 正 
在 做 些 什么 的 话 一 一 这 里 使 我 们 联想 到 H. 外 尔 对 于 嘉 当 论 活动 标 架 法 的 书 所 作 
评论 的 最 后 一 段 话 (Bull. A. M. S.,1938 年 ,第 598 ~ 601 页 )。 
和 莫 泽 合作 的 论文 [108] 处 理 了 在 C"*1(n 1) 中 非 退 化 实 超 曲面 M 的 等 价 
性 问题 。 经 典 微分 几何 有 这 样 一 个 定理 , 即 在 R"+!(n 宇 2) 中 的 一 个 超 曲 面 可 由 它 
的 第 一 和 第 二 基本 形式 决定 到 相差 一 个 刚体 运动 。 而 且 , 第 一 、 二 基本 形式 可 以 被 
预先 规定 只 要 它们 满足 某 种 微分 条 件 的 制约 , 即 高 斯 - 科 达 齐 方程 ;最 后 经 典 曲 面 
HWE (n = 2) M n > 3 的 情况 之 间 存 在 着 区 别 , n > 3 时 ,一 般 地 说 仅 用 第 一 基本 
形式 就 足以 决定 超 曲 面 了 。 陈 - 莫 泽 理论 可 以 被 看 成 一 种 类 似 , 在 那里 欧 氏 运动 群 
被 局 部 双全 纯 变 换 的 无 限 伪 群 也 所 替代 , 且 在 ( 归 诸 下 . 352489) n =1 的 场合 和 
n 2 之 间 也 存在 着 相应 的 区 别 。 
基本 的 事实 是 ,假如 有 一 个 C KKR r, M 由 r(z) = 0 局 部 地 给 出 , 则 列 维 
形式 
ar 
Izz; 





ira >) 


i,j 


定义 在 复 切 问 量 E = (8) 上 ,满足 


(2)8&$, r(z) = 0 (7) 
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2 3r (2)& = 0,r() = 0, (8) 
且 相差 一 个 共 形 因子 ,又 在 伪 群 了 下 保持 不 变 。 假 设 列 维 形式 (7) 是 M 复 相 切 空 
间 (8) 上 的 非 退 化 形式 , 则 在 此 丛 中 存在 一 个 内 荀 的 埃 尔 米 特 共 形 结构 ,这 一 结构 
至 少 表明 , 嘉 当 的 等 价 手 续 在 两 度 延 展 (prolongation) 之 后 应 该 终止 。 这 里 出 现 的 正 
是 此 种 情况 ,事实 上 ,该 论文 通过 对 等 价 方法 如 何在 一 个 重要 的 特殊 情况 下 应 用 的 
考察 ,而 堪 为 学 习 等 价 方法 的 好 材料 。 让 我 们 回忆 一 下 , 克 莱 因 的 埃 尔 朗 根 纲领 处 
理 在 李 群 或 伪 群 的 可 递 作用 下 空间 X 的 不 变量 问题 。 人 们 的 视野 随 着 E. 嘉 当 而 
被 大 大 地 开 扩 了 ,以致 并 不 需要 给 出 群 ,而 只 要 给 出 X 上 的 一 个 结构 ,例如 歼 曼 结 
构 , 共 形 结构 或 切 触 结构 ,如 此 等 等 。 那 结构 一 般 说 来 并 非 齐 性 的 ,不 过 真 若 如 此 ， 
我 们 就 会 处 在 克 莱 因 考虑 的 状况 之 下 。 嘉 当 的 等 价 法 用 连续 延展 的 手续 ,对 每 点 
x € 下 对 应 一 列 群 ,构成 关于 该 结构 的 局 部 不 变量 的 一 个 完全 系 。 其 一 般 性 的 理 
论 近年 来 已 被 仔细 地 论证 过 ,然则 如 同 嘉 当 的 许多 遗产 一 样 , 一 个 精心 选 出 的 例子 
的 复杂 性 与 特殊 性 质 具有 一 种 特殊 的 魅力 。 在 嘉 当 和 陈 的 工作 中 ,有 人 可 能 会 说 ， 
与 那些 证 明了 的 结论 几乎 具有 同等 重要 性 的 ,是 证 明 如 何 进行 的 方式 ,特别 需要 强 
调 的 是 如 何 选择 最 有 效 地 提炼 出 本 质 东西 的 符号 系统 。 另 一 个 共同 特点 是 主要 的 
技术 步骤 经 常 出 现 于 某 种 代数 操作 之 中 , 它 的 最 终 形式 却 给 人 以 简单 容易 的 假象 。 


在 准备 这 篇 评论 的 过 程 中 , 曾 得 到 伍 鸿 昭 极 其 有 益 的 建议 ,并 此 申 谢 。 
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原 载 《世界 著名 数学 家 传记 》, 吴 文俊 主编 ,科学 出 版 社 ， 
1995 年 。 


陈省身 ”1911 年 10 月 28 日 生 于 浙江 嘉兴 。 微 分 几何 拓扑 学 。 


早年 


陈省身 的 父亲 陈 宝 桢 是 晚 清 秀才 ,后 毕业 于 浙江 法 政 专 门 学 校 ,在 司法 界 服 

因为 祖母 钟爱 ,不 放心 陈省身 进 小 学 ,由 他 的 姑母 在 家 教 他 国文 。 他 的 父亲 在 
外 地 做 事 , 不 党 在家。 有 一 年 ,父亲 回来 , 教 他 认 阿 拉 介 数字 ,学 四 则 运算 。 父 亲 走 
后 ,陈省身 做 了 很 多 数学 习题 。 因 此 ,他 虽然 没有 上 过 初 小 , 却 能 在 9 岁 时 轻易 地 
通过 考试 进入 秀 州 中 学 附属 小 学 五 年 级 。 

1922 年 , 陈 宝 桢 在 天 津 供职 ,决定 把 全 家 接 到 天 津 。 陈 省 喘 进 天 津 兵 轮 中 学 ， 
仍然 吝 欢 数学 ,觉得 它 既 容易 又 有 趣 , 做 了 霍 尔 与 奈 特 合 著 的 高 等 代数 及 温 特 沃 思 
与 史密斯 全 闭 的 几何 学 和 三 角 学 书 中 的 大 量 习 题 。 他 也 吝 欢 看 小 说 和 写 文章 。 


ISOM ,陈省身 考 人 天 津南 开 大 学 学 习 数 学 。 他 的 老师 姜 立 夫 对 他 的 读书 态 
度 有 很 大 影响 。 姜 立夫 是 哈佛 大 学 的 数学 博士 (指导 教授 是 J.L. 库 利 奇 )。 当 时 全 
中 国 只 有 刀 个 数学 博士 ,而 阎 立夫 的 教学 态度 很 严 道 ,总 是 布置 很 多 习题 FF AK 
自 批改 作业 ,使 学 生 获 益 极 多 ,觉得 数学 非常 有 趣 又 有 前 途 。 


1930 ~ 1934, 清华 研究 院 


30 年 代 , 很 多 在 国外 获得 博士 学 位 的 留学 生 陆续 回国 任教 。 虽 然 各 大 学 的 数 

学 系 的 水 准 有 提高 ,但 陈省身 觉得 那 时 的 教学 颇 像 学 徒 制 (RD Sx WIE ^E B Ul 

新 ,所 以 要 在 数学 上 有 长 进 ,必须 出 国 深造 。 因 陈省身 的 父母 无 法 供 他 出 国 念书 ， 

只 有 考 公 费 。 当 时 清华 研究 院 规 定 ,毕业 后 成 绩优 异 者 可 以 公费 留学 。 所 以 陈 省 

FATE 1930 年 从 南开 大 学 毕业 后 考 进 清华 研究 院 。 那 时 研究 院 的 四 位 教授 是 熊 庆 
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来 、 孙 光 远 、 的 身 的 岳父 )。 陈 省 身 随 
孙 光 远 念 投影 微分 几何 。 

陈省身 在 南开 大 学 时 上 过 姜 立 夫 开 的 空间 曲线 .曲面 论 的 课 , 用 的 是 布 拉 施 克 
的 书 。 他 觉得 这 门 课 深 奥 奇 妙 ,所 以 当 布 拉 施 克 在 1932 年 到 北平 访问 时 ,陈省身 
听 了 他 的 全 部 六 个 关于 网 络 几 何 的 演讲 。 

陈省身 在 1934 年 从 清华 研究 院 毕业 时 得 到 两 年 的 留美 公费 。 因 受 布 拉 施 克 
的 影响 ,陈省身 要 求 清华 研究 院 让 他 去 德国 汉堡 大 学 。 当 时 数学 系 的 代理 系 主任 
杨 武 之 帮 他 安排 去 德国 留学 。 

当时 正 值 希特勒 当权 ,驱逐 大 学 里 的 犹太 籍 教授 。 因 汉堡 大 学 刚 成 立 不 久 , 幸 
而 比较 安静 ,成 为 一 个 研究 数学 的 好 地 方 。 


1934 ~ 1936 ,汉堡 大 学 


陈省身 在 1934 年 9 月 到 达 汉 堡 大 学 , 随 布 拉 施 克 研 究 几何 ,论文 的 内 容 是 嘉 
当 方 法 在 微分 几何 中 的 应 用 ,在 1936 年 2 月 得 到 科学 博士 学 位 。 因 为 布 拉 施 克 时 
常 外 出 旅行 , 故 陈 省 身 和 布 拉 施 克 的 助手 凯 勤 的 讨论 最 多 。 当 时 对 陈省身 在 数学 
上 影响 最 大 的 可 能 是 凯 勒 的 讨论 班 “ 微 分 方程 组 论 ”, 其 中 的 主要 定理 现 称 为 嘉 当 - 
凯 勤 定理 。 这 是 一 个 轩 新 而 复杂 的 理论 。 讨 论 班 刚 开 始 时 研究 院 里 每 个 人 都 来 参 
加 了 ,但 到 最 后 只 剩 下 陈省身 一 个 人 。 陈 省 身 觉 得 他 也 因此 而 受益 最 多 。 

1936 年 夏天 陈省身 的 公费 期 满 ,就 接 到 清华 大 学 与 北京 大 学 的 聘 约 ,同时 又 得 
到 中 华文 化 基金 会 的 一 年 资助 。 所 以 他 由 布 拉 施 克 推 荐 去 巴黎 随 当 代 几 何 大 师 
E. 嘉 当 工作 一 年 。 


1936 ~ 1937 ,巴黎 


陈省身 在 1936 年 9 月 到 达 巴 黎 。 当 时 嘉 当 的 学 生 众 多 ,要 会 见 他 得 在 他 的 办 
公 时 间 排 队 等 候 。 幸 而 两 个 月 后 嘉 当 邀 请 陈省身 每 隔 一 周到 他 家 去 讨论 一 小 时 。 
陈省身 在 巴黎 这 段 时 间 工 作 很 勤奋 \ 很 快乐 ,全 部 精力 花 在 准备 这 每 两 周一 次 与 嘉 
当 的 面谈 上 。 他 学 到 了 活动 标 架 法 和 等 价 方法 ,以 及 更 多 的 亮 当 - 遍 勒 理论 。 更 重 
要 的 是 ,陈省身 觉得 他 学 到 了 嘉 当 的 数学 语言 及 思考 方式 。 他 感到 和 嘉 当 工 作 10 
个 月 所 得 益处 其 多 ,在 那 时 所 写 的 三 篇 文章 只 是 研究 成 果 的 一 小 部 分 。 


1937 ~ 1943 ,西南 联 大 


1937 年 夏天 陈省身 受聘 于 清华 大 学 。 不 垃 ,未 离 巴黎 就 发 生 了 卢沟桥 事变 ,日 

本 侵 华 战争 爆发 。 清 华 大 学 要 陈省身 暂时 先 去 长 沙 临 时 大 学 任教 。1938 年 1 月 日 

7E GB EIE V ,陈省身 随 大 学 搬 到 昆明 西南 联合 大 学 。 西 南 联 大 是 战 时 由 北京 大 学 、 

清华 大 学 .南开 大 学 三 校 合并 而 成 的 ,师资 力量 很 强 。 璧 如 华罗庚 当时 也 在 西南 联 
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大 任教 。 陈 省 喘 在 西南 联 大 有 很 多 好 学 生 , 不 少 后 来 在 数学 及 物理 学 上 有 杰出 页 
献 ,例如 数学 家 王 宪 钟 和 物理 学 诺 贝尔 奖 获得 者 杨振宁 。 因 战争 之 故 ,昆明 与 外 界 
完全 隅 绝 , 且 物资 荐 乏 ,幸而 陈省身 带 了 不 少 嘉 当 的 论文 研读 ,将 自己 完全 投入 了 
研究 工作 。 他 在 这 段 困难 时 期 开始 的 研究 工作 后 来 对 于 现代 数学 的 发 展 具 有 极 大 
的 启示 性 。 


陈省身 的 家 用 


陈省身 与 于 士 宁 的 婚姻 是 由 杨 武 之 促成 的 ,他 们 于 1937 年 在 长 沙 订 婚 , 1939 
年 结婚 。 郑 士 宁 是 东 吴 大 学 生物 学 理学 士 。1940 年 她 由 昆明 去 上 海 待产 , 生 下 长 
子 陈 伯 龙 。 但 因 战 事 ,她 无 法 回 昆 明 , 直 到 6 年 后 的 1946 年 才 得 以 团聚 。 他 们 尚 
有 一 女 陈 瑛 (女婿 朱 经 武 是 高 温 超 导体 研究 的 主要 贡献 者 之 一 )。 
陈省身 的 家 庭 美满 ,夫人 一 向 陪伴 在 旁 ,陈省身 非常 感谢 她 为 他 创造 了 一 个 平 
静 的 气氛 进行 研究 。 在 郑 士 宁 60 岁 生 日 时 ,陈省身 特别 为 她 写 下 一 首 诗 : 
三 十 六 年 共 欢 息 ”无 情 光 阴 逼 人 来 
ERMES AULAM 
FRLERRR 愧 遗 并 白 倍 劳 辛 
| 小 山 白 首 人 生 福 不 沉 壹 中 日 月 长 
1978 年 陈省身 在 “我 的 科学 生涯 与 著作 梗概 ”中 写 下 了 如 下 的 话 : 
“在 结束 本 文 前 ,我 必须 提 及 我 的 夫人 在 我 的 生活 和 工作 中 所 起 的 作 
用 。 近 40 年 来 ,无 论 是 战争 年 代 抑 或 和 平时 期 ,无 论 在 顺境 抑或 逆境 中 ， 
我 们 相濡以沫 ,过 着 朴素 而 充实 的 生活 。 我 在 数学 研究 中 取得 之 成 就 实 
乃 我 俩 共同 努力 之 结晶 。 


1943 ~ 1945 ,普林斯顿 高 级 研究 所 


此 时 陈省身 已 是 中 国 著名 的 数学 家 ,他 的 工作 也 逐渐 受到 国际 上 的 重视 。 但 
他 对 自己 的 成 就 并 不 满足 ,所 以 当 维 布 伦 在 1942 年 邀请 他 去 普林斯顿 高 级 研究 所 
做 研究 员 时 ,他 不 顾 世 界 大 战 正 在 进行 中 , 雪 然 决定 前 往 。( 他 坐 军 用 飞机 花 了 7 
天 才 由 昆明 到 达 美 国 !) 

这 是 陈省身 一 生 中 最 重要 的 决定 之 一 ,因为 在 普林斯顿 这 两 年 里 进行 的 研究 
是 最 创新 的 工作 ,具有 最 深远 的 影响 。 他 给 出 了 “高 斯 - 博 内 公式 一 个 新 的 内 曾 证 
AA” ,进而 发 现 了 “ 陈 示 性 类 "。 霍 普 夫 曾 说 :推广 高 斯 - 博 内 公式 是 微分 几何 最 重 
要 和 最 困难 的 问题 ,纤维 从 的 微分 几何 和 示 性 类 理论 …… 更 将 数学 带 人 一 个 新 
纪元 。 


1946 ~ 1948 ,中 央 研 究 院 


陈省身 在 1946 年 春天 回国 。 当 时 中 央 研 究 院 决定 成 立 数学 研究 所 ,由 姜 立 夫 
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78. R.S. 帕 莱 斯 和 滕 楚 莲 ; 陈省身 
任 筹备 处 主任 。 姜 立夫 聘 陈 省 身 为 兼任 研究 员 ,但 姜 立 夫 很 快 离 国 去 美 , 故 筹备 工 
作 落 在 陈省身 的 身上 。 战 后 复员 ,筹备 处 确定 在 上 海 工 作 。 陈 省 身 着 重 于 “训练 新 
人 "”, 他 从 全 国 各 大 学 选 了 最 好 的 大 学 毕业 生 集 中 到 上 海 ,由 他 每 周 讲 12 个 小 时 的 
拓扑 学 。 由 此 培养 了 一 批 新 的 拓扑 学 人 才 , 如 吴 文俊 、 廖 山 涛 、 陈 国 才 、 张 素 诚 、 杨 
忠 道 等 。1948 年 研究 所 迁 到 南京 。 该 年 秋天 中 央 研 究 院 举 行 第 一 届 院 士 选 举 , 共 
选 出 81 人 ,陈省身 是 其 中 最 年 轻 的 一 位 。 
陈省身 专心 于 研究 及 教学 ,完全 没有 注意 到 内 战 的 状况 。 一 天 ,他 忽然 接 到 普 
林 斯 顿 高 级 研究 所 所 长 奥 本 海 默 的 电报 ,说 :如 果 我 们 可 做 什么 事 便 利 你 来 美 ,请 
告知 。" 陈 省 身 这 才 开 始 阅 读 英 文 报刊 ,了 解 南京 的 局 面 不 能 长 久 , 所 以 决定 带 全 家 
去 美国 。 在 去 美国 前 ,印度 入 买 的 塔 塔 (Tata) 研 究 所 曾 邀 请 他 去 那里 工作 ,但 那 时 
他 已 不 能 接受 。 陈 省 身 全 家 于 1948 年 12 月 31 日 离开 上 海 ,在 普林斯顿 高 级 研究 
所 度 过 了 春季 学 李 。 


1949 ~ 1960 ,芝加哥 大 学 


陈省身 知道 他 无 法 很 快 返回 中 国 ,需要 一 个 长 期 职位 扶养 家 室 。 此 时 正 值 芝 
加 哥 大 学 斯 通 教授 揽 才 网 罗 最 好 的 数学 家 ,将 芝加哥 发 展 成 世界 上 最 好 的 数学 研 
究 中心 。 当 时 ,陈省身 的 好 友 .著名 数学 家 韦 伊 就 在 那里 。1949 年 夏 , 陈 省 身 被 聘 
为 芝加哥 大 学 教授 。 在 芝加哥 大 学 11 年 陈省身 指导 了 10 个 杰出 的 博士 生 。 他 于 
1960 年 离开 芝加哥 去 伯克利 加 州 大 学 ,一 直到 1979 年 退休 。 


陈省身 与 杨振宁 


陈省身 在 1946 年 发 表示 性 类 的 论文 ,1949 年 在 普林斯顿 讲 了 一 个 学 期 的 联络 
论 。 杨 振 宁 和 米尔 斯 在 1954 年 发 表 了 杨 - 米 尔 斯 场 论 。1949 年 陈省身 、 杨 振 宁 均 
在 芝加哥 ,1954 年 又 同 在 普林斯顿 。 他 们 是 好 友 , 时 常 谈论 自己 的 工作 , 却 不 知道 
他 们 的 工作 有 密切 的 关系 。20 年 后 才 知 道 两 者 的 重要 性 ,也 才 知 道 他 们 所 研究 的 
是 同一 个 “大 象 ” 的 两 个 不 同 的 部 分 。 下 面 是 杨振宁 送 陈 省 身 的 一 首 诗 : 
GRE LE 匠心 剪接 成 
F- PA YA — 4& J 3E Xy 2646 
造化 爱 几 何 四 力 纤 维 能 
千古 寸 心事 KAREK 


` 1960 ~ 1979 ,伯克利 加 州 天 学 
陈省身 曾 说 他 去 加 州 大 学 原因 有 二 : 一 是 加 州 大 学 正在 发 展 阶 段 ,有 建成 几 
何 学 中 心 的 潜力 ;二 是 加 州 的 天 气 上 暖和 。 


在 加 州 大 学 ,陈省身 有 很 多 学 生 ,有 31 人 随 他 完成 博士 学 位 。 陈 省 身 也 是 许 
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多 到 加 州 大 学 做 讲师 的 年 轻 博士 们 的 良 师 ( 本 文 作 者 之 一 曾 在 芝加哥 大 学 做 讲师 ， 
丸 一 位 曾 在 加 州 大 学 做 讲师 , 均 受 教 于 陈省身 )。 

陈省身 在 加 州 大 学 将 数学 系 建成 世界 著名 的 几何 学 中 心 。 他 对 人 友善 . 益 谈 、 
多 鼓励 ,再 加 上 他 的 论文 和 讲稿 从 50 年 代 起 已 成 为 学 习 微 分 几何 的 经 典 ,因此 可 
以 说 世界 各 地 的 几何 学 家 几乎 都 受到 他 的 影响 。 当 他 在 1979 年 从 加 州 大 学 退休 
时 ,学 校 为 他 举行 了 一 个 数学 讨论 会 (Chem Symposium) , 历时 一 周 ,300 多 人 出 席 。 
其 实 陈省身 并 没有 真正 退休 , 而 是 继续 在 加 州 大 学 教 到 1984 年 ,并 且 到 “山顶 "成 
为 伯克利 数学 科学 研究 所 首 任 所 长 。 


1981 年 以 后 ,三 个 研究 所 


1981 年 ,陈省身 、 穆 尔 、 辛 格 以 及 旧金山 海湾 地 区 的 几 位 数学 家 向 美国 国家 科 
学 基金 会 提出 在 伯克利 成 立 数 学 研究 所 的 计划 。 经 过 激烈 的 竞争 ,国家 科学 基金 
会 宣布 成 立 两 个 所 ,其 中 一 个 就 是 在 伯克利 的 数学 科学 研究 所 (MSRI) ,陈省身 为 首 
任 所 长 ,任期 三 年 。 此 所 办 得 很 成 功 , 陈 省 身 的 影响 是 显著 的 。 

陈省身 一 共 办 过 三 个 研究 所 : 中 央 研 究 院 数 学 研究 所 (1946 ~ 1948, 上海 , 南 
京 ) ,数学 科学 研究 所 (1981 ~ 1984, 伯 克利 ) ,南开 数学 研究 所 (1984 年 以 后 ,天 津 )。 
陈省身 一 向 不 愿意 让 琐碎 的 行政 工作 缠身 ,总 是 把 老子 的 无 为 哲学 用 得 恰到好处 。 

陈省身 一 直 和 希望 中 国 数学 能 跻身 于 世界 数学 领导 地 位 。 他 党 得 要 达 此 目的 必 
须 做 到 下 面 两 点 : 第 一 ,要 培养 出 一 批 年 轻 ` 有 抱负 有 信心 .不 求 个 人 名 利 、 且 要 
“青出于蓝 而 胜 于 蓝 ” 的 数学 工作 者 。 第 二 ,要 有 足够 的 经 费 支持 ,充实 的 图 书 , 完 
善 的 研究 室 以 及 国内 外 的 数学 交流 。( 陈 省 身 觉得 这 些 资源 对 于 数学 研究 的 重要 
性 不 亚 于 仪器 对 于 实验 科学 的 重要 性 。) 

为 了 促使 中 国 早 日 成 为 数学 强国 ,陈省身 1946 年 回国 ,办 中 央 研 究 院 数学 研 
究 所 。 以 后 又 在 1984 年 从 伯克利 数学 科学 研究 所 退休 后 回 到 天 津 办 南开 数学 研 
究 所 。 
1966 ~ 1976 年 的 “文化 大 革命 ”使 中 国 损失 了 整整 一 代 的 数学 工作 者 。 从 1972 
年 起 ,陈省身 常 回 中 国 讲 学 ,培养 中 国 年 轻 一 代 的 数学 家 。 南 开 研 究 所 成 立 于 1985 
年 ,在 这 里 建 有 宿舍 ,常年 有 中 外 学 者 来 访 。 研 究 所 仿 普林斯顿 高 级 研究 所 的 模 
式 , 其 目的 之 一 是 让 中 国 各 大 学 里 的 教师 和 研究 生 可 以 到 这 里 专心 致 志 进 行 研究 ， 
并 且 有 机 会 与 中 外 数学 家 进行 讨论 和 交流 。 另 一 个 目的 是 希望 创造 一 个 好 的 研究 
环境 吸引 在 国外 获得 博士 学 位 的 留学 生 回国 工作 。 


^A OF 


陈省身 曾 应 邀 在 国际 数学 家 大 会 上 作 过 三 次 报告 。 第 一 次 是 在 战 后 第 一 次 大 
会 上 (1950 年 ,马萨诸塞 州 坎 布 里 奇 ) 作 一 小 时 报告 ,第 二 次 在 苏格兰 的 爱丁堡 
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(1958 年 ) ,第 三 次 在 法 国 尼 斯 (1970 年 ) 也 是 一 小 时 报告 。 国 际 数学 家 大 会 每 四 年 
开 一 次 。 同 一 个 人 被 邀请 作 两 次 以 上 的 演讲 是 罕见 的 。 在 这 个 大 会 上 还 要 颁发 数 
学 界 的 最 高 荣誉 奖 一 一 非 尔 兹 奖章 。 这 个 奖 颁 给 40 岁 以 下 且 在 数学 上 做 出 卓越 
的 奠基 性 研究 工作 的 数学 家 。 陈 省 身 的 学 生 丘 成 桐 在 1982 年 得 到 过 这 项 奖 。 
许多 著名 大 学 授予 陈省身 荣誉 博士 学 位 ;他 在 1961 年 当选 为 美国 国家 科学 院 
院士 ,1975 年 得 到 美国 国家 科学 奖 ,1983 年 获得 沃 尔 夫 奖 。 沃 尔 夫 奖 是 1978 年 由 
以 色 列 沃 尔 夫 基金 设立 的 , 颁 给 在 科学 领域 内 做 出 杰出 贡献 的 学 者 。 陈 省 身 将 他 
的 奖金 全 数 捐 给 了 南开 数学 研究 所 。 陈 省 身 也 是 英国 皇家 学 会 .意大利 国家 科学 
院 及 法 国 科 学 院 等 的 国外 院士 。 


陈省身 的 研究 工作 总 论 


陈省身 的 数学 兴趣 很 广泛 ,对 古典 的 及 近代 的 几何 学 均 有 重要 的 贡献 ,其 中 主 
要 的 有 

几何 结构 及 等 价 问题 

积分 几何 

欧 氏 微分 几何 

极 小 子 流 形 

全 纯 映 射 

网 

外 微分 系统 和 偏 微分 方程 

高 斯 - 博 内 公式 

示 性 类 | 

因为 篇 幅 限制 ,不 能 够 对 陈省身 的 所 有 论文 和 成 就 一 一 进行 解释 ,这 里 将 着 重 
介绍 最 重要 的 、 影 响 最 深远 的 文章 。 

陈省身 的 研究 工作 有 一 共同 的 风格 ; 他 精通 微分 形式 的 运算 技巧 并 将 它 巧妙 
地 用 到 几何 问题 上 。 这 是 他 的 老师 一 几何 大 师 嘉 当 传 给 他 的 魔杖 ,使 他 能 以 此 
进入 数学 上 旁人 难以 进入 的 新 领域 。 微 分 形式 是 探讨 局 部 几何 与 整体 几何 的 理想 
工具 ,原因 是 它 有 两 个 互补 的 运算 : 外 微分 和 积分 , 且 两 者 由 斯 托 克 斯 定理 相 
联系 。 : 


几何 结构 及 等 价 问 题 


陈省身 的 早期 工作 主要 是 研究 各 种 不 同 的 等 价 问题 ,也 就 是 如 何 有 效 地 决定 

两 个 同 种 的 几何 结构 是 局 部 等 价 的。 例如 : 两 条 空间 曲线 是 否 全 等 ( 即 它们 在 空 

间 的 旋转 和 平移 下 互相 重合 ) ,或 两 个 黎 曼 结构 是 否 局 部 等 距 。 在 古典 几何 里 我 们 

常设 法 找 出 几何 结构 的 较 易 了 解 又 简单 的 不 变量 及 其 关系 ,然后 证 明 这 些 不 变量 
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是 完全 的 , 即 两 个 同 种 的 几何 结构 等 价 的 充 要 条 件 是 其 不 变量 相同 。 最 终 目 的 是 
得 到 类 似 于 平面 几何 中 三 角形 全 等 判定 定理 的 结论 。 光 滑 空间 曲线 的 等 价 问题 在 
上 世纪 初 已 解决 , 它 在 刚体 运动 群 下 的 完全 不 变量 组 是 其 曲率 和 挠 率 。 欧 氏 空 间 
中 曲面 的 等 价 问题 较 复杂 ,但 在 19 世纪 末 也 得 到 完满 的 解决 , 它 的 完全 不 变量 组 
是 两 个 二 次 型 ,第 一 个 二 次 型 ( 即 度量 张 量 ) 是 正定 的 ,而 且 这 两 个 二 次 型 须 满足 高 
斯 - 科 达 齐 方程 。 黎 曼 度量 的 局 部 等 价 问题 也 由 克 里 斯 托 费 尔 和 李 普 希 茨 解决 , 它 
的 解 更 复杂 , 且 从 表面 上 看 与 上 面 的 例子 无 关 。 
在 陈省身 开始 做 研究 工作 的 初期 ,寻找 上 述 个 别 例子 的 共性 ,及 如 何 有 系统 地 
解决 等 价 问 题 是 当时 几何 学 家 面临 的 主要 挑战 。 嘉 当 用 他 的 活动 标 架 方法 已 朝 这 
个 方向 迈 了 一 步 。 他 将 一 般 的 等 价 问 题 演 化 成 微分 形式 组 的 等 价 问题 。 具 体 地 
说 ,就 是 在 给 定 R^ 上 的 一 个 几何 结构 之 后 ,可 以 选取 1) GL(n,R) 的 一 个 子 群 6; 
2) YER" 上 的 nn 个 线性 无 关 的 一 次 形式 91,… ,0, ,使 得 几何 结构 的 等 价 问题 变 成 形 
式 的 等 价 问题 。 至 于 R" 上 两 个 形式 组 19,| , 19* | 等 价 的 意思 是 存在 R^. 上 的 一 个 
微分 同 胚 p, 及 从 R^ 到 6 的 映射 (av ) ,使 得 


o" (07) = 20008 
j 


现在 我 们 称 由 1) ,2) 决 定 的 几何 结构 为 一 个 G -结构 , 它 是 陈省身 为 了 系统 地 整理 
和 解释 嘉 当 的 等 价 方法 而 引进 的 。 例 如 : 黎 曼 度量 是 0(n )- 结 构 , 给 定 度量 ds’, 
可 选择 ”个 一 次 形式 0 ,使 得 


ds? = 2,61. 


虽然 对 于 一 般 几 何 结构 , 子 群 G 的 选择 不 一 定 是 显而易见 的 ,但 是 多 数 自然 的 几 
何 结构 可 以 表 成 适当 的 6 -结构 。 

嘉 当 不 仅 将 几何 结构 的 等 价 转换 成 6 -结构 的 等 价 ,而 且 也 发 展 了 一 套 方法 
找 出 完全 不 变量 组 。 可 是 他 的 方法 需要 运用 困难 的 普法 夫 方 程 组 理论 及 其 拓展 方 
法 ,以 致 至 今 仍 未 广为人知 。 事 实 上 , 嘉 当 在 晚年 虽 被 认为 是 章 越 的 几何 学 家 ,但 
是 同时 代 的 学 者 认为 他 的 文章 难 读 ,因而 充其量 也 只 有 极 少数 的 数学 家 真正 了 解 
他 在 几何 学 上 的 创新 和 贡献 。 例 如 外 尔 在 评 嘉 当 的 书 时 曾 说 : 嘉 当 是 当今 最 伟大 
的 几何 学 家 ,…… 但 我 必须 承认 我 觉得 他 的 书 和 他 的 文章 都 很 难 读 :……” 

在 大 家 都 觉得 嘉 当 的 文章 难 懂 的 情形 下 ,可 以 想像 他 在 等 价 问题 上 的 重要 见 
解 会 被 埋没 。 症 而 命运 的 安排 并 非 如 此 。 因 陈省身 随 凯 勒 及 嘉 当 学 习 , 故 他 成 为 
能 对 等 价 问题 有 更 深 一 层 了 解 的 自然 人 选 。 在 他 头 20 年 的 研究 工作 中 有 许多 篇 
关于 等 价 问题 的 好 文章 ,而 且 他 对 等 价 问 题 给 了 详尽 的 解释 。 纤 维 从 及 主 从 上 的 
联络 理论 在 此 20 年 间 发 展 起 来 绝 非 偶然 。 这 些 理 论 是 许多 人 多 年 研究 工作 的 结 
晶 ,在 几何 学 .拓扑 学 上 均 有 很 大 的 司 发 性 。 陈 省 身 在 等 价 问题 方面 的 工作 以 及 相 
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关 的 示 性 类 理论 是 此 20 年 数学 的 主要 进展 之 一 。 
为 要 了 解 陈省身 在 等 价 问题 上 的 重要 贡献 , 下 面 先 解释 由 陈省身 引进 的 定义 : 
用 现代 语言 来 说 ,所 谓 的 n 维 流 形 M 上 的 一 个 6 -结构 是 指 歼 上 由 余 切 GL( n, R)- 
主 从 约 化 的 G - 主 从 。 假 定 这 个 G - 主 从 是 x:P->M, 其 中 P 是 全 空间 ,由 容许 的 
余 切 标 架 9 = (91,…,0,) 组 成 。 在 P 上 有 nn 个 自然 的 一 次 微分 形式 wi, 使 得 
w; lo zz (0)。 令 了 表示 dxr 的 核 , 则 了 是 切 丛 7P 的 子 丛 , 称 为 纵 子 从 , 且 w TE 
V 上 的 值 为 零 。 因 为 6 作用 在 P 的 右边 ,而 且 在 纤维 上 的 作用 是 单 可 迁 的 ,所 以 在 
点 9 的 纵 子 空间 WW 可 以 看 作 G 的 李 代 数 L(G)( 由 G6 上 的 左 不 变 向 量 场 组 成 )。 那 
么 PP 上 的 6G- 联络 是 TP 上 的 一 个 横 子 丛 ,也 就 是 与 了 互补 、 并 且 在 G 的 作用 下 不 
ABP AH. 给 定 H SREMA TP 到 了 上 的 射影 是 一 样 的 ,后 者 相当 于 在 P 上 给 定 
一 个 L(G)- 值 的 一 次 形式 o , 称 为 联络 形式 。 用 R, 表示 元 素 gEC 在 已 上 的 右 作 
用 , 则 五 在 6G 的 作用 下 不 变 的 条 件 写成 关于 w WARE Re (w) = ad(g D 
w( 其 中 ad 是 G 在 L(G) 上 的 伴随 表示 ), 简 称 w 满足 等 变 条 件 。 由 于 L(G) 是 
L(GL(n,R)) 的 子 代数 , 故 w 可 表示 成 nx n 矩阵 ,其 第 i 行 . 第 j 列 的 元 素 wj 是 P 
上 的 一 次 微分 形式 。 
S o:[0,1]] > M 是 MM 上 从 点 p 到 点 4 的 一 条 光滑 曲线 ,ze 是 P 中 通过 点 9 的、 
曲线 o 的 唯一 的 横 提 升 .用 r 表示 从 纤维 己 , 到 纤维 已 的 映射 ,其 定义 为 (0) = 
8 9(1) om, 称 为 沿 曲线 c 的 平移 。 一 般 说 来 ,此 平移 与 所 取 的 曲线 ec 有关。 如 果 联 络 
w 的 平移 只 与 c 的 同 伦 类 有 关 , 则 称 o 是 平坦 的 。 联 络 o 是 平坦 的 充分 必要 条 件 是 
横 子 从 五 是 可 积 的 ,或 者 w 满足 恒等式 dwj = 2 os A wy, 自然 地 ,可 以 定义 曲率 
形式 Q 为 衡量 ww 平坦 与 否 的 测度 , 即 dw =w A w- NA wo 是 等 变 的 , 故 0 也 是 
等 变 的 ,将 2 作 外 微分 ,得 到 比 安 基 恒等式 dQ = Q A w-w ^ 0Q。 把 P 上 的 局 部 
截面 6: U->P 称 为 容许 的 局 部 余 切 标 架 场 ,若是 P 在 U 上 的 另 一 个 截面 , 则 存在 
唯一 的 一 个 光滑 映射 g: U -> 6, 使 得 9(x) = Raala) S g = 0* (9), = 
6*(w),W = 08*(Q),'Y = 9* (0), 则 有 


$-dg:g'«g:-g, 
Y = gr Veg, 

但 是 联络 与 等 价 问题 的 联系 在 哪里 ? 嘉 当 的 等 价 方法 用 于 一 般 的 G -结构 是 
复杂 的 ,除非 G 成 为 平凡 子 群 1el(e 是 群 的 单位 元 素 )。 他 发 现 ,有 时 可 以 添 进 对 
应 于 群 6 的 坐标 的 “新 变量 ”得 到 一 个 新 的 流 形 ,使 得 M 上 的 G -结构 成 为 新 流 形 
上 的 ie1- 结 构 。 陈 省 身 看 出 这 个 新 流 形 只 是 6G - 主 从 的 全 空间 PP, 嘉 当 的 约 化 方法 
恰好 是 探测 P 上 是 否 有 “内 蕴 联 络 ” 的 方法 ,而 6 -结构 的 完全 不 变量 组 可 以 由 这 
个 联络 的 曲率 形式 算出 来 。 最 重要 的 黎 曼 度量 的 等 价 问题 即 可 以 用 此 法 来 解 ,其 

375 


“陈省身 文集 
内 药 联 络 当 然 是 它 的 列 维 - 齐 维 塔 联络 。 设 gp 是 从 歼 曼 空间 (MM,g) 到 (M,g”) 的 
局 部 等 距 映 射 , e] 是 在 点 p 的 切 空间 的 单位 正 交 基 。 命 P* = pg(p),e? = 
dp(e;)。 用 x, XR M E. Hi e; 决定 的 法 坐标 , 则 g 和 g * 在 此 坐标 下 是 相同 的 。 注 意 
到 g 在 法 坐标 下 的 马克 劳 林 展 开 式 的 系数 可 以 表 为 它 在 点 p 的 曲率 及 其 共 变 导数 
的 通用 多 项 式 。 因 此 , 黎 曼 度量 的 完全 不 变量 组 是 在 法 坐标 系 下 的 曲率 张 量 及 其 
各 阶 共 变 导数 在 一 点 的 值 。 

用 NCG) 表示 半 直 积 GD< R"( 由 G 及 平移 生成 的 仿 射 变换 子 群 )。 对 应 地 , 线 
性 标 架 的 G- 主 从 P 可 以 扩充 为 仿 射 标 架 的 相配 N(G)- 主 从 N(P), 在 [论文 46] 
里 ,陈省身 发 现 如 果 能 在 NCP) 上 找到 内 区 N(G)- 联 络 , 则 与 上 例 类 似 的 结果 仍 成 
LNCC) -联络 的 曲率 形式 2 Æ L(N(G)) - 值 的 二 次 微分 形式 。 然 而 
L(N* (G)) =R" +ZLCGC), 故 2 也 有 相应 的 分 解 .2 中 相应 于 R^ 的 部 分 zt 称 为 此 
Ks Ni Ra SR, RE r 上 加 适当 条 件 ,可 以 定义 内 蕴 的 N(G) -联络 。 
例如 , 列 维 - 齐 维 塔 联络 是 r = 0 的 唯一 的 NCOCn)) -联络 。 事 实 上 ,在 [论文 46] 中 
陈省身 证 明 : A LCG) 满足 一 个 代数 条 件 ( TERI C), WAA NCG) -联络 存在 。 他 
更 进一步 证 明 : A G 是 一 紧 群 , 则 L(G) 必 满 足 性 质 Co。 在 该 文中 他 还 用 嘉 当 的 伪 
群 观 点 来 解释 为 何 有 些 G -结构 上 不 存在 内 蕴 联 络 。G -结构 (x: P— M) 的 伪 群 是 
由 所 有 保持 P 不 变 的 M 上 局 部 微分 同 胚 组 成 的 ,所 以 当 G -结构 上 有 一 内 蕴 联 络 
时 ,该 联络 必 在 上 述 伪 群 作用 下 不 变 , 但 是 在 P 上 保持 一 个 固定 联络 不 变 的 从 自 同 
构成 为 一 个 有 限 维 李 群 , 而 确实 存在 其 伪 群 是 无 限 维 的 6G- 结构 ;例如 当 n = 2m 时 
RG = GL(m,C), 这 时 G -结构 恰好 是 殖 复 结构 ,其 自 同 构 群 是 一 个 无 限 维 伪 群 。 

陈省身 还 解决 了 许多 具体 的 等 价 问题 。 例 如 , [论文 6] [论文 13] 是 关于 三 阶 
常 微 分 方程 式 定义 的 轨道 几何 ,此 时 G 结构 是 关于 R 的 单位 切 向 量 的 切 触 流 形 
XE X. HJ, G 是 保 圆 切 触 变换 的 群 。 在 [论文 10j 论文 11 中 他 把 上 述 考虑 推广 到 mm 
阶 常 微分 方程 组 的 轨道 几何 。 在 [论文 24] 中 他 考虑 广义 的 射影 几何 , 即 R Pk 
子 流 形 的 (下 + 1)(n - 大 )- 参 数 族 的 几何 ;[ 论 文 21] 和 [论文 22] 是 关于 R 中 超 曲面 
的 (n - 1)- 参 数 族 定义 的 几何 。 在 [论文 108] (与 莫 泽 合作 ) 及 [论文 110] 中 他 考虑 
C" 中 的 实 超 曲面 ,此 二 文成 为 CR DUE RE Ze FS E 


积分 几何 


R 的 刚体 运动 群 G 可 迁 地 作用 在 各 种 各 样 的 几何 对 象 组 成 的 空间 S 上 (例如 : 
点 、 直 线 .有 某 一 固定 维 数 的 仿 射 子 空间 、 有 固定 半径 的 球面 ,等 等 ), 所 以 5 可 以 看 
作 一 个 齐 性 空间 GA/H,G 上 的 不 变 测度 诱导 出 S$ 上 的 一 个 不 变 测度 ,此 即 首先 由 庞 
加 莱 引 进 的 “运动 学 密度 ”。 积 分 几何 的 基本 问题 是 将 各 种 几何 上 有 意义 的 量 关 于 


(D 本 文 方 插 号 中 的 数字 指 本 书 附录 《陈省身 已 发 表 的 著作 和 论文 目录 》 中 的 编号 ,一 一 编者 
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运动 学 密度 的 积分 用 已 知 的 积分 不 变量 表示 出 来 (参看 [论文 87])。 最 简单 的 例子 
是 关于 平面 曲线 C HAS KIAR: 


[san C)dl = 2L(C), 


其 中 n(i 人 站 C) 是 平面 上 的 直线 1 与 C 的 交点 数 , d 是 直线 组 成 的 空间 的 运动 学 密 
度 ,L(C) 是 C 的 长 度 。 此 公式 可 解释 为 平面 上 直线 与 一 条 曲线 相交 的 平均 次 数 是 
C 的 弧 长 的 两 倍 。 

在 [论文 19] 中 ,陈省身 为 广义 的 积分 几何 葛 定 了 基础 。 韦 伊 在 评论 这 篇 文章 
时 说 :“ 它 把 布 拉 施 殉 学 派 的 工作 一 举 推进 到 更 高 的 水 平 ,我 对 文章 所 显现 的 非凡 
才能 和 深刻 见解 有 极 深 的 印象 。” 在 该 文中 陈省身 首先 把 经 典 的 “关联 ”概念 推广 
到 同一 个 群 c 的 两 个 齐 性 空间 6G/H,G/K。 设 aH € G/H,bK € G/K, & 
aH (| bK =Ø, MEEK aH TU bK 是 关联 的 ,这 个 定义 在 J. FHKE (building) 理论 
中 起 重要 作用 。 | 

在 [论文 51] 和 [论文 87] 中 陈省身 分 别 得 到 了 R^ 中 两 个 子 流 形 的 基本 运动 学 
公式 。 陈 省 身 的 公式 中 用 到 了 外 尔 的 管 体积 公式 中 的 积分 不 变量 。 设 T, 是 R” 中 
围绕 大 SET HUE X B92E 1529 o 的 管 , 则 

V(T,) = 2n c; pi CX) o*t, 


0gig 


其 中 c 是 依赖 m = n -天 和 ;的 常数 ,mi(X) = | i01 RAM UBI. O(n) 
的 李 代 数 上 的 伴随 不 变 多 项 式 , 0 是 关于 世上 的 诱导 度量 的 曲率 张 量 。 陈 省 身 的 公 
式 是 (同时 由 H. 费 德 雷 尔 独立 发 现 ) 


PCI a eM, )dg = 2 Ci pi Mi) ge-i(M2), 
其 中 Mi M, 分 别 是 R" 中 的 p 维 、g 维 子 流 形 ,e 是 偶数 ,0 < e<p+g-n,ci 是 
依赖 于 n ,p,q,e 的 常数 。 

格 里 非 思 在 评论 陈省身 关于 积分 几何 的 工作 时 说 :陈省身 的 证 明显 示 了 许多 
典型 的 特征 。 当 然 , 一 是 用 活动 标 架 ,…… 男 一 个 特征 是 通过 直接 的 计算 ,而 非 建 
立 一 个 复杂 的 概念 框架 ;事实 上 ,仔细 观察 会 发 现 ,确实 存在 一 个 如 [论文 19 ] Pr 
述 的 框架 ,然而 陈省身 并 未 将 它 孤 和 零 零 地 提出 来 ,而 是 让 读者 通过 做 一 个 不 太 简单 
的 问题 来 理解 它 。 


欧 氏 微分 几何 


经 典 微分 几何 的 一 个 主要 课题 是 研究 欧 氏 空间 中 子 流 形 在 刚体 运动 群 作 用 下 的 
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局 部 不 变量 , 即 子 流 形 的 等 价 问题 。 这 在 30 年 代 已 经 解决 了 。 实 际 上 , 子 流 形 的 第 
一 .第 二 基本 形式 [ 工 ,以 及 子 流 形 的 法 处 上 的 诱导 联络 VY* 满 足 高 斯 \ 科 达 齐 、 里 奇 方 
程 , 且 它 们 构成 R 中 子 流 形 的 完全 不 变量 组 。 具 体 地 说 ,这 些 不 变量 是 ; 
a) I 是 在 M 上 的 诱导 度量 。 | 
b) IÆ M 上 在 法 从 v(M) 中 取 值 的 二 次 型 , 设 u 是 在 点 p 的 单位 切 向 量 ,vw 是 
单位 法 向 量 , 则 M, Cu) = (ICu), v) FE M Su, v 所 张 平 面相 交 而 成 的 平面 曲线 o 
TE p 的 曲率 。 
c) 若 s 是 光滑 法 向 量 场 , 则 V*(s) 是 微分 ds 在 法 从 v(M) 上 的 正 交 投 影 。 
II, = CIL, o) RAE 4 方向 的 第 二 基本 形式 ,对 应 于 I, 的 自 对 偶 算 子 4, 称 为 
M tho 方向 的 形状 算 子 。 
陈省身 在 欧 氏 微分 几何 上 的 工作 主要 是 研究 子 流 形 的 整体 几何 与 其 局 部 不 变 
量 之 间 的 关系 。 他 在 这 方面 写 了 多 篇 重要 论文 , 因 篇 幅 所 限 这 里 只 提出 下 面 两 项 ， 
(1) 极 小 曲面 


因为 R^ 中 子 流 形 的 面积 的 第 一 变 分 是 第 二 基本 形式 的 迹 ,所 以 当 tr(I) = 0 
时 称 R^ 的 子 流 形 M 为 极 小 子 流 形 。 用 Gr(2, n) 表示 R^ 中 所 有 2 维 子 空间 形成 的 
流 形 ( 称 为 格拉 斯 曼 流 形 )。R" 中 曲面 W 的 高 斯 映射 C 是 从 M 到 Cr(2,m) 的 映射 , 它 
把 点 x € M 映 到 MM 在 x 的 切 平面 G(x)。Gr(2,n) 可 以 看 成 (n — 1) 维 复 射影 空间 
CP! 中 由 z2 +… + 2? = 0 确定 的 二 次 超 曲 面 (把 R" 中 的 2 维 平面 V 映 为 由 el + 
ie> 张 成 的 复 直 线 , 其 中 (el,ez) 是 了 的 单位 正 交 基底 )。 这 样 , Gr(2,n) 有 复 结构 , 另 
一 方面 ,R" 中 的 有 向 曲面 通过 它 的 诱导 黎 曼 度量 有 一 个 共 形 结构 ,因而 也 有 一 个 
复 结构 。 陈 省 身 在 [论文 82] 中 证 明 : R^ 中 的 曲面 是 极 小 的 充分 必要 条 件 是 其 高 斯 
映射 G 是 反 全 纯 的 ,此 定理 在 n = 4 时 由 M. 平 尔 所 证 , 它 是 将 极 小 曲面 与 奈 望 林 
纳 、 外 尔 、 阿 尔 福 斯 的 值 分 布 理论 联 系 起 来 的 出 发 点 。 伯 恩 斯 坦 定理 是 极 小 曲面 论 
的 基本 结果 之 一 , 它 断 言 : ER 中 定义 在 整个 RR 上 的 极 小 图 z = f(x, y) 必 是 一 张 
平面 ,注意 到 一 个 完整 的 图 的 高 斯 映射 的 像 必 落 在 半球 面 内 , 故 R. 奥斯曼 把 伯 恩 
斯 坦 定理 推广 为 : AR 中 一 个 完备 的 极 小 曲面 的 高 斯 映射 的 像 在 球面 上 不 是 稠密 
的 , 则 该 极 小 曲面 必 为 平面 ,陈省身 在 [论文 82] 中 利用 波 莱 尔 的 经 典 定 理 把 伯 恩 
斯 坦 -奥斯曼 定理 推广 成 R^ 中 非 平 面 的 极 小 曲面 的 高 斯 映像 的 密度 定理 , 更 细致 
的 密度 定理 是 在 陈省身 与 奥斯曼 的 合作 [论文 89] 中 建立 的 。 

根据 卡拉 比 关 于 球面 内 极 小 曲面 的 工作 ,陈省身 在 [论文 99] 中 对 于 子 流 形 的 
密切 空间 作 了 一 般 性 的 叙述 。 他 证 明 : 车 在 空间 型 中 给 定 一 个 极 小 曲面 , 则 存在 
整数 m ,使 得 m 阶 密切 空间 沿 曲面 是 平行 的 ;同时 给 出 了 完全 局 部 不 变量 组 及 其 
关系 。 最 后 得 到 与 卡拉 比 类 似 的 结果 : A MM 是 常 曲 率 为 c 的 空间 型 内 的 极 小 球面 ， 
且 它 的 高 斯 曲率 是 常数 KI K = 1, 
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78. R.S. 帕 莱 斯 和 滕 楚 莲 ; 陈省身 
(2) 紧 贴 浸入 和 紧 套 浸入 | 
在 1929 年 , 芬 切 尔 证 明 : E a (s) ER 中 一 条 简单 闭 曲 线 ,* 是 弧 长 参数 ,kk(s) 
是 其 曲率 函数 , 则 


| 1G) | ds > 27, 


且 等 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 a 为 平面 凸 曲线 。 法 雷 和 米尔 诺 证 明 , 大 a 是 打 结 
的 , 则 上 述 积分 必 不 小 于 4r。 

在 [论文 65] 和 [论文 69j 中 陈省身 和 拉 肖 夫 将 分 切 尔 定理 推广 到 R^ 中 的 子 流 
形 。 设 f: M>R" ERA m “ERE M TE R^ 中 的 浸入 ,y'(M) 是 M 的 单位 法 球 从 ， 
dy 为 vi(MM) 上 的 体积 元 。 设 N: vM) 一 5S"! 为 法 映射 , 即 它 把 点 x € M 上 的 单 
位 法 向 量 y 映 为 从 原点 引出 的 平行 的 单位 向 量 NCv)s da 为 S"-! 的 体积 元 , 则 李 
普 希 茨 - 基 灵 曲率 6 由 方程 N* (da) = Gd 来 定义 , 即 CGO) 是 M 沿 单位 法 向 量 ， 
的 形状 算 子 A, 的 行列 式 的 绝对 值 .浸入 f 的 绝对 全 曲率 r( MM, 了 ) FESR N PER SES 
积 , 即 


m | det( A,) | dv, 


其 中 c,_1 是 CRER. 

在 [论文 6] 中 ,陈省身 和 拉 肖 夫 证 明 (M,A > 2, 且 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 
M H R 中 一 个 (m + 1) 维 仿 射 空间 里 的 凸 超 曲面 。 在 [论文 69] 里 ,他 们 进一步 得 
到 ; M 的 贝蒂 数 之 和 是 (MM, 了 ) 的 一 个 下 界 。 

SUM 是 MM 的 所 有 温和 的 绝对 全 曲率 的 下 确 界 。 如 果 淄 入 f: M 一 RR" 满足 
r(M,f) = rt(M), 则 称 f 是 紧 贴 的 ,。 紧 贴 温和 人 成 为 子 流 形 几 何 重要 的 研究 领域 , 近 
年 来 有 许多 有 趣 的 发 展 , 一 个 重要 的 发 展 是 凯 珀 用 英 尔 斯 理论 重 述 紧 贴 性 概念 。 紧 
致 流 形 M 的 莫 尔 斯 数 y 是 指 M 上 非 退化 莫 尔 斯 函数 的 临界 点 个 数 的 下 确 界 . 凯 珀 
证 明 c(M) = Y, RF UE M 在 R" 中 是 紧 贴 的 充 要 条 件 是 非 退 化 的 高 度 函 数 恰 有 
y 个 临界 点 。 男 一 个 重要 发 展 是 班 科 夫 和 卡特 - 韦 斯 特 引 进 的 紧 套 浸入 。R" 中 的 子 
流 形 W 称 为 紧 套 的 ,如 果 每 个 非 退 化 的 欧 氏 距离 薄 数 有 7 个 临界 点 , 紧 套 浸入 必 是 
嵌入 ,并 且 是 紧 贴 的 。 紧 套 性 是 保 角 变 换 下 的 不 变性 质 。 因 此 经 过 球 极 投影 总 是 可 
以 假定 紧 套 子 流 形 是 在 球面 上 的 。 平 卡尔 证 明 : R^ 中 国 绕 子 流 形 M 的 半径 为 e 的. 
管状 超 曲面 M, 是 紧 套 的 充 要 条 件 是 M 为 紧 套 的 。 由 此 可 得 两 个 结果 : $" 中 紧 套 超 
曲面 的 平行 超 曲面 仍 是 紧 套 的 ;研究 紧 套 子 流 形 只 须 研 究 紧 套 超 曲面 。 因 为 李 球 群 
(把 球面 映 为 球面 的 切 触 变换 群 ) 是 由 保 角 变换 和 平移 生成 的 , 故 紧 套 性 在 李 球 群 
下 不 变 。 注 意 到 S" 中 子 流 形 M 的 管状 超 曲面 M. 是 S^. 的 切 球 从 的 切 触 流 形 的 浸入 
勒 让 德 子 流 形 , 故 紧 套 性 实际 上 可 以 对 于 S" 的 单位 切 球 从 的 切 触 流 形 的 勒 让 德 子 
流 形 来 定义 。 在 [论文 146] 中 陈省身 和 赛 西 尔 把 这 个 概念 确切 地 叙述 出 来 ,并且 引 
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进 李 球 群 几 何 中 的 一 些微 分 几何 概念 。 虽 然 已 有 许多 紧 贴 及 紧 套 的 例子 和 结果 ,但 
是 许多 基本 问题 尚未 解决 。 例 如 : 哪些 紧 致 流 形 可 以 紧 贴 或 紧 套 地 浸 人 到 欧 氏 空 
间 中 去 ?哪些 是 李 球 群 几何 的 完全 不 变量 ?等 等 。 


广义 的 高 斯 - 博 内 公式 


几何 学 家 通常 把 局 部 问题 与 整体 问题 划分 得 壁垒 分 明 , 且 认 为 只 有 整体 问题 才 
更 重要 。 而 陈省身 认为 在 几何 学 上 似乎 南 辕 北 辕 的 两 个 方面 的 研究 须 同 时 进行 。 他 
党 得 和 若 不 了 解 局 部 理论 ( 即 等 价 问题 ) 则 整体 问题 就 无 从 下 手 , 反 过 来 找到 了 完全 不 
变量 组 则 整体 问题 的 解决 也 快 了 。 下 面 将 简 述 陈省身 对 几何 学 的 这 种 看 法 的 形成 过 
程 , 它 既 有 趣 又 有 启示 性 ,而 且 涉 及 到 他 的 最 重要 、 最 令 人 激 奋 的 研究 工作 : 给 广义 
的 高 斯 - 博 内 公式 一 个 内 蕴 证 明 , 进 而 引入 复 向 量 从 的 示 性 类 , 即 现在 所 称 的 “ 陈 示 性 
类 ,并 给 出 陈 示 性 类 的 一 个 漂亮 的 .用 曲率 张 量 写 出 的 公式 。 示 性 类 的 局 部 性 质 是 
曲率 ,其 整体 性 质 基于 映射 的 同 伦 性 ,两 者 交织 便 成 为 几何 学 的 基本 工具 。 

二 维 紧 致 流 形 上 的 高 斯 - 博 内 公式 当然 是 经 典 微分 几何 的 一 个 高 峰 。 霍 普 夫 
曾 说 : 推广 此 公式 到 高 维 紧 致 流 形 上 去 是 几何 学 中 极其 重要 而 困难 的 问题 。 此 公 
式 把 紧 致 曲面 M 上 的 最 基本 的 不 变量 一 一 欧 拉 示 性 数 x( MM) 与 曲面 的 微分 几何 


的 最 基本 不 变量 一 高 斯 曲率 联系 在 一 起 : yM) = E| Kd4。 虽然 该 公式 有 


好 几 个 不 同 的 证 明 , 但 是 陈 省 BBH US ee ee 
而 且 具 有 推广 到 高 维 情形 的 潜力 。 

要 解释 陈省身 的 证 明 , 这 里 先 讨论 一 般 的 n 维 黎 曼 空间 上 的 活动 标 架 ,然后 再 
75 IÉ n = 2 的 特例 , 设 M 上 有 一 个 有 向 的 歼 曼 结构 , 即 一 个 SO(n) -结构 。 因 它 的 李 
代数 LCSO (n2) 由 全 体 n 阶 反对 称 和 矩阵 所 组 成 ,在 单位 正 交 切 标 架构 成 的 SO(n)- 
EMA F(M) 上 有 nn 个 一 次 微分 形式 (w;) 及 列 维 - 齐 维 塔 联络 形式 (ow) (wy =- wi) 
满足 下 列 方程 : dw; = >) wy A wjio 黎 曼 曲率 张 量 在 正 交 标 架 (w;) 下 的 系数 为 
Riga» BI 





] 
= 7 24 Rig on A wio 


X n= 2 EF, L(SO(2)) 是 一 维 李 代数 ,own = wy = 0,02 = - wo2i, 所 以 只 有 一 个 曲 
率 方程 dwn =- Op =- Rie, A wz 显然 ,在 每 个 纤维 n7 (x) 上 Ro 是 常数 ， 
HEE M 的 高 斯 曲率 K(x)。 设 (01,0,) 是 M 上 的 单位 正 交 余 切 标 架 , 则 M 的 面积 
元 为 d4 =- 6, A 02, H. 


z” (KdA) = day. Cx) 


陈省身 在 [论文 139j 中 说 :公式 (* ) 包 含 了 曲面 的 全 部 局 部 几何 ,也 可 推演 出 整体 
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几何 性 质 。 仔 细 考 虑 过 之 后 ,容易 看 出 (* ) 是 高 斯 - 博 内 公式 的 证 明 的 要 义 , 而 且 
n 维 流 形 上 的 高 斯 - 博 内 公式 的 证 明 也 是 从 这 个 想法 发 展 出 来 的 ”陈省身 看 出 : 
曲面 上 的 二 次 微分 式 必 是 闭 的 ,被 x 拉 回 到 FF(M) 仍 然 是 闭 的 。 但 是 除了 M 是 环 
面 的 情形 , KdA 绝 不 是 恰当 微分 形式 。 然 而 (* ) 式 表明 它 在 F(M) 上 是 恰当 的 。 
这 是 ( * ) 式 的 一 个 意 想不到 的 性 质 。 这 种 在 M 上 非 恰 当 的 微分 形式 拉 到 M 的 主 
处 的 全 空间 上 成 为 恰当 微分 形式 的 现象 称 为 “超度 ”, 这 个 概念 在 陈省身 的 证 明 中 
起 极 重要 的 作用 。 
根据 初等 拓扑 学 ,在 财 黎 曼 流 形 M 关于 定点 p WIEM 上 存在 光滑 的 单位 向 
量 场 el ,这 个 向 量 场 在 p 点 的 指标 是 x(M)。 令 es 是 M 上 与 el 正 交 的 单位 向 量 场 ， 
且 (el,ez) 与 M 的 定向 一 致 , 令 9 是 对 偶 标 架 场 。 因 x - 9 是 M 上 的 恒 同 映射 , 故 
d(0*(w2y)) = 0* (dwn) = Kdh ,于 是 


| Kaa = MT = JG" (wm)), 
4 M, E M EEDA p 为 心 .以 为 半径 的 球 所 得 的 补 集 ,S。= 9M, ,于 是 
| d(6" (w2)) = lim| d(0* (wi2)) = lim| 0* (wi2)o 
M e-0 M, e-0 5, 


xy MAE p 点 附近 的 坐标 系 ,( 6, 人 2) 为 将 自然 标 架 正 交 化 得 到 的 正 交 标 架 
Gh, ti a(x) = Lleila), (x)), 则 ei 在 p 点 的 指标 等 于 站 | dao? pla) € 


SO(2) 为 RR 上 转角 为 a 的 旋转 矩阵 ,从 9 转换 到 0 的 度 规 变 换 是 g: U 一 SO(2), 
g(x) = p(a(x)), H 0* (wn) = da + 6* (wy) BRU | 


| 0* (wp) al da «| 0 Loos 
5, S, S, 


由 于 第 二 项 的 被 积 函 数 是 连续 的 , 当 e -> 0 时 该 项 趋 于 零 ;第 一 项 正 是 所 需 的 值 。 
这 就 证 明了 高 斯 - 博 内 公式 。 

现在 我 们 考虑 n 维 可 定向 黎 曼 流 形 ,并 且 解 释 从 2 维 高 斯- 博 内 公式 发 展 出 来 
的 绝妙 的 结果 。 

如 何 用 M 的 黎 曼 度量 造 出 M 上 典型 的 微分 式 是 一 个 基本 问题 ,在 其 主 从 的 全 
空间 F(M) 上 这 是 很 容易 的 ,只 要 取 曲 率 形式 Q 的 多 项 式 即 可 。 但 是 由 此 造 出 的 
微分 形式 4 不 一 定 是 M 上 的 微分 形式 经 过 x 拉 回来 的 , 即 在 M 上 不 一 定 存在 微分 
形式 4, 使 得 A nA | 

4 fy 20 D ap x, Lc i < j < n| 的 多 项 式 环 ; 设 X 是 n 阶 反对 


mS EWA) ORA Xli < jg € SO(n), WHE 
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ad(g)X = gXg^! 


的 第 (i,j) DER > gnXugx € Bo E g € SO(n), P € R, ft (ad(g)P)(X) = 


P(ad(g) X) ,这 就 定义 了 SO(n) 在 .有 上 的 伴随 作用 。 令 BAYA 多 中 在 SO(n) 
伴随 作用 下 的 不 变 多 项 式 构 成 的 子 环 。 
” 因 曲 率 形 式 Q; 是 二 次 微分 形式 ,在 外 积 下 彼此 是 可 换 的 , 故 当 PE€ ARM, OT 

用 AREXE P Ed 次 齐 次 多 项 式 , 则 P(Q) 是 FF(M) 上 的 24 次 外 微分 形式 。 

S 0 为 定义 在 邻 域 UC M 上 的 正 交 余 标 架 场 , 即 0: U 一 FCM) 是 一 个 截面 。 
令 亚 =0*(Q), 则 980*(P(Q)) = P(0 (Q)) = P(W)。 若 9 是 由 9 经 过 度 规 变 换 
g: U> SO(n) BEN) WE BR BTA = ad(g), P(W,) = P(ad(g(x)) V.) = 
(ad(g(x))P)(W,) FTA P(T) 只 是 在 MM 上 局 部 可 定义 的 , 且 与 9 的 选择 有 关 。 如 
R PE #4, M POW) 就 成 为 在 整个 有 上 定义 的 微分 形式 ,是 与 9 的 选择 无 关 , 因 
此 PCV) 由 等 式 x*(P( 亚 )) = P(A) 唯一 确定 。 

将 高 斯 - 博 内 公式 推广 到 高 维 情况 的 方法 有 很 多 ,但 是 最 自然 .最 合理 的 方式 
是 对 每 个 ” 维 紧 致 黎 曼 流 形 给 定 一 个 相伴 的 = 次 微分 式 ), 使 得 | 4 = cox( MM) ,其 
中 c, Se iH FA ff BM Aan 是 奇数 ,由 庞 加 莱 对 偶 定 理 可 知 y (M) = 0, 所 以 我 们 只 考虑 
n = 2k( 但 是 奇 维 有 边 流 形 的 公式 是 有 趣 的 )。 按 上 述 讨论 ,我 们 应 该 找 一 个 次 齐 
次 伴随 不 变 的 多 项 式 PELA = PCV).BH SO(n) 的 不 变量 理论 ,P 有 一 个 自然 的 
候选 者 , 即 满足 条 件 [Pf(X)]* = det(X) 的 唯一 的 伴随 不 变 多 项 式 Pf( 称 为 普法 夫 
的 )。 陈 省 身 首 次 看 出 高 斯 - 博 内 公式 的 被 积 式 是 Pf, 在 此 之 前 ,C. RA HA 
尔 已 各 自 证 明了 高 维 的 高 斯 - 博 内 公式 ,其 被 积 式 是 一 堆 曲 率 张 量 的 组 合 , 而 且 证 
明 是 外 强 的 , 即 假定 M RT EA SERE Hb 1s A SIL EC 2 I (16 ze H 7B BER EB HI 
假设 M n] Jay BB S EB i A UE Es [8] BD RT , Er ELLE RI UTR ARE e E 
量 的 情形 )。 然 而 陈省身 在 [论文 26] 中 给 出 的 是 一 个 内 蕴 证 明 , 是 前 面 所 介绍 的 曲 
面 情形 的 证 明 的 推广 。 

S SCM) 为 M BSUJERJA, y: SLM) > M H BARI FCM) 中 任 一 元 素 0， 
S e(0) 代表 9 的 对 侦 标 架 的 第 一 个 向 量 , 则 el 是 从 FCM) 到 SCM) 的 丛 同 态 , 且 
n= y.eio 命 1 = PF), A = 7* (4), 则 陈省身 在 [论文 26] 中 首次 证 明了 人 入 的 
超度 引 理 , 即 在 SCM) 上 找到 一 个 (n - D 次 微分 式 98, 使 得 dB = A, 且 给 出 9 的 
一 个 显 式 表 示 。 与 曲面 情形 的 做 法 类 似 , 令 M OAM Edi rp 的 补 集 ,& 为 S(M) 
在 M' 上 的 光滑 截面 , 则 得 


d(#°(0)) = a, | A = 加 | e C9). 


因 @9 是 具体 构造 出 来 的 ,陈省身 可 以 算出 上 面 等 式 右 端的 值 , 它 恰好 是 一 个 通用 党 
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数 乘 以 M 的 欧 拉 示 性 数 。 | 
通常 ,数学 家 对 于 给 出 旧 定 理 的 新 证 明 的 评价 不 及 给 出 新 定理 来 得 高 ,然而 
[论文 26j 却 是 例外 。 因 为 n 维 高 斯 - 博 内 公式 的 早期 证 明 几 乎 是 条 死胡同 ,而 陈 
省 身 的 内 蕴 证 明 却 是 进入 示 性 类 的 秘 门 钥匙 。 


TANTES 


本 文中 一 再 出 现 的 余 标 架 丛 FM) 是 CE- 主 丛 的 重要 例子 。 主 从 的 定义 和 研究 
在 30 年 代 末 已 经 开始 ,但 是 到 40 年 代 几 何 学 家 和 拓扑 学 家 才 看 清 它 的 重要 性 ,并 
进行 全 面 的 研究 。 到 40 年 代 末 ,完美 的 分 类 工作 已 经 完成 ,并 发 展 出 一 套 从 上 的 
“ 示 性 类 ”理论 , 示 性 类 的 观念 的 重要 性 在 20 世纪 后 半 叶 是 无 可 言喻 的 .其实 ,分 类 
问题 是 主 从 的 等 价 问题 ,而 示 性 类 是 等 价 问题 的 不 变量 。 为 解释 陈省身 在 这 方面 的 
贡献 ,我 们 先 令 述 一 些 背景 材料 。 

G - 主 丛 的 理论 与 G 的 极 大 紧 子 群 的 主 从 理论 是 相同 的 ,故我 们 设 G 是 紧 李 
群 。 若 仿 紧 空间 P 上 有 一 个 G 的 右 作 用 , 则 称 P 为 G 空间 。 设 g € GR, 表示 g 在 
P 上 的 右 作 用 给 出 的 变换 , 即 R (x) = xg 4 g 关 e 时 R, 在 P 上 没有 不 动 点 , 则 
称 G 在 P 上 的 作用 是 自由 的 ,所 谓 6- 主 从 是 纤维 化 r: P 一 并 ,使 得 PP 是 自由 的 G 
空间 , 且 针 是 P 的 G 轨道 空间 PLG。 所 以 6G- 主 从 在 点 x 的 纤维 是 一 条 6G PUB. PER 
为 主 从 的 全 空间 ,并 常 以 PP 代表 G6- 主 从 , 若 映 射 o: X— P WE o = id, MFK o 
为 PP 的 一 个 截面 ,两 个 G-A r: 已 一 三 称 为 等 价 的 ,如 果 存 在 G -等 变 映 射 @: 
Pi 一 Pj, 使 得 x = xy， Qo A P=XxcC, 且 ECG 在 P 上 的 右 作 用 定义 为 
R,(x,h) 2(x,hg),n(x,h) = x, 则 称 此 G - 主 从 为 平凡 从 ,映射 x 一 (x,e) 显然 
是 此 平凡 从 的 截面 .反之 ,车 一 个 6 - 主 丛 存在 一 个 截面 , 则 该 主 丛 必 是 平凡 的 。 令 
Bndl;( X)x&zs X EW G - 主 从 P 的 等 价 类 [PP 构成 的 集合 。 

Hx: P 一 了 是 一 个 6G- 主 从 ,f; Y 一 了 是 连续 映射 ,用 fF" (P) 表示 由 了 生成 
的 诱导 从 , 它 的 全 空间 = (py) € P x Y: nlp) = fy) -G 的 右 作 用 定义 为 
R,(p,y) = (RP). 7) BASH 广 把 等 价 从 诱导 为 等 价 从 ,所 以 广 可 看 作 从 
Bndl;( X) 到 Bndl; (Y) 的 映射 。 若 r: P 一 了 是 G6- 主 从 , 则 x*(P) 是 PP 上 的 6G- 主 
从 , 称 为 G- 主 从 P 的 “平方 ”。 显 然 ,映射 p 一 (p,p) 818 T x" CP) 的 一 个 截面 ,所 
VA zx" (P) 是 平凡 从 ,下 面 将 说 明 这 个 简单 的 观察 是 藏 在 “超度 ”背后 的 秘密 。 

主 从 理论 的 第 一 个 重要 事实 是 : 给 定 映射 f: Y X, MRS f" : Bndl;(X) > 
Bndle( Y) 只 与 的 同 伦 类 [f] 有 关 。 用 范畴 的 语言 来 说 就 是 : Bndle( ) 是 拓扑 空 
间 与 映射 同 伦 类 的 范畴 到 集 的 范畴 的 反 变 函 子 。 上 同调 群 H* e) 也 是 一 个 反 变 
盟 子 。 示 性 类 则 是 从 Bndle( ) 到 H*(. ) 的 一 个 自然 的 变换 ,当然 这 种 花 巧 的 语 
言 并 非 是 必须 的 。 直 接地 说 ,所 谓 示 性 类 c 是 一 个 函数 , 它 对 任意 一 个 空间 X EW 
每 一 个 6G- 主 从 P 都 指定 了 H*(X) 中 的 一 个 元 素 cCP) ,并 且 对 于 任意 一 个 连续 映 
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ALG 
AY f: Yo X Wath c(f* (P)) = f* (c(P)) A Char(G) RAMA C- 主 处 的 示 性 类 
构成 的 集合 。 因 为 H*(X) 是 一 个 环 , 故 Char( G) 也 是 一 个 环 。 示 性 类 的 主要 问题 是 
确切 地 了 解 这 个 环 。 平 凡 G - 主 从 可 以 看 成 由 一 个 常 值 映射 诱导 出 来 的 ,所 以 它 的 
所 有 示 性 类 为 零 (除了 单位 元 示 性 类 )。 一 般 说 来 ,所 有 示 性 类 都 相等 是 6 - 主 从 等 
价 的 必要 条 件 。 

G-XMz: P Z 称 为 通用 C - 主 从 ,如果 任 意 给 定 下 上 的 6 - 主 从 已, 必 有 唯 


一 的 映射 f: X — Z 的 同 伦 类 [了 /], 使 得 [f*(P)] = [P]。 意 想不到 的 是 这 种 通用 
G - 主 从 是 存在 的 ,并 且 有 多 种 构造 方法 ,车 取 Uc 一 Bog — 1386-32, HL X, 
Bc | 表示 从 到 Be 的 映射 同 伦 类 的 集合 , 则 Bndle(X) 可 以 与 1X, Bc] 等同 ,因此 
Bc BRAG 的 分 类 空间 ,此 外 , We 的 全 空间 是 可 缩 的 ，Be 的 同 伦 型 不 依赖 于 通用 从 
的 取 法 .者 x: 已 一 站 是 一 个 6 - 主 从 , 则 存在 映射 h: X — Bc, 使 得 [h* (Yic)] = 
[P|,H.[ ^] ZE"E— B9, ERAT h 称 为 分 类 映射 。 | 

现在 可 以 容易 地 给 出 示 性 类 问题 的 解 , 即 Char( G) = H' (Be), HA cE 
H* (Bo), D] c(P) 2 f (c), AP f EP 的 分 类 映射 。 

以 上 是 从 1935 年 到 1950 年 间 主 丛 发展 的 要 点 ,主要 贡献 者 包括 陈省身 、 埃 雷 
斯 曼 、 霍 普 夫 、 费 尔 德 堡 . 庞 特 里 亚 金 、. 斯 廷 罗 德 .斯 蒂 弗 尔 及 惠 特 尼 。 上 述 理论 虽 
然 简单 优美 ,但 太 抽 象 ,在 真 要 写 出 Char( G) 时 并 不 是 真有 用 的 。 同 时 对 于 由 几何 
问题 产生 的 主 从 的 示 性 类 计算 也 用 不 上 ,因为 找 分 类 映射 并 非 易 事 。 下 面 我 们 要 
讨论 陈 省 喘 如 何 建 立 具体 的 分 类 空间 ,更 重要 的 是 如 何 用 主 从 上 联络 的 曲率 计算 
示 性 类 的 微分 形式 代表 。 

S Vln, N + n) 代表 斯 蒂 弗 尔 流 形 , 即 R 中 所 有 正 交 n - 标 架 e = (eun, 
en) 的 空间 。V(n,N+n) 是 自由 的 0(n) 空间 ,在 e 的 轨道 是 由 el,…,e 所 张 的 子 
空间 上 所 有 的 正 交 基 ,所 以 轨道 空间 正 是 格拉 斯 曼 流 形 Gr(n, N + n)。 投 影 n: 
Vin,N+n) 一 Gr(n,N+n) 是 0(n)- 主 从 ,在 和 0 年 代 初 期 ,斯 廷 罗 德 和 惠 特 尼 
已 证 明 : 车 入 二 + 1, 则 此 主 从 是 所 有 维 数 < 上 的 紧 多 面体 上 0(n) - 主 从 的 通用 
主 从 ,在 [论文 46] 陈省身 与 孙 以 丰 将 此 结果 推广 到 维 紧 拓扑 空间 。 夺 要 得 到 
Boc) 只 要 取 归 纳 极限 x: V(n,%w) 一 Gr(n, ©) 即 可 ,将 实数 换 为 复数 或 四 元 数 
体 ,他 们 也 对 Un) -EAF Sp(n) 主 从 证 明了 类 似 的 结果 。 奉 G 是 任 一 紧 群 , 则 取 
正 交 表示 G > 0(n), 于 是 V(n,N + n) 成 为 自由 G 空间 ,V(n,N + n)/G 是 维 
数 < 上 的 紧 致 拓扑 空间 的 通用 G6 - 主 从 。 

格拉 斯 曼 流 形 是 做 分 类 空间 的 好 模型 ,因为 它 的 上 同调 群 已 用 代数 的 或 几何 的 
方法 算出 了 。 因 而 陈省身 知道 在 Char (SO(n)) 中 有 一 个 欧 拉 类 eoi M Æ n ÆRA 
流 形 时 , 则 e(F(M)) 作为 HCM) 中 的 元 素 作用 在 基本 类 M 上 时 便 得 到 x(M)。 高 
斯 - 博 内 公式 可 以 解释 为 : A = Pf( 亚 ) 是 el(F(M)) 作 为 德 . 拉 姆 上 同调 类 的 代表 。 这 
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也 启发 陈省身 去 寻找 一 般 示 性 类 的 微分 形式 代表 。 此 时 正 是 1944 ~ 1945 年 陈省身 在 
普林斯顿 的 时 期 ,他 的 朋友 韦 伊 训 励 他 ,并 且 经 常 与 他 讨论 此 问题 。 

寻找 SO(n) 示 性 类 的 微分 形式 代表 看 上 去 似乎 是 一 个 自然 的 问题 ,然而 陈 省 
身 看 清楚 实 格 拉 斯 曼 流 形 的 上 同调 群 非常 复杂 ,而 且 有 Zo 挠 群 ,而 此 挠 群 用 微分 
形式 表达 不 出 来 ;另外 ,陈省身 从 埃 雷 斯 曼 的 博士 论文 知道 复 格拉 斯 曼 流 形 没 有 找 
群 , 且 舒 伯 特 胞 腔 是 以 整数 世 为 系数 的 同调 群 的 基 ; 所 以 根据 德 ， 拉 姆 定理 ,所 有 
Bu 的 示 性 类 可 以 由 闭 微分 形式 为 代表 。 但 要 算 某 个 U(n) - 主 丛 已 的 示 性 类 仿 
须知 道 P 的 分 类 映射 ,所 以 在 实用 上 必须 有 一 种 从 几何 数据 计算 示 性 类 的 方法 。 下 
面 将 介绍 陈省身 的 优美 算法 。 

Az: P>MATRIEM ERJU(n) -EAP ERK L(U(n)) 中 取 值 的 
一 次 微分 式 o Bo 的 元 素 是 复数 值 一 次 微分 式 w;, 且 wy =- wi。 设 曲率 形式 为 
N = (02;), 则 也 有 Ny =- fi。 

设 .WB 是 L(U(n)) 上 的 伴随 不 变 多 项 式 的 集合 , 若 0 € A, 则 0(0) 是 由 
M 上 的 唯一 的 一 个 微分 形式 QC) 诱导 而 来 的 。 陈省身 用 比 安 基 恒等式 证 明 
OCF) AN ALOCE) € H*(M)。 令 w' 为 P 上 男 一 个 联络 ,02' 是 曲率 形式 , 则 
得 M 上 另 一 个 微分 形式 OCW) 使 得 x* (QUY')) = 0(0')。 根 据 韦 伊 的 一 个 引 
理 ,0Q(YW') 与 QC) 只 差 一 个 恰当 微分 式 ,所 以 G6(P) = [0( 亚 )] = [QC7)] € 
M 上 同一 个 上 同调 类 , 它 与 联络 的 取 法 无 关 , 是 一 个 示 性 类 。 

S h: M' — M 是 光滑 映射 ,PP 是 M 上 的 U(n) - 主 从 ,w Æ P EWER, M P, 
o 及 其 曲率 0 均 可 经 h 自然 地 诱导 到 M' LPT 0(h*(P)) = h*(O(P)), OR 
至 0 是 由 .9 到 Char (UC n)) 的 环 同 态 。 因 为 韦 伊 的 引 理 , 陈 省 身 称 此 为 韦 伊 同 态 ， 
但 是 一 般 称 它 为 陈 - 韦 伊 同 态 

L(U(n)) 上 的 伴随 不 变 多 项 式 环 .2 可 以 简单 地 写 出 来 。 令 z 为 反 埃 尔 米 特 
n MERE, o, (z) 是 det(z + d) P et BAI o1(z) CA. ERE, o; (2) 只 
是 z PREAETELS] k TBR eR, BAN oilz) = tr(z),o,(z) = det(z). 4 P(t, 
t) € CLt e, ta CIAR 6, t 的 复 系数 多 项 式 环 ), 则 P(o1(z,…,on(z)) € 
Jg4 , 日 映射 P(t,…,t) > P(o1(z),…,o,(z)) EM Clt, ta] 8 22 BAR [i] 
构 。 再 引用 埃 雷 斯 曼 关于 格拉 斯 曼 流 形 的 同调 群 的 结果 ,陈省身 看 出 陈 - 韦 伊 同 态 


是 同 构 。 令 mx(z) = m| 去 zj , 则 对 应 的 示 性 类 o = 六 就 是 第 上 个 陈 示 性 类 , H 
Char( U( n)) 是 由 cl, c, 生成 的 多 项 式 环 。 

4 FG) = D F,G) 是 形式 宕 级 数 ,其 中 已 是 "次 齐 次 多 项 式 在 有 限 维 空间 
上 , 当 很 大 时 示 性 类 上 WE BRL R- RER A TEA AT EAN HY 
多 示 性 类 ,陈省身 用 E(z) = tracel exp[ 2-2) ) 定义 陈 特征 ch = BoE AEB AW 
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格 指标 定理 中 起 重要 作用 。 

陈省身 也 将 于 面 关于 U(n) - 主 丛 的 示 性 类 的 结果 推广 到 一 般 的 紧 致 李 群 。 

.92 仍 与 以 复数 为 系数 的 Char( C) 同 构 。 但 一 般 说 来 , Bo 有 挠 群 , 故 可 能 存在 不 能 
用 微分 形式 表示 的 示人 性 类 。 

在 此 后 近 20 年 陈省身 未 做 示 性 类 方面 的 研究 ,但 在 1974 年 他 与 西蒙 斯 写 了 

一 篇 在 示 性 类 方面 极 重要 的 文章 [论文 106]。 该 文 对 于 主 从 上 的 “超度 "现象 做 了 

一 个 详尽 的 研究 。 令 n: P 一 M 为 GC- 主 从 ,w,Q 如 前 所 述 , 令 0 是 L(G) 上 1 次 

齐 次 的 伴随 不 变 的 多 项 式 , 则 存在 唯一 的 .定义 在 M ER 27 次 闭 微分 式 QC) ,使 


得 x*(0(Y)) = Q(Q), 并 且 它 是 同调 类 0(P) € (M) 的 代表 。 由 于 
[0(2)] =[x* (QO(W))] = [Q(x^ ())] = W(x*(P)), 且 前 面 已 说 明 P 的 平 


Ji x^ (P) 是 平凡 的 , 故 它 的 示 性 类 必 为 零 ,因此 0O(x*(P)) = 0,90) 是 恰当 的 。 
然后 他 们 用 2,o 确切 地 写 出 PP 上 的 一 个 (21 - 1) 次 微分 形式 Tlw), 使 得 
dTQ(o) = Q(Q).TQ(o) 在 人 处 及 联络 的 诱导 下 是 目 然 的 ( 即 TO(f*w) = 
f* (TQ(w)) #) 21 > n, W OC) = 0, 故 TO(o) 是 闭 的 ,[TO(o)] 是 天 CP) 
中 的 一 个 元 素 。 当 27 > n+ 1 时 ,他 们 证 明 [ TQC) ] E c 的 选择 无 关 , 称 为 从 属 示 
性 类 (the secondary characteristic classes) 。 而 且 当 27 = n + 1 时 ,他 们 证 明 [ TO(w)] 
确实 与 联络 w 有关。 


令 G= GL(n), 1% Q, Æ de( X + tl) = 20 CX) -! 中 定义 的 伴随 不 变 多 项 


HOH Q = 024_1; 设 PP 是 M 上 的 切 标 架 从 ， .是 黎 曼 结 直 构 的 列 维 - 齐 维 塔 联络 ,他 们 
证 明 [ TO(w)] 属于 hh*(P), 并 有 日 它 与 黎 曼 度量 的 取 法 有 关 , 而 在 歼 曼 度量 的 保 形 
变换 下 是 不 变 的 。 这 是 一 个 惊人 的 结果 。 这 个 不 变量 近来 在 物理 学 共 形 量子 场 论 的 
表述 中 要 用 到 。 

KIr REH 与 博 特 合作 的 论文 [95] 中 讨论 Y n 维 复 流 形 钱 上 的 全 纯 埃 尔 米 
REA E 的 示 性 类 及 其 超度 。 复 流 形 上 的 微分 形式 有 两 种 微分 算 子 9,3。 他 们 
证 明了 埃 尔 米 特 结构 的 陈 示 性 式 c,(E) 关 于 算 子 i93 的 超度 公式 。 这 个 工作 被 用 
于 复 几 何 , 特 别 是 全 纯 截 面 的 零点 的 研究 。 这 个 理论 与 代数 数论 有 密切 关系 ,J.M. 
KRB, H. RAC. 索 尔 有 重要 的 发 挥 。 

陈省身 是 享誉 世界 的 数学 家 ,尤其 是 在 微分 几何 学 及 拓扑 学 方面 做 出 了 非常 
杰出 的 重要 贡献 。 他 被 公认 为 20 世纪 后 半 叶 杰出 的 几何 学 家 。 正 如 20 世纪 前 半 
叶 的 几何 学 带 有 下 . 嘉 当 的 消除 不 掉 的 印记 一 样 ,在 过 去 50 年 中 所 描绘 的 几何 学 
留 下 了 陈省身 的 硕大 的 印章 。 除 了 他 的 科学 成 就 赢得 的 崇敬 和 赞誉 之 外 ,无 数 的 
同事 .学 生 和 朋友 对 他 怀 有 深厚 的 感情 和 敬意 。 这 反映 了 他 的 人 生 的 另 一 个 方 
显示 友谊 .热情 和 关怀 ,他 始终 如 一 地 像 致力 于 自己 的 研 
究 工 作 那 样 来 帮助 年 轻 的 数学 家 充分 发 展 他 们 的 潜能 。 
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79 x 奥斯曼 : 几何 学 在 美国 的 复兴 : 
1938 ~ 1988 





原文 题 为 《The geometry renaissance in America: 1938 ~ 1988), 
载 于 《A Century of Mathematics in America: Part 2), Peter Duren È 
Yin, 1989 ^F, IKE BF, 


BEERA 1972 年 曾 在 美国 数学 会 作 题 为 (失去 的 机 会 ) 的 吉 布 斯 演 
讲 ,1981 年 在 洪 堡 基金 会 又 作 《不 很 时 尚 的 追求 ) 的 演讲 。 他 在 演讲 中 ,极力 主 
张 要 跳出 狭隘 的 视野 ,不 要 钴 在 “风行 一 时 "领域 内 进行 探究 。 回 想 我 做 研究 
生 的 时 候 , 倒 不 党 得 区 别 一 个 学 科 是 否 “ 时 艇 "有 什么 麻烦 。 可 是 ,我 如 果 在 那 
时 听 到 “时 澡 ” 的 领域 就 简单 地 等 于 重要 的 . 令 人 醉心 的 领域 , 那 一 定 会 使 我 惊 
讶 万 分 。 肯 定 地 说 ,布尔 巴 基 在 那 时 是 非常 时 器 的 。 另 外 ,只 要 是 用 “代数 ”加 
以 形容 的 拓扑 .几何 ,或 分 析 , 也 都 会 身价 信 增 。 在 时 紫光 谱 的 另 一 端 ,有 些 学 
科 如 偏 微 分 方程 . 单 复 变 函 数论 等 , 则 早已 被 宣布 “死亡 "多 时 ,于 是 连 找 一 些 
送葬 者 都 很 难 了 。 

比 这 两 个 学 科 更 糟 ,一 个 越 出 常规 的 学 科 是 微分 几何 。 它 根本 不 在 选修 的 范 
围 内 。 不 管 怎样 , 偏 微分 方程 或 单 复 变 函数 论 方向 上 还 有 一 些 活跃 的 研究 者 在 大 
学 教书 ,学 生 跟着 他 们 总 能 写 出 一 篇 博士 论文 。 但 我 怀疑 ,在 30 年 代 到 50 年 代 的 
20 年 中 ,哈佛 大 学 是 否 有 过 微分 几何 方向 上 的 博士 论文 。 当 我 在 这 所 大 学 读书 的 
5 年 间 ,记得 只 有 一 次 开 过 微分 几何 。 那 是 由 阿尔 福 斯 主讲 的 一 门 极 好 的 课程 , 尽 
管 该 课 并 不 是 为 了 做 研究 而 设计 的 。 阿 尔 福 斯 自己 的 研究 工作 充满 了 深刻 几何 观 
念 。 然 而 ,他 不 是 一 位 几何 学 家 ,并 不 打算 为 这 一 领域 做 贡献 。 他 所 做 的 只 是 使 微 
分 几何 在 函数 论 的 各 个 部 分 得 到 辉煌 的 应 用 。 一 个 简单 而 突出 的 例子 是 他 关于 施 
瓦 兹 引 理 的 推广 。 皮 克 把 施 瓦 兹 引 理 的 几何 内 涵 抽 象 出 来 ,并 将 它 解释 为 庞 加 菜 
虐 离 意义 下 一 个 关于 弧 长 的 命题 。 阿 尔 福 斯 则 表明 ,在 某 些 曲率 约束 条 件 下 ,对 许 
多 距离 都 可 以 应 用 这 一 结果 。 与 此 同时 ,阿尔 福 斯 揭露 了 这 一 引 理 的 偏 微分 方程 
特征 ,使 它 在 某 种 程度 上 摆脱 了 几何 的 束缚 。 这 一 方法 的 普遍 性 ,可 以 将 结果 推广 
到 高 维 情形 ,以 及 适用 于 许多 不 同 的 映射 类 。 同 样 ,阿尔 福 斯 的 各 种 几何 方法 使 得 
奈 望 林 纳 理论 有 可 能 不 断 地 向 高 维 推广 。 但 是 ,再 说 一 遍 ,阿尔 福 斯 原本 并 非 几何 
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学 家 ,他 的 学 生 也 没有 写 过 微分 几何 的 博士 论文 。 

一 般 说 来 ,其 他 学 术 研 究 中 心 ,如 在 普林斯顿 和 芝加哥 ,情况 也 和 哈佛 差不多 。 
在 普林斯顿 大 学 , 艾 森 哈 特 于 1933 年 起 出 任教 务 长 。 从 1938 年 到 他 1945 年 退休 ， 
他 只 发 表 过 两 本 导论 式 的 教科 书 。 维 布 伦 的 兴趣 非常 广泛 。 有 一 段 时 间 他 集中 于 
研究 微分 几何 。 那 是 在 1920 年 代 , 当 J.H.C. 怀特 海 和 T.Y. 托马斯 成 为 他 的 研究 
生 的 时 候 。 然 而 , 维 布 伦 从 1932 年 起 到 普林斯顿 高 级 研究 所 去 了 ,直到 1950 年 退 
体 。 在 这 段 时 间 里 ,没有 年 轻 几 何 学 家 要 来 取代 艾 森 哈 特 和 维 布 伦 。 还 有 一 个 几 
何 活动 的 轨迹 来 自 博 赫 纳 。 如 同 阿尔 福 斯 一 样 , 博 赫 纳 原 本 也 是 一 位 分 析 学 家 。 
ARIS EAA TE 1940 年 代 后 期 曾 开 始 积极 地 从 事 几 何 学 研究 ,并 做 出 了 重要 贡献 。 
他 指导 的 博士 学 生 中 有 劳 赫 (Rauch,1947) 和 卡拉 比 (Carabi1，1950)。 不 过 劳 赫 的 博 
土 论文 是 分 析 学 方面 的 。 他 在 微分 几何 上 的 开创 性 工作 一 一 劳 赫 比较 定理 ,并 且 
用 于 证 明 "“ 一 个 曲率 接近 于 球 曲 率 的 紧 流 形 必 和 球 同 胚 "一 一 是 在 苏黎世 做 博士 后 
的 时 候 完 成 的 。 在 那里 ,显然 是 H. 霍 普 夫 提出 了 这 个 问题 。 

如 同 艾 森 哈 特 在 普林斯顿 ,还 有 斯 图 伊 克 在 MIT, SEES pE , A EL 
家 在 1940 年 代 没 有 做 什么 可 以 影响 未 来 几何 学 课程 的 研究 工作 。 

在 美国 数学 会 成 立 50 周年 的 一 份 出 版 物 中 ,G.D. 伯 克 和 霍 夫 的 文章 “美国 数学 
50 年 "这样 描写 1938 年 的 情景 : 

“必须 承认 …… 我 们 的 年 轻 人 很 少 从 事 代 数 或 经 典 微分 几何 的 研究 ,或 者 在 50 
年 前 曾经 非常 活跃 的 任何 其 他 几何 学 问题 。 

毫 无 疑问 ,活跃 在 二 三 十 年 代 能 够 深刻 影响 未 来 几何 学 课程 的 人 物 在 欧洲 。 
第 一 流 的 超前 的 (现在 回想 起 来 ) 是 法 国 的 下 . 嘉 当 。 在 瑞士 有 H. 霍 普 夫 。 他 原本 
是 拓扑 学 家 ,但 对 几何 学 有 很 大 影响 。 德 国 维持 着 很 强 的 几何 学 传统 , 那 时 的 领导 
人 是 布 拉 施 克 。 在 美国 ,简直 没有 人 能 与 他 们 相 比 拟 。 

当 我 说 “ 没 和 人 可 相 比 ”, 是 指 和 嘉 当 、 布 拉 施 克 那 样 自 认 为 是 (别人 也 这 么 看 ) 微 
分 几何 学 家 的 人 相 比 。 如 果 把 眼光 放宽 一 些 看 ,那么 人 们 还 觉得 应 该 包括 这 样 的 
主要 人 物 ,如 研究 大 范围 变 分 学 的 莫 尔 斯 ,微分 流 形 和 球 从 的 创立 者 惠 特 尼 , 以 及 
1932 年 菲 尔 效 奖 获 得 者 道格拉斯 。 道 格拉 斯 的 得 奖 工作 一 一 解决 普 拉 托 问题 
虽然 看 上 去 是 分 析 学 的 课题 , 却 有 一 定 的 几何 学 成 分 。 至 于 莫 尔 斯 ,用 " 莫 尔 斯 理 
论 " 研 究 黎 曼 流 形 上 的 测 地 线 ,肯定 是 对 微分 几何 的 重大 贡献 。 

在 普林斯顿 高 级 研究 所 ,还 有 H. 外 尔 。1938 年 ,他 在 普林斯顿 数学 俱乐部 听 
了 统计 学 家 H. 霍 特 林 的 一 次 演讲 之 后 ,于 几何 学 史 的 一 条 精彩 的 注 记 中 , 提出 了 
经 典 的 高 斯 - 博 内 公式 与 其 一 般 形 式 间 的 一 个 关键 的 联结 。 为 了 分 析 一 个 统计 问 
题 , 霍 特 林 想 建立 欧 氏 空间 或 球面 上 一 个 管状 域 的 体积 公式 。 外 尔 对 问题 的 处 理 
方法 ,直接 通 向 C. 艾 伦 多 弗 和 陈省身 的 论文 ,以 及 后 来 关于 子 流 形 和 积分 几何 的 
工作 。 
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当 我 们 寻找 这 些 核心 的 美国 几何 学 家 (他 们 的 定理 我 们 常常 在 引用 ) 时 发 现 他 
们 分 散在 各 地 并 且 碧 立 的 存在 着 。 艾 伦 多 弗 在 哈佛 福 德 学 院 , 索 姆 ' 迈 尔 斯 在 密 歇 
根 大 学 。 还 有 J.L. 芳 格 先生 在 多 伦 多 大 学 ,1940 年 代 后 期 在 俄亥俄 大 学 与 卡 内 基 
理工 学 院 。 塔 吊 几 何 学 工作 在 1920 年 代 很 出 名 ,后 来 更 多 地 转向 应 用 。 在 第 二 次 

世界 大 战 期 间 , 泣 格 和 艾 伦 多 弗 及 其 他 许多 数学 家 一 样 ,推迟 了 目 己 的 研究 工作 ， 
转向 为 战争 直接 出 力 。 另 外 一 位 独特 的 人 物 是 H. 布 思 曼 。 他 于 1940 FERRER 
利 诺 斯 理工 学 院 和 南 加 州 大 学 ,提出 了 不 可 微 情形 下 的 一 些 闲 亮 的 几何 理论 。 

如 果 我 们 想 撤 开 一 般 的 布尔 巴 基 潮 流 , 来 解释 为 什么 微分 几何 在 1940 年 代 那 
AAR SÉ , 那 就 至 少 部 分 地 要 归 因 于 1930 年 代 的 各 个 主要 研究 机 构 所 研究 的 几何 
学 类 型 。 格 劳 斯 坦 在 哈佛 , 艾 森 哈 特 在 普林斯顿 ,莱恩 在 芝加哥 ,都 没有 去 证 明 那 
些 注定 对 后 世 会 有 影响 能 够 引起 回忆 的 那些 定理 。 进 一 步 说 ,在 一 个 基础 性 工作 
(包括 列 维 - 齐 维 塔 在 世纪 之 交 的 工作 ) 的 高 潮 之 后 ,几何 学 作为 一 个 整体 似乎 离开 
了 数学 的 主流 。 有 一 种 没落 的 “ 沉 酒 于 玩弄 上 下 标的 风气 ,掩盖 了 或 者 取代 了 几 
何 内 容 。 进一步 说 ,几何 学 确 给 人 一 种 和 其 他 数学 领域 格格 不 人 的 感觉 。 

从 一 系列 的 进展 可 以 看 到 这 样 的 转折 ,先是 恢复 和 其 他 数学 学 科 的 联系 ,然后 
逐渐 地 把 几何 学 推 向 舞台 的 中 央 。 

首先 ,也 许 是 最 重要 的 进展 来 自 大 范围 理论 ,使 几何 学 和 拓扑 学 相 联系 。 前 面 
已 经 提 到 过 的 艾 伦 多 弗 , 迈 尔 斯 ,以 及 辛 格 的 工作 ,几乎 都 和 霍 普 夫 、 科 - 福 桑 、 普 雷 
斯 曼 以 及 布 拉 施 克 的 许多 工作 的 方向 相同 。 一 个 高 峰 则 是 陈省身 的 一 般 高 斯 - 博 
内 公式 的 证 明和 特征 类 的 工作 。 此 外 的 几何 学 -拓扑 学 联系 来 自 1940 年 博 赫 纳 的 
“ 消 没 定理 ”, 后 来 经 小 平 邦彦 的 工作 对 代数 几何 发 生 了 重大 影响 。 然 后 是 1950 年 
代劳 赫 的 比较 定理 ,以 及 由 此 产生 一 系列 结果 ,特别 是 们 热 和 克 林 根 伯 格 的 一 些 球 
面 定 理 。 在 李 群 及 其 商 群 一 一 齐 次 空间 和 对 称 空间 的 工作 中 ,出现 了 拓扑 学 
和 代数 学 的 成 分 ,其 中 的 大 多 数 工作 起 源 于 嘉 当 的 基础 性 工作 。1958 年 , 博 特 和 萨 
梅 尔 森 给 莫 尔 斯 的 65 岁 生日 献上 了 一 份 特别 合适 的 礼物 , 那 就 是 把 莫 尔 斯 理论 漂 
亮 地 用 于 对 称 空 间 的 研究 。 像 博 特 、 萨 梅 尔 森 和 米尔 诺 原 本 是 拓扑 学 家 ,但 怀 有 强 
烈 的 几何 兴趣 。 

几何 学 和 拓扑 学 的 联系 ,是 霍 普 夫 访问 美国 时 所 作 的 两 个 系列 演讲 的 中 心 话 
题 。 第 一 个 是 1946 年 在 纽约 大 学 ,第 二 个 则 是 1956 年 在 斯 坦 福 大 学 。 两 个 演讲 都 
写成 了 非 正 式 的 讲义 。 斯 坦 福 演讲 涉及 曲面 的 大 范围 理论 ,出 现 了 好 几 种 “版 本 ”， 
作为 非 公 开 出 版 的 典籍 流传 了 多 年 ,成 为 许多 人 学 习 大 范围 微分 几何 的 入 门 书 。 
1983 年 , 当 斯 普 林 格 出 版 社 为 《数学 讲义 》(Lecture Notes of Mathematics) 第 1000 号 寻 
找 具 有 特别 意义 的 内 容 时 ,这 本 斯 坦 福 讲义 连同 纽约 讲义 一 起 终于 正式 出 版 了 。 

但 是 ,就 美国 几何 学 复兴 的 一 个 决定 性 因素 而 言 ,我 认为 是 陈省身 于 1940 年 
代 未 从 中 国 移居 美国 。 
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陈省身 在 中 国 开 始 学 习 和 研究 。1934 到 1936 年 他 去 汉堡 随 布 拉 施 克 工 作 , 并 
于 1936 年 获得 博士 学 位 。 然 后 在 巴黎 化 了 一 年 的 时 间 追 随 下. 35 252527 , P8 BD E 
1937 年 返回 中 国 。 在 那里 他 一 直 呆 到 1948 年 。 其 中 有 两 年 时 间 ,1943 ~ 1945 年 ， 
是 在 普林斯顿 高 级 研究 所 度 过 的 。 在 这 两 年 中 ,他 作 了 最 重要 的 工作 ,包括 高 斯 - 
博 内 公式 的 内 蕴 证 明 , 以 及 关于 特征 类 的 基础 性 论文 。 这 在 前 面 已 经 提 到 过 。 

1949 年 ,陈省身 加 入 芝加哥 大 学 数学 系 。 以 1953 年 野 水 克己 获得 博士 学 位 开 
始 , 在 那里 培养 出 美国 历史 上 一 大 批 高 质量 的 几何 学 博士 。 但 是 陈省身 的 影响 远 
不 止 此 。 通 过 I.M. 辛 格 影响 到 马萨诸塞 理工 学 院 (MIT) 。 辛 格 曾 是 芝加哥 大 学 的 
学 生 ,但 并 非 几 何 学 家 。 他 听 过 陈省身 的 课 , 后 来 在 MIT 开设 了 自己 的 几何 课程 。 
斑 格 在 那里 招募 了 好 些 几何 学 的 信徒 ,其 中 包括 阿 姆 布 罗 斯 和 奥尼尔 ,他 们 原来 都 
不 是 搞 几 何 的 。A. 韦 伊 通过 和 陈省身 的 交往 对 特征 类 作出 了 贡献 。 在 1950 年 代 ， 
陈 省 喘 和 斯 潘 涅 . 凯 珀 、 哈 特 曼 、 温 特 、 拉 肖 夫 .、 希 策 布 鲁 赫 和 塞 尔 联 合 发 表 文章 。 
这 些 合作 加 速 了 我 先前 提 到 的 演讲 : 微分 几何 逐步 和 周边 数学 分 支 的 整合 一 一 代 
数 拓扑 、 代 数 几 何 和 偏 微 分 方程 。 

正在 这 一 时 期 ,一 个 有 点 反常 但 并 非 毫 无 意义 的 转折 和 复兴 的 特征 是 记号 大 
战 。 对 向 量 、 张 量 、 和 形式 的 经 典 坐 标记 法 大 家 都 不 大 满意 。 它 只 对 曲面 有 效 , 仪 
涉及 很 少 指标 的 操作 ,而 且 还 存在 一 种 可 以 得 到 很 大 简化 的 坐标 系 。 但 是 在 高 维 
情形 ,记号 本 身 可 能 成 为 处 理 集合 问题 的 障碍 。 嘉 当 引 进 的 活动 标 架 法 ,可 以 说 是 
一 个 完美 的 工具 。 陈 省 身 一 心 一 意 地 采用 和 推动 这 套 方法 ,充分 利用 它 的 灵巧 和 
优越 性 ,例如 在 从 流 形 到 标 架 从 和 切 从 来 回 移 动 时 ,只 要 用 一 些 轻 微 的 操作 手段 ， 
便 能 在 两 种 结构 里 使 用 相同 的 “ww,”。 

但 是 , 嘉 当 记 法 本 身 仍 有 不 足 : 没有 从 根本 上 消除 指标 记号 的 运用 。 它 仍 要 
依赖 任意 选择 的 局 部 标 架 场 , 然 后 基于 选择 的 坐标 架 建立 表达 式 , 并 探究 在 标 架 场 
变换 之 下 的 几何 性 态 。 最 后 , 它 的 一 个 长 处 (便于 处 理 协 变 导数 的 外 导数 的 计算 ) 
也 带 来 负面 影响 ,这 就 是 远离 一 些 基本 的 几何 。 那 些 颇 受 非议 的 梯度 . 旋 度 和 散 度 
等 老式 术语 被 许多 人 认为 过 时 了 : 因为 它们 不 过 是 某 些 阶 的 外 导数 的 特例 而 已 。 
然而 ,它们 有 ,而 且 一 直 有 着 明白 的 几何 意义 和 物理 解释 的 优点 。 在 某 种 意义 上 
说 , 正 是 基于 这 层 考虑 ,科斯 居 尔 发 明了 一 种 新 的 记号 ,并 由 野 水 克己 于 1950 年 代 
首次 公开 介绍 出 来 。 其 基本 运算 是 向 量 场 对 已 知 的 在 某 一 点 的 切 向 量 的 协 变 导 
数 。 这 一 记 法 完全 不 依赖 局 部 坐标 和 标 架 场 , 和 指标 无 关 , 因 而 很 快 被 许多 几何 学 
家 所 采用 。 然 而 ,这 套 记 法 也 有 弱点 ,包括 对 某 一 类 的 计算 很 麻烦 ,这 就 是 说 ,这 一 
记号 大 战 不 像 早 先 的 记号 争论 ,如 莱 布 尼 茨 的 微 积 分 记号 赢得 了 对 牛顿 记号 的 全 
面 胜利 ,而 是 继续 并 存 。 正 如 人 们 必须 学 习 两 种 现代 语言 和 一 种 死 语言 那样 ,一 个 
想 作 研究 的 几何 学 家 ,必须 学 习 两 种 记号 系统 ( 嘉 当 的 和 科斯 居 尔 的 ) ,以 及 一 种 死 
去 的 (坐标 ) 记 法 以 便 阅 读 20 世纪 初 的 论文 和 书籍 。 有 必要 补充 说 明 的 是 ,这 并 不 
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是 单纯 的 记号 的 问题 ,因为 它们 影响 到 定理 的 内 容 : 证 明 某 一 类 标 架 场 的 存在 ,并 
不 等 于 证 明 某 个 局 部 坐标 的 存在 。 

在 结束 50 年 代 的 叙述 之 前 ,我 应 当 提 到 似乎 孤立 但 却 十 分 重要 的 结果 ,其 意 
义 远 远 超出 直接 的 影响 范围 , 那 就 是 纳什 的 嵌入 定理 。 他 第 一 次 告诉 我 们 , 黎 曼 流 
形 类 和 欧 几 里 得 空间 中 具有 诱导 尺度 的 子 流 形 是 相同 的 。 其 证 明 是 一 个 独具匠心 
的 杰作 ,简直 是 神 来 之 笔 。 

随 着 1960 年 代 陈 省 身 一 家 从 芝加哥 搬 到 伯克利 ,那里 渐渐 成 为 几何 活动 的 聚 
焦 中 心 。 这 一 年 代 的 末尾 ,出 现 了 一 批 新 世代 的 几何 学 家 ,其 中 有 伯克利 的 A. 温 
斯 坦 .普林斯顿 的 齐 杰 以 及 斯 坦 福 的 劳 森 。 在 此 期 间 ,对 这 门 学 科 有 纪念 碑 式 有 力 
推动 是 出 版 了 新 一 代 的 书籍 。 这 些 著作 以 新 的 观点 进行 叙述 ,并 采用 新 的 记号 。 
它们 立即 取代 了 区 森 哈 特 时 期 的 老式 经 典 著作 。 这 些 著作 包括 黑 加 尔 松 小林 昭 
七 与 时 水 克己 、 比 肖 普 、 克 里 唐 登 以 及 斯 腾 伯 格 等 人 写 的 一 批 硬 封面 书籍 ,还 有 同 
等 重要 的 由 希 克 斯 、 伯 热 \ 格 罗 靡 尔 - 克 林 根 伯 格 - 近 尔 斯 的 软 封 面 的 讲义 ,以 及 米 
尔 诺 关 于 莫 尔 斯 理论 的 讲义 。 狂 热 撰 写 的 十 年 ,在 1970 年 7 月 6 日 凌晨 3 点 半 有 
了 合适 的 终点 : 斯 皮 瓦 克 写 完了 《微分 几何 综合 引 论 ) 第 二 卷 的 前 言 。 在 这 本 出 色 
的 著作 中 ,斯 皮 瓦 克 带 领 读者 从 18 世纪 微分 几何 的 开端 ,经 过 高 斯 和 黎 曼 的 基础 
性 论文 , 比 安 基 和 里 奇 的 贡献 ,以 及 进入 到 由 列 维 - 齐 维 塔 、 嘉 当 、 埃 雷 斯 曼 .科斯 居 
尔 以 及 其 他 许多 人 提出 的 各 种 各 样 的 “联络 ”概念 。 在 这 个 过 程 中 ,他 给 出 了 一 个 
微分 几何 定理 在 各 种 记号 下 不 变 的 构造 性 证 明 ( 这 一 定理 是 : 具有 零 曲 率 张 量 的 
黎 曼 流 形 局 部 等 价 于 欧 氏 空间 , 称 之 为 "检验 案例 ”) ,用 7 种 不 同 的 观点 和 记 法 , 提 
供 了 7 种 不 同 的 证 明 。 

大 量 新 书 的 出 版 无 疑 地 使 学 生 更 容易 接近 微分 几何 ,并 产生 兴趣 。 不 过 ,使 这 
门 学 科 更 健康 成 长 的 是 在 研究 前 沿 的 令 人 振奋 的 成 功 。 最 值得 庆幸 的 是 阿 蒂 亚 - 
辛 格 指标 定理 , 那 是 分 析 学 .拓扑 学 .和 几何 学 的 巨大 综合 。 特 别 地 , 它 可 以 用 新 的 
观点 观察 高 斯 - 博 内 公式 : 它 不 是 一 个 孤立 的 结果 ,而 是 一 个 更 大 情景 中 的 一 个 
. 例证 。 

男 外 的 论文 ,在 结果 上 也 许 并 不 怎么 特别 ,其 重要 在 于 创新 性 本 质 , 为 一 些 新 
的 研究 领域 黄 定 了 基础 。 其 中 有 : 

1. 费 德 雷 尔 和 弗 莱 明 于 1960 年 发 表 的 关于 正规 流 和 积分 流 的 论文 ,结果 创立 
了 集合 测度 论 , 并 导致 费 雷 德尔 的 有 关 此 课题 的 著作 。 | | 

2. 伊 尔 斯 和 桑 普 森 1964 年 关于 黎 曼 流 形 的 调和 映照 的 论文 。 尽 管 调 和 映照 
的 概念 不 是 新 的 ,但 这 篇 论文 是 这 个 领域 未 来 研究 的 起 始点 。 

3. 由 莱 斯 和 斯 梅 尔 1964 年 关于 广义 的 葛 尔 斯 理论 的 论文 ,以 及 两 作者 差不多 同 
时 分 别 发 表 的 论文 ,还 有 伊 尔 斯 早先 的 论文 ,为 无 限 维 流 形 的 研究 打下 了 基础 。 兰 
写 了 关于 微分 流 形 的 书 , 用 了 相似 的 观点 ,也 是 有 影响 的 。 这 门 学 科 被 称 为 “大 范 
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围 分 析 ”, 并 在 70 年 代 找 到 了 重大 的 应 用 。 

4. 小 林 昭 七 1967 年 的 论文 引进 了 复 流 形 一 种 不 变 的 伪 距 离 。 不 像 在 建立 集 
合 测度 论 和 大 范围 分 析 时 使 用 了 精致 的 技巧 ,这 里 的 基本 概念 十 分 初等 ,看 上 去 似 
乎 朴实 无 华 , 有 点 像 余 边界 的 概念 。 然 而 , 它 的 内 涵 却 十 分 丰富 ,后 来 竞 发 现 和 于 
番 图 分 析 有 关 。 这 在 兰 关 于 复 双 曲 几 何 的 书 中 有 描述 。 

5. 也 在 1967 年 , 麦 金 和 辛 格 有 关于 曲率 和 拉 普 拉 斯 算 子 特征 值 关系 的 论文 。 
这 对 后 来 该 方向 的 研究 起 了 重要 作用 。 

6. 莫 斯 托 夫 的 刚性 定理 。 这 是 整个 “拓扑 决定 几何 ”系列 研究 的 开端 。 其 证 
明 使 用 了 格林 的 有 关 高 维 拟 似 共 形 映照 的 基本 结果 。 

7. 也 是 在 1968 4E ,西蒙 斯 有 关于 黎 曼 流 形 最 小 复 的 基础 性 研究 。 这 是 该 领域 
第 一 篇 重要 的 具有 一 般 性 的 文献 。 由 此 , 极 小 曲面 的 研究 领域 从 微分 几何 的 边缘 
进入 中 心地 带 。 在 这 篇 论文 中 有 许多 有 趣 的 结果 ,但 最 值得 注意 的 是 伯 恩 斯 坦 定 
理 : 如 果 R*+! 中 的 一 个 N 维 极 小 超 曲面 $ 可 以 一 一 投影 到 (onto) 一 个 超 平面 , 那 
4 S 本 身 就 是 一 个 超 平面 ”西蒙 斯 将 他 的 论文 和 用 几何 测度 的 进展 结合 起 来 ,对 
N 三 7 时 的 伯 恩 斯 坦 定理 作 了 证 明 。 第 二 年 , 即 19060 年 , 邦 别 里 、 德 乔 奇 和 朱 斯 还 
以 惊人 方式 结束 了 这 个 故事 : 伯 恩 斯 坦 定理 对 N > 7 是 不 成 立 的 。 也 许 唯一 与 此 
可 以 相 比 的 依赖 维 数 的 不 连续 性 结果 ,来 自 微分 拓扑 中 的 事实 : 10 年 前 米尔 诺 发 
现 的 7 维 怪 球 。 曾 经 有 许多 尝试 想 把 这 两 者 加 以 沟通 ,但 令 人 完全 信服 的 还 没有 。 

无 需 多 说 ,确实 有 许多 微分 几何 的 工作 比 我 在 这 里 提 到 的 样 例 更 重要 。 有 些 
老 问 题 被 解决 了 ,如 布 拉 施 克 猜 想 由 格林 (Leon Green) 于 1963 年 解决 , 正 向 弯曲 完 
备 流 形 的 拓扑 结构 由 格 罗 摩尔 和 迈 耶 完成 。 与 此 同时 ,开创 了 一 些 新 领域 ,提出 了 
一 些 新 型 的 问题 。 

到 了 1970 年代 ,微分 几何 领域 真是 花 团 锦 秘 。 在 许多 大 学 ,特别 是 在 伯克利 、 
纽约 州立 大 学 ( 石 溪 )、 宾 夕 伐 尼 亚 大 学 ,不 是 孤立 的 一 两 个 人 ,而 是 整个 的 几何 学 
家 群体 ,首次 出 现 了 。 要 想 开 始 描 述 这 些 新 成 就 的 景观 是 很 难 的 。 不 过 ,这 十 年 无 
疑 应 从 瑟 斯 顿 和 丘成桐 在 伯克利 做 研究 生 工作 开始 。 瑟 斯 顿 在 普林斯顿 继续 研究 
壮观 的 双 曲 几何 研究 ,而 丘成桐 则 去 了 斯 坦 福 大 学 ,在 那里 的 成 就 包括 卡拉 比 猜想 
的 解决 ,史密斯 猜想 的 部 分 解决 (与 米 克 斯 合作 , 那 是 劳 森 在 伯克利 的 学 生 ), 以 及 
相对 论 中 的 正 质量 猜想 (与 舍 恩 合作 , 那 是 丘成桐 和 工 :西蒙 斯 在 伯克利 共同 的 学 
生 )。 到 了 1980 年 代 ,数学 界 终于 要 想 首 次 为 微分 几何 颁发 非 尔 兹 奖章 了 ,不 止 一 
个 ,而 是 两 个 : 瑟 斯 顿 和 丘成桐 。 

格 罗 莫 夫 从 1974 年 至 1980 年 在 纽约 州立 大 学 ( 石 溪 ) 工 作 ,是 美国 几何 学 在 
70 年 代 得 以 提升 的 另 一 个 重要 原因 。 在 这 段 期 间 , 他 写 的 一 系列 基础 性 论文 研究 
了 几乎 平坦 流 形 ,以 及 在 某 些 曲 率 和 体积 的 约束 条 件 下 流 形 的 拓扑 类 型 的 界限 。 
此 外 他 的 工作 还 包括 各 种 各 样 的 课题 ,如 等 周 不 等 式 .光滑 遍历 理论 和 标量 曲率 
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(5$ $E 1E). 1980 年 ,他 和 上 丘成桐 分 享 美国 数学 会 颁发 的 维 布 伦 奖 ,全 称 是 “ 奥 
斯 瓦尔 德 ' 维 布 伦 几何 学 奖 "”。 它 建立 于 维 布 伦 去 世 的 1960 年 。 前 面 的 7 个 获奖 
者 都 是 搞 拓扑 学 的 ,直到 1976 年 西蒙 斯 和 蕊 斯 顿 的 几何 学 工作 被 认为 值得 获奖 时 
为 止 。 
CP BS) 
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原文 题目 为 《Differentialgeometrie》, 载 于 德国 数学 会 成 立 100 
周年 文集 《Ein Jahrhundert Mathematik 1890 ~ 1990》,1990 年 。 这 里 
仅 登 载 其 中 引言 部 分 。 由 沈 纯 理 译 , 王 善 平 校 。 


(1) 在 过 去 100 年 里 ,微分 几何 开拓 出 了 相当 多 的 研究 领域 并 且 有 大 量 的 文献 
发 表 。 以 至 于 要 想 ( 在 仅 和 0 来 页 的 篇 幅 中 ) 对 它 的 重要 成 果 或 发 展 作 一 个 大 致 完 
整 的 概括 ,结果 只 能 是 一 些 不 加 说 明 的 关键 词 人 名 和 出 版 物 的 罗列 。 但 是 对 于 专 
家 们 或 对 于 一 个 有 所 准备 的 “好 奇 者 "来 说 ,他 们 花 些 时 间 来 研读 这 样 的 文章 决 不 
会 一 无 所 获 ,他 们 会 为 自己 描绘 出 微分 几何 学 (或 者 其 中 某 一 分 支 ) 的 图 景 来 。 

(ID 首先 是 教材 。 它 们 部 分 地 为 微分 几何 学 提供 了 出 色 的 概述 。 比 安 基 
(1889) 的 书 [7] 系 统 描 述 了 截至 1890 年 左右 的 微分 几何 学 的 发 展 , 它 当时 是 学 生 学 
习 该 学 科 的 教材 。 达 布 (1887 ~ 1896) 的 四 卷 本 关于 曲面 论 的 著作 [23] ,尽管 主题 比 
较 专 门 , 但 叙述 深入 细致 。 布 拉 施 克 (1945) 的 书 [9] 介 绍 了 直到 1940 年 为 止 的 曲线 
与 曲面 的 微分 儿 何 学 。 在 此 之 前 ,E. 嘉 当 (1928) 关 于 歼 曼 几何 学 的 书 [14j] 早 已 成 
为 “经 典 之 作 ”。 小 林 昭 七 与 野 水 克 已 (1963/1969) 的 著作 [44] 介 绍 了 nn 维 流 形 及 
其 子 流 形 的 微分 几何 学 (特别 是 关于 主 从 和 配 从 上 的 “联络 ”) 直 到 1963 年 前 的 研 
究 结 果 , 书 中 还 附 有 大 量 详细 而 全 面 的 文献 目录 。 男 外 在 格 罗 摩尔 、 克 林 根 伯 格 和 
迈 耶 (1968) 编 写 的 书 《 大 范围 艇 曼 几 何 》[30] 中 ,其 绪论 部 分 也 提供 了 大 量 的 资料 。 
陈 邦 彦 (1973) 的 书 [17] 专 门 研究 了 子 流 形 几 何 学 。 奥 尼 尔 (1983) 的 书 [52] 专 门 介 
绍 了 洛 伦 效 流 形 的 现代 处 理 及 其 在 相对 论 中 的 应 用 。 小 林 昭 七 与 伍 鸿 不 (1983 ) 的 
讲义 [46] 则 提供 了 关于 复 微分 几何 当前 具有 现实 意义 的 结果 。 为 外 , 伯 热 与 区 斯 
托 (1988) 的 书 [3] 则 以 流 形 概 念 为 基础 ,通过 大 量 的 归纳 总 结 和 插图 ,对 曲线 和 曲 
面 的 微分 几何 理论 给 出 了 非常 生动 的 和 内 容 丰 富 的 描述 。 

(I) 还 有 一 系列 专著 。J. 沃 尔 夫 (1967) 的 书 [69j 主 要 研究 常 曲 率 黎 受 空间 ( 包 
括 克 利 福 德 - 克 莱 因 空间 的 形成 问题 )。 小 林 昭 七 (1972)[45] 则 总 绪 了 微分 几何 中 
有 关 变 换 群 的 结果 。 黑 尔 加 松 (1978) 的 第 二 版 的 书 [33]j 中 ,提供 了 关于 工 . 嘉 当 "对 
称 空间 ”的 标准 著作 。 贝 思 (1978)[4] 和 克 林 根 伯 格 (1978,1982)[39、40] 给 出 了 关 
于 黎 曼 流 形 与 测 地 线 , 特别 是 闭 测 地 线 方面 的 翔实 的 报告 。 丘 成 桐 (1982) 的 书 
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[70j] 介 绍 了 “ 偏 微分 方程 组 与 微分 几何 ”以 及 未 解决 的 “微分 几何 中 的 问题 "。 赛 西 
尔 和 雷 安 (1985) 的 书 [16] 论 述 了 黎 曼 流 形 中 有 关 “ 紧 密 ”(tight) 和 “ 套 紧 ”(taut) 的 漫 
入 方面 的 成 果 。 此 外 , 威 尔 莫 (1982)[68] 还 讲授 了 关于 上 述 漫 入 的 “总 曲率 与 全 中 
Hoe”, ERS 格 罗 莫 夫 与 施 罗 伊 德 (1985)[2] 则 介绍 了 紧 的 或 完备 的 且 具 有 非 
正 曲 率 的 黎 曼 流 形 的 整体 结构 方面 的 最 近 人 研究 结果 。 格 罗 莫 夫 (1986)[31] 介 绍 了 
有 关 等 距 漫 人 及 黎 曼 流 形 之 间 般 入 的 结果 (例如 纳什 关于 余 维 具体 下 降 的 “ 髋 入 定 
理 ”)。 贝 思 (1987)[5] 则 总 结 了 有 关爱 因 斯 坦 流 形 方 面 的 最 新 研究 进展 。 

(IV) 这 个 100 年 借助 于 由 庞 加 莱 , 布 劳 威 尔 和 霍 普 夫 发 展 起 来 的 流 形 上 的 拓扑 
学 ,开拓 出 一 个 具有 十 分 重要 意义 的 新 的 研究 领域 , 即 整体 微分 几何 学 ,这 是 上 个 
100 年 所 没有 的 。 

[粗略 地 说 来 ,这 一 领域 主要 研究 流 形 整 体 的 拓扑 性 质 及 其 度量 方面 的 特性 对 
流 形 的 影响 ,如 紧 性 ,高 阶 连 通关 系 、 同 调 与 上 同调 及 微分 几何 中 黎 曼 流 形 的 度量 
完备 性 等 。] 涉 足 这 一 领域 的 甚至 还 有 两 位 (后 一 位 ?) 数 学 通才 : 希 尔 伯 特 (1922) 
[34, 附 录 Vj] 与 外 尔 (1913、1939 和 1956)[63 .64 以 及 65 中 138 页 ]。 他 们 的 著作 对 
该 领域 的 发 展 作 出 了 重要 贡献 ,并 且 有 着 持久 的 推动 作用 。 

但 是 总 的 说 来 ,是 开 . 嘉 当 和 陈省身 这 两 位 几何 学 家 的 思想 和 工作 给 这 个 时 期 
的 微分 几何 学 的 进程 打下 了 深刻 的 铭记 。 他 们 的 文集 反映 了 微分 几何 学 在 众多 分 
支 方 向 上 的 发 展 。 

LA ESESIBS E. 3€ 24 85 X BUCH LAS ALB HE i 25 (1952) [15,1 ~ 98 页 ] 以 及 陈 
省 身 (1978) 的 科学 自传 [21] ,都 非常 具有 教育 意义 。 在 阅读 陈省身 和 谢 瓦 莱 (1952) 
的 关于 下 . 嘉 当 的 悼念 文章 [18] . 霍 普 夫 (1961) 的 关于 拓扑 学 发 展 的 一 些 回忆 HEA 
(1978) 的 关于 他 和 陈省身 交往 的 回忆 录 [62] 以 及 陈省身 (1985) 关 于 对 布 拉 施 克 毕 
生 巨 著 的 高 度 评 价 文章 [10,11 ~ 27 页 ] 的 过 程 中 ,读者 在 新 兴 的 拓扑 学 和 微分 几何 
学 的 基本 概念 和 问题 中 漫步 和 前 进 ,从 而 对 所 有 这 一 切 留 下 极其 生动 的 印象 (就 如 
同 与 数学 家 交往 ,从 中 获得 激励 和 推动 一 样 ) 。[ 恰 恰 就 是 这 些 (大 部 分 是 出 于 个 人 
义务 而 写 的 ) 文 章 使 得 人 们 对 这 100 年 的 “几何 精神 的 感受 ,明显 地 大 于 从 许多 百 
科 全 书 式 的 有 关 的 文章 得 到 的 感受 。] 
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ól . 几何 人 生 : 一 个 世纪 的 归程 
— —Vi S $8 ^P A. .国际 普 名 
数学 家 陈省身 
本 文 作者 为 《人 民 上 日 报 》 记 者 温 红 摩 ,本 文 刊 于 人民 日 报 》 
2000 年 12 月 13 日 第 5 版 。 


为 寻访 本 世纪 最 杰出 的 华裔 数学 家 的 生活 轨迹 和 心路 历程 ,我 来 到 渤海 之 滨 、 
白河 之 津 的 南开 大 学 。 

在 校园 一 隅 ,一 幢 淡 黄色 的 二 层 建筑 在 深秋 里 独立 。 抬 眼 望 去 ,小 楼 有 草木 相 
伴 , 门 前 无 车 马 之 喧 。 路 人 告 之 , 那 就 是 陈省身 先生 的 宁 园 。 | 

正 是 太阳 升 上 天 空 的 时 候 , 偶 有 学 子 从 宁 园 门 前 走 过 , 来 去 匆匆 。 几 片 秋 叶 项 
幽 地 飘落 在 台阶 上 、 树 根 旁 ,四 周 显得 愈 发 静 诬 。 按 门铃 的 那 一 刻 , 我 忽然 有 些 后 
悔 ,后 悔 不 该 来 打扰 这 尽 房 屋 的 主人 。 毕 竟 ,对 于 89 岁 高 龄 仍 闭 门 精 思 的 几何 学 
家 来 说 ,时 间 弥 足 珍贵 ,有 更 重要 的 使 命 待 他 去 完成 。 

宁 园 的 门 打 开 了 ,室内 光线 柔和 ,家 具 和 饰物 古朴 简 素 。 门 厅 左 侧 起 居室 的 墙 
壁 上 ,一 幅 巨 大 的 陈省身 教授 的 油画 ,散发 着 淡泊 沉静 .高 风 绝 尘 的 韵味 。 客 厅 里 ， 
轮椅 上 , 陈 先生 微笑 着 伸 出 双手 迎接 我 的 到 来 。 坐 在 这 位 慈祥 的 老人 对 面 , 我 觉得 
有 一 种 甘美 的 宁静 , 山 岚 一 样 弥漫 了 客厅 的 空间 ,又 如 清泉 般 流 人 我 的 心田 。 





在 国际 数学 界 ,没有 人 不 知道 陈省身 教授 在 整体 微分 几何 上 的 历史 贡献 ,因为 
它 的 影响 遍及 20 世纪 的 整个 数学 。 无 论 他 走 到 哪个 国家 ,都 会 受到 欢迎 和 拥戴 。 
然而 ,在 孝 秦 之 年 ,他 最 终 作 出 回 中 国定 居 的 选择 。 今 年 2 月 ,天 津 市 人 民政 府 授 
予 他 在 华 享有 的 最 高 荣誉 一 一 永久 居留 资格 。 宁 园 , 便 成 为 他 永久 的 居所 。 

采访 就 从 这 幢 小 楼 的 名 字 开始 。 | 

“一 个 人 一 生 中 的 时 间 是 个 常数 ,能 集中 精力 作 好 一 件 事 已 经 很 不 易 ,多 一 些 
宁静 , 比 什么 都 要 紧 。” 陈 先生 说 ,他 一 向 不 慕 纷 华 , 唯 求 宁 静 ,在 这 一 点 上 , 爱 因 斯 
坦 对 他 的 影响 很 大 。“1943 年 在 美国 时 我 就 认识 爱 因 斯 坦 。 后 来 我 到 美国 的 普 林 
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斯 顿 ,他 是 高 级 研究 所 的 教授 , 常 能 见 到 他 ,并 约 我 到 他 家 里 去 做 客 。 他 的 书架 上 
有 一 本 书 很 吸引 我 , 那 是 老子 的 《道德 经 ), 是 德 文 译本 。 西 方 有 思想 的 科学 家 ,大 
多 喜欢 中 国 的 老 庄 哲学 。 他 说 他 一 般 是 不 见 外 人 ,包括 记者 的 ,” 说 到 此 , 陈 先生 冲 
RAMAT E: “因为 他 觉得 时 间 总 是 不 够 用 ,他 需要 宁静 。 我 给 这 小 楼 取 名 时 ， 
就 想到 了 这 层 意思 。” 

宁 园 是 南开 大 学 在 80 年 代 中 期 专门 为 陈省身 教授 建造 的 ,每 年 他 回 中 国 ,都 
住 在 这 里 。“ 我 10 岁 离开 老家 浙江 嘉兴 ,到 天 津南 开 读 书 ,天 津 当 是 我 的 第 二 故 
乡 ,后 来 侨居 美国 50 多 年 。 现 在 回来 了 ,这 里 自然 是 我 的 第 二 个 家 。” 

如 今 在 数学 界 产 生 重 要 影响 的 南开 数学 研究 所 ,就 是 1985 年 在 陈省身 教授 的 
倡议 下 建 起 来 的 。 陈 省 身 教授 是 第 一 个 应 聘 担任 中 国 的 研究 所 所 长 的 外 籍 专家 ， 
自从 他 受聘 以 来 ,国内 外 数学 界 的 权威 和 专家 对 这 项 事业 竭诚 相 与 。 一 些 著名 的 
美 籍 华裔 学 者 ,杨振宁 、 李 政道 和 吴 健雄 等 也 先后 来 南开 访问 讲学 , 陈 和 杨 还 开展 
了 有 “血缘 ”关系 的 数学 和 物理 的 交流 研究 。 

那么 , 为 什么 不 把 数学 所 设 在 水 木 瑟 妙 的 清华 和 湖 光 塔 影 的 北大 , 而 是 选 在 
南开 校园 ?“ 将 数学 所 选 在 南开 , 也 是 为 了 避 开 京城 的 繁华 。 德 国 是 19 世纪 世界 
数学 中 心 , 但 中 心 点 不 在 柏林 ,而 在 一 个 小 城市 格 丁 根 。 只 有 安静 下 来 才能 潜心 
研究 。” 

“我 最 美好 的 年 华 在 南开 度 过 ,她 给 我 留 下 许多 美好 的 回忆 。” 因 此 ,他 最 终 先 
择 在 南开 大 学 的 宁 园 定居 。“ 前 不 久 ,美国 伯克利 的 国家 数学 研究 所 为 我 举办 了 欢 
送 会 。 我 已 经 老 了 ,数学 本 是 年 轻 人 的 事业 , 像 我 这 个 年 龄 ,还 在 前 沿 做 数学 的 ,在 
世界 上 是 没有 的 。 我 的 想法 很 简单 ,我 不 是 来 养老 的 ,是 想 在 有 生 之 年 再 为 中 国 做 
一 些 事情 。” 

再 为 中 国 做 一 些 事情 ,多 么 朴素 真挚 的 感情 。 

对 于 受过 中 国 传统 文化 标 陶 .又 在 异乡 奋斗 了 一 生 的 人 来 说 , 恺 怕 “ 少 小 离 家 
老大 还 ”的 意 绪 , 是 永远 挥 之 不 去 的 ; 那 叶 落 归根 的 情结 ,更 是 微分 几何 和 其 他 任何 
数学 公式 不 能 解 开 的 。1972 年 ,中 美 两 国 刚 结束 对 峙 状态 ,陈省身 就 借 妻 女 访 问 了 
中 国 。 后 来 他 在 《回国 ) 一 诗 中 表达 了 这 种 的 赤子 情怀 : 飘零 纸 笔 过 一 生 , 世 霍 狂 
如 春梦 痕 。 喜 看 家 园 成 乐土 , 廿 一 世纪 国 无 伦 。" 在 他 后 来 的 《七 五 生日 个 成 ) 一 诗 
中 ,也 不 难看 出 与 这 种 情感 的 呼应 :百年 已 过 四 分 三 ,浪迹 平生 我 自 次 。 何 日 闭 门 
读书 好 , 松 风 浓 雾 故人 谈 。” 





“因为 我 从 小 喜欢 数学 , 读 大 学 就 选择 了 南开 大 学 数学 系 。 
30 年 代 的 中 国 , 数 学 是 一 片 荒漠 ,只 有 姜 立 夫 先生 那样 的 极 少数 学 者 从 海外 介 
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81. 几何 人 生 ; 一 个 世纪 的 归程 一 一 访 美 籍 华 人 、 国 际 著名 数学 家 陈省身 
绍 先进 的 数学 到 国内 ,陈省身 在 南开 就 受 教 于 姜 立 夫 教 授 。 他 1930 年 在 南开 大 学 
毕业 ,后 进入 清华 研究 院 。1932 年 ,德国 微分 几何 权威 布 拉 施 克 教 授 来 中 国 讲学 ， 
当时 陈省身 正在 清华 大 学 读 研 究 生 ,他 被 微分 几何 的 内 在 力量 所 折服 ,1934 年 ,他 
到 德国 汉堡 就 学 于 布 拉 施 克 教 授 ,1936 年 获得 博士 学 位 ,1936 年 至 1937 年 ,他 又 到 
巴黎 追随 当时 微分 几何 最 伟大 的 权威 E. 嘉 当 教 授 ,掌握 了 下 上. 嘉 当 最 新 的 理论 . 数 
学 语言 和 思想 方法 。1937 年 回国 , 先 在 清华 后 迁 至 昆明 西南 联 大 直到 1943 年 。 在 
西南 联 大 的 日 子 里 ,他 研究 各 种 等 价 问题 ,并 为 广义 的 积分 几何 莫 基 ,每 年 都 有 论 
文 在 国际 数学 界 发 表 , 他 的 研究 成 果 已 为 世界 数学 界 有 瞩目 。 

1943 FE ,他 应 贡 于 美国 普林斯顿 高 级 研究 所 。 在 普林斯顿 的 3 年 ,他 开创 了 
微分 几何 的 全 新 局 面 ,他 所 完成 的 “陈省身 示 性 类 ”的 著名 工作 ,对 数学 乃至 理论 物 
理 的 发 展 产 生 了 极其 深远 的 影响 ,当时 国际 数学 界 对 他 的 评价 是 : 推广 高 斯 - 博 内 
公式 是 微分 几何 最 重要 和 最 困难 的 问题 ,纤维 从 的 微分 几何 和 示 性 类 理论 更 将 数 
学 带 人 一 个 新 纪元 。 

20 世纪 50 年 初秋 ,第 十 一 届 国 际 数学 家 大 会 在 哈佛 大 学 召开 ,陈省身 应 邀 作 
《纤维 丛 的 微分 几何 ?的 大 会 演讲 ,他 的 登台 ,使 炎黄 子孙 在 本 世纪 中 叶 ,在 现代 数 
学 的 一 个 主流 方向 上 居 国 际 领先 地 位 。 

1982 年 ,陈省身 出 任 伯克利 的 美国 国家 数学 研究 所 首 任 所 长 。1987 年 香港 实 
业 家 刘 永 龄 先生 出 资 的 中 国 “ 陈 省 身 数学 奖 ” 首 次 在 南开 大 学 颁奖 。 

陈 先生 的 数学 成 就 遍及 射影 微分 几何 、 欧 几 里 得 微分 几何 、 几 何 结构 和 它们 的 
内 在 联络 ,积分 几何 、 示 性 类 ,全 纯 映 射 、 偏 微分 方程 等 众多 方面 。 对 于 外 行人 来 
说 ,这 些 字 眼 不 免 让 我 们 联想 到 数学 知识 的 高 远 、 深 难 , 而 对 于 数学 家 来 说 ,它们 却 
有 着 改造 世界 的 伟大 力量 和 史诗 般 的 美感 。 

数学 不 仅 有 用 ,而 且 蕴 涵 着 美 。 杨 振 宁 称赞 陈 先生 的 示 性 类 “不 但 是 划时代 的 
贡献 ,也 是 十 分 美妙 的 构想 ”。 他 的 《 赞 陈 氏 级 ?的 诗 在 科学 界 广 为 传 布 :天 衣 邮 无 
颖 ,匠心 剪接 成 。 浑 然 归 一 体 , 广 选 妙 绝伦 。 造 化 爱 几 何 , 四 力 纤 维 能 。 千 古 才 心 
事 , 欧 高 黎 嘉 陈 。 诗 的 意思 是 ,陈省身 在 几何 界 的 地 位 ,已 直 追 殉 几 里 得 高 斯 、 黎 
曼 和 嘉 当 。 数 学 界 认 为 ,如 果 没 有 下 上 , 嘉 当 、 陈 省 身 等 人 的 几何 直觉 ,本 世纪 的 数学 
决 不 可 能 有 惊人 的 进展 。 

从 陈 先生 那里 得 知 ,我 们 的 世界 的 确 是 建立 在 数学 基础 之 上 的 ,我 们 之 所 以 不 
会 时 刻意 识 到 这 一 点 ,是 因为 数学 是 一 位 幕后 英雄 ,她 以 最 令 人 满意 的 方式 为 世界 
图 景 提 供 了 各 种 不 同 的 模型 。 比 如 , 当 我 们 看 电视 时 ,画面 的 三 维 几何 学 和 传送 信 
号 的 编码 方式 不 需要 我 们 了 解 ,但 必须 有 人 了 解 这 些 。 如 果 把 数学 从 我 们 的 生活 
中 抽 走 一 天 ,人 类 文明 的 大 厦 就 会 十 塌 。 

数学 的 严 并 和 续 密 ,不 仅 能 造就 数学 家 ,还 能 哺育 人 类 的 科学 精神 。“ 其 实 , 数 
学 精神 是 人 人 都 可 以 享用 的 。 比 如 ,数学 中 有 一 种 重要 的 思想 方法 ,就 是 把 遇 到 的 
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困难 的 事物 尽 可 能 地 划分 成 许多 小 的 部 分 ,每 一 部 分 便 容易 解答 …… 人 人 都 可 以 
用 这 种 方法 用 来 处 理 日 常 问 题 。 陈 先生 用 简单 的 比喻 , 道 出 了 他 研究 工作 的 精 骨 。 





80 年 代 初 ,陈省身 教授 就 希望 21 世纪 中 国 成 为 数学 大 国 。1991 年 他 在 台湾 的 
讲演 《怎样 把 中 国 建成 为 数学 大 国 ) 中 再 次 说 :“ 愿 中 国 的 青年 和 未 来 的 数学 家 放 开 
眼光 展开 壮志 ,把 中 国 建 为 数学 大 国 。”“ 中 国 必 将 成 为 一 个 数学 大 国 ”这 一 预言 ,在 
数学 界 有 人 称 之 为 “陈省身 猜想 ”。 a 

“猜想 ”, 是 指 那些 还 未 被 严密 证 明 的 数学 论断 ,而 “陈省身 猜想 ” 却 不 仅仅 是 数 
学 范畴 的 , 它 蕴涵 着 炎黄 子孙 对 整个 民族 复兴 的 渴望 。 

在 过 去 的 一 个 世纪 里 ,尤其 是 在 改革 开放 的 20 年 里 ,中 国 数学 的 发 展 速度 是 
难以 想象 的 ,不 仅 学 科 体 系 变 得 非常 庞大 ,而且 与 其 他 学 科 的 联系 变 得 更 加 密切 。 
许多 负 苇 海外 的 青年 才 俊 和 国内 培养 的 一 大 批 数 学 家 也 迅速 崛起 ,中 国 涌现 出 一 
批 数学 领域 的 少壮 队伍 。 在 跨 入 新 世纪 前 夕 ,世界 数学 发 展 的 许多 前 沿 阵地 都 有 
中 国 数学 家 卓有成效 的 工作 ,开始 填补 数学 上 的 重要 空白 领域 ,如 代数 几何 等 。 本 
来 就 有 较 强 实力 的 领域 ,如 数理 逻辑 数论 .拓扑 学 、 泛 函 分 析 等 ,以 及 起 步 较 晚 的 
一 些 学 科 , 如 代数 几何 、 整 体 微分 几何 .机 器 证 明和 模糊 数学 等 ,近年 内 也 都 有 达到 
或 接近 国际 水 平 的 成 果 。 | 

陈 先生 对 中 国 将 成 为 数学 大 国 充满 了 自信 ,数学 是 个 个 人 的 学 问 ,经费 的 问 
题 不 太 严重 , 比 其 他 的 学 科 容 易 发 展 。 改 革 开 放 20 年 ,整个 中 国 的 科学 都 在 向 前 
发 展 ,不 过 数学 发 展 得 更 快 一 些 。 或 许 在 短 时 间 内 中 国 在 数学 研究 的 总 体 水 平 上 

难以 实现 全 面 超越 ,但 会 在 一 些 重 要 领域 取得 突破 。” 

数学 的 一 大 功用 是 预测 ,在 其 他 的 自然 科学 领域 ,她 一 直 扮 演 着 预言 家 的 角 
色 。 用 她 可 以 预测 彗星 何 日 归 潮汐 几时 来 。 那 么 对 于 自己 的 未 来 呢 ? 我 问 陈 先 
生 ,21 世纪 世界 数学 将 走向 何方 ? 

他 说 :“ 这 是 无 法 预测 的 。 真 正 重要 的 突破 总 是 以 无 法 预料 的 方式 改变 了 我 们 
的 世界 。 这 正 是 数学 的 魅力 所 在 ”是 啊 , 谁 能 想到 400 d 4E B BO ET SERE S A 
一 个 数学 方程 ,会 导致 今天 电视 机 的 诞生 。“ 数 学 思想 最 终 转化 到 能 应 用 于 我 们 的 
生活 ,是 需要 时 间 的 。 关 于 这 一 点 ,许多 人 还 不 了 解 。 过 于 功利 的 研究 往往 不 会 产 
生 好 的 效果 ,不 是 给 了 经 费 支持 ,科学 研究 就 一 定 会 成 功 ,要 允许 失败 ,而 且 多 半 是 
失败 的 。 从 总 体 上 讲 ,只 要 有 足够 的 财力 支持 ,就 可 以 吸引 人 才 , 在 一 定时 间 内 , 肯 
定 会 出 成 果 的 。” 

现代 数学 的 新 特点 告诉 我 们 ,数学 内 部 各 分 支 之 间 的 相互 渗透 ,数学 与 其 他 科 
学 相互 渗透 和 电子 计算 机 的 出 现 ,使 许多 新 问题 和 古老 问题 得 到 解决 。 对 素数 的 
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81. 几何 人 生 ; 一 个 世纪 的 归程 一 沪 美 籍 华人 、 国 际 著 名 数学 家 陈省身 
研究 以 往 认 为 很 少 有 实用 价值 , 却 不 料 它 在 密码 学 中 得 到 应 用 ,更 令 人 感叹 的 是 ， 
杨振宁 -米尔 斯 规范 场 与 陈省身 研究 的 纤维 从 ,两 者 间 的 主要 术语 竟 可 一 一 对 应 。 
有 趣 的 是 ,规范 场 说 的 是 纤维 从 的 联络 ,而 数学 家 在 提出 纤维 从 上 的 联络 时 ,并 未 
涉及 到 物理 世界 。 因 此 ,在 现代 数学 飞速 发 展 的 今天 ,数学 的 前 沿 可 能 向 任何 方面 
延展 。 








陈省身 先生 曾 深 情 地 说 : “我 最 后 的 事业 在 中 国 。” 

十 几 年 来 ,他 的 确 把 他 最 后 的 事业 植 根 于 中 国 了 。20 世纪 80 年 代 , 他 积极 倡 
导 ,协助 实施 了 中 国 数学 界 三 项 大 的 活动 , 即 : 召开 “国际 微分 几何 、 微 分 方程 会 
议 ”, 举 办 了 “时期 数学 研究 生 教学 中 心 ” ,组织 了 中 国 数学 研究 生 赴 美 参加 “陈省身 
项 目 "的 研读 。 他 倡议 并 参与 筹建 南开 数学 所 ,组 织 全 所 每 年 围绕 一 个 数学 重点 方 
向 ,从 全 国 各 地 选拔 优秀 数学 研究 生 和 青年 教师 到 南开 集中 培养 , 对 前 沿 课题 进行 
攻关 ,以 期 造就 高 水 平 的 青年 数学 家 。 

为 了 数学 所 的 发 展 , 陈 先生 大 到 办 所 宗旨 ,小 到 教学 楼 的 设计 方案 ,图 书 资料 
的 充实 ,无 论 巨 细 , 事 必 躬 亲 。 他 还 亲自 讲授 近代 微分 几何 学 ,主编 南开 数学 丛书 ， 
为 数学 所 补充 数学 刊物 ,并 将 自己 的 全 部 藏书 一 万 余 册 捐赠 给 数学 所 ,1985 年 ,他 
又 把 获得 的 世界 最 高 数学 奖 一 一 沃 尔 夫 奖 的 5 万 美元 奖金 全 部 捐赠 给 南开 。 他 
说 :“ 办 南开 数学 研究 所 的 目的 ,就 是 要 让 研究 数学 的 人 看 到 ,到 这 里 来 和 到 国外 去 
是 一 样 的。 现在 数学 所 已 经 基本 形成 了 这 个 环境 。” 

1993 年 5 月 ,他 和 丘成桐 共同 建议 ,希望 中 国 举办 一 次 国际 数学 家 大 会 ,为 此 ， 
他 奔走 呼号 。 近 几 年 ,通过 全 国 同仁 和 海外 数学 家 一 道 工 作 , 国 际 数 学 联盟 会 议 表 
决 通过 ,批准 我 国 承 办 2002 年 国际 数学 家 大 会 。 

“2002 年 的 国际 数学 家 大 会 在 国际 数学 界 是 一 件 大 事 , 能 争取 到 在 中 国 承办 意 
义 重大 , 它 说 明 中 国 数学 有 了 相当 的 水 平 。 我 们 要 通过 这 个 会 把 中 国 近 年 来 的 数 
学 成 就 介绍 出 去 ,把 国际 上 的 先进 理论 吸纳 进来 。” 

说 话 间 已 近 正午 ,阳光 透 过 落地 窗 ,把 客厅 映 得 格外 明亮 。 陈 先生 对 今后 的 工 
作 信心 十 足 :“ 我 计划 下 学 期 为 本 科 生 开 一 门 微 积分 课程 ,南开 大 学 和 天 津 大 学 的 
学 生 都 可 以 来 听 。 我 的 身体 还 好 , 只 是 腿 站 不 起 来 了 ,学 校 为 我 派 了 两 个 看 护 ,24 
小 时 服务 ,我 现在 的 生活 不 成 问题 。 

陈 先生 除 喜 欢 老 庄 哲学 外 ,还 爱好 陶 ( 渊 明 ) 李 ( 商 隐 ) 的 诗 , 尤 喜欢 李 的 那 首 : 
“ 锦 瑟 无 端 五 十 弦 , 一 弦 一 柱 思 华 年 。 庄 生 晓 梦 迷 蝴蝶 , 望 帝 春 心 托 杜 鹏 。 沦 海 月 
明珠 有 泪 ,蓝田 日 暖 玉生 烟 。 此 情 可 待 成 追忆 ,只 是 当时 已 收 然 "这 首 诗 寄 托 了 他 
半 个 多 世纪 驰 对 国际 数 坛 的 追求 ,也 寄托 了 对 故土 .故人 的 思恋 。 
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许多 数学 家 都 喜欢 诗 。 因 为 他 们 是 一 群 以 赤子 之 心 终生 追求 真理 的 人 ,他 们 
的 精神 气质 与 其 说 是 数学 家 的 ,不 如 说 是 诗人 的 或 哲学 家 的 。 他 们 是 发 现 和 赞颂 
自然 秩序 美的 诗人 ,他 们 是 寻找 精神 归程 和 营造 精神 家 园 的 哲学 家 。 

如 果 “ 对 酒 当 歌 ,人 生 几 何 ” 的 感叹 ,表达 了 古人 对 短暂 人 生 的 悠长 思索 ,那么 
陈省身 先生 躬 耕 于 宁静 的 数学 田园 、 傲 立 于 20 世纪 数学 峰 颠 的 几何 人 生 , 便 是 对 
这 一 古老 话题 的 最 好 诠释 ;如果 说 “ 何 处 是 归程 ,长 亭 更 短 亭 ” 的 追问 ,抒发 了 古人 
寻找 精神 家 园 的 艰辛 和 苦恼 ,那么 他 用 将 近 一 个 世纪 在 微分 几何 中 的 颈 涉 ,为 我 们 
标定 了 一 条 精神 归 家 的 路 一 一 追求 真善美 ,追求 心灵 的 宁静 。 
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82 . 有 关 陈 省 身 的 3 本 著作 
这 里 介绍 有 关 陈 省 身 生 平和 著作 的 三 本 书 。 


[1] Chem 一 A Great Geometer of the Twentieth Century. Edited by S. T. Yau. Hong 
Kong: International Press, 1992. 中 文 版 : 陈省身 一 一 20 世纪 的 几何 大 师 。 丘 成 桐 
编 。 台 北 : 国立 交通 大 学 出 版 社 ,2000 年 。 此 书 为 庆祝 陈省身 1990 年 79 岁 生日 而 
编 。 其 中 收入 了 他 的 朋友 和 学 生 们 的 回忆 文章 。 中 文 版 加 收 了 一 些 大 陆 学 者 的 文 
章 。“ 这 些 文章 反映 了 这 位 伟大 数学 家 的 智慧 和 他 与 年 轻 数学 家 交往 中 倾注 的 热 
TB." 

[2] A Mathematician and His Mathematical Work — Selected Papers of S. S. Chem. 
Edited by S. Y. Cheng, P. Li, G. Tian. Singapore: World Scientific, 1995. 这 部 由 郑 绍 
远 、 李 伟 光 和 田 刚 合 编 的 《陈省身 论文 选 ) 收 入 了 陈省身 先生 发 表 的 39 篇 有 代表 性 
的 研究 论文 。 书 中 还 包括 陈 先 生 写 的 自传 和 著作 梗概 ,以 及 他 人 写 的 传记 和 回忆 
文章 等 。 

[3] 几何 风范 一 一 陈省身 。 张 莫 宙 著 。 济 南 : 山东 画报 出 版 社 ,1998 年 。 这 是 
本 64 开 大 小 、 仅 5 万 字 的 小 书 , 简 略 生 动 地 记叙 了 陈省身 先生 的 不 平凡 一 生 : 少年 
即 显 数学 才华 , 兼 具 独 立 自 由 精神 ;数学 生涯 中 ,五 经 抉择 ,努力 攀登 , 终 成 辉煌 ; 创 
办 三 个 数学 所 ,造就 大 批 中 外 数学 家 ;晚年 情妇 故园 ,为 中 国 的 21 世纪 数学 大 国 梦 
奔波 忙碌 。 
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陈省身 年 谱 


(KEG LAPS) 


1911 年 


10 月 武昌 起 义 , 辛 雍 革 命 成 功 , 中 华 民国 建立 。 

10 月 28 日 (农历 九 月 初 七 ) 陈省身 出 生 于 浙江 喜 兴 府 秀 水 县 下 塘 街 。 

父亲 陈 宝 桢 (1889 ~ 1967) , 字 廉 青 ,独子 ,1904 年 中 秀才 。 辛 交 革 命 之 后 进 法 
政 学 堂 读书 ,毕业 后 进入 司法 界 ,长 年 在 外 工作 。 和 母亲 韩 梅 (1887 ~ 1945); 外 祖父 
经 商 起 家 ,在 嘉兴 有 好 几 个 铺子 ;舅父 韩 赞 修 曾 任 嘉 兴 商 会 常务 委员 多 年 。 陈 有 一 
姐 陈 瑶 华 .一 弟 陈 家 肇 和 一 妹 陈 玉 华 。 


1919 年 (8 3) 


陈省身 幼年 未 进 私 肇 或 小 学 ,由 祖母 ( 唐 氏 ) 和 未 出 尹 前 的 站 姑 教 认 字 。 陈 宝 
桢 从 外 面 带 回 狄 考 文 (C.W， Mateer, 1836 ~ 1908) 、 邹 立 文 合 编 的 一 部 4 笔算 数学 》， 
在 父亲 的 讲解 下 ,居然 屋 了 不 少 。 

9 月 “新 学 期 开学 ,陈省身 第 一 天 到 秀水 县 立 小 学 报到 ,很 感 孤 独 。 又 见 老师 
用 戒 矿 打 许多 学 生 的 手心 , 心 存 芥 蒂 ,再 也 不 上 衣 上 学 。 所 以 ,总 共 只 上 了 一 天 小 学 。 


1920 年 (9 4) 


9H 考 和 浙江 秀 州 中 学 预科 一 年 级 , 即 高 小 一 年 级 。 这 是 一 所 教会 学 校 , 管 
理 严 格 。 妇 父 姚 亮 臣 在 该 校 任 国文 教师 , 表 哥 姚 一 鹏 也 在 此 读书 。 学 业 和 生活 都 
得 到 很 好 的 照顾 。 此 后 两 年 中 ,数学 和 国文 都 赶 上 进度 ,还 有 时 间 看 《封神榜 》《 说 
唐 全 传 》 之 类 的 闲 书 。 


1922 年 (11 47) 


秋 ” 陈 宝 桢 到 天 津 法 院 任 职 。 陈 省 身 随 父 母 到 天 津 , 住 河北 三 马路 颐 寿 里 
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1923 年 (12 47) 
春 ”插班 进入 天 津 扶 轮 中 学 (今天 津 铁 路 一 中 ) , 读 一 年 级 第 二 学 期 。 数 学 课 
本 用 的 是 当时 流行 的 霍 尔 (H.S. Hall, 1848 ~ 1934) 与 奈 特 (S.R， Knight) 的 代数 学 


和 高 等 代数 , 温 特 沃 思 (G. W. Wentnorth, 1835 ~ 1906) 5 + #7 (D.E. Smith, 
1860 ~ 1944) 的 几何 学 与 三 角 学 。 全 是 英文 版 ,训练 严格 。 


1925 年 (14 4) 


REIT (1892 ~ 1974) 来 天 津南 开 大 学 数学 系 任 代课 教授 , 钱 也 是 嘉兴 人 ,与 陈 
宝 桢 是 同学 和 朋友 , 常 到 陈 家 玩 。 他 后 来 建议 陈省身 以 同等 学 力 投考 南 开 大 学 。 


1926 年 (15 岁 ) 


4A TER TIC) B/E RR ARE) ACS) BBR ERR. IL 
期 发 表 《 构 造 式 概论 》。 其 他 文章 涉及 “科学 与 宗教 "“ 化 学 " “植物 学 "等 内 容 。 

7 月 ”从 四 年 制 的 扶 轮 中 学 毕业 。 自 学 “解析 几何 ”。 

E 祖母 去 世 。 | 

9 月 ” 考 入 南开 大 学 理学 院 本 科 , 较 正常 学 历 提 前 两 年 。 第 一 年 不 分 系 , 微 积 
分 .国文 课 均 不 费力 ,但 读 化 学 时 实验 做 得 不 好 ,例如 吹 玻璃 管 。 


1927 年 (16 47) 


姜 立 夫 (1890 ~ 1978) 从 厦门 大 学 讲学 回 到 南开 ,讲授 高 等 分 析 。 姜 立夫 于 
1918 年 在 美国 哈佛 大 学 库 利 奇 (J.L. Coolidge, 1873 ~ 1954) 的 指导 下 以 关于 非 欧 空 
间 中 线 -球面 接 触 变换 的 研究 论文 获 博士 学 位 ,是 南开 大 学 数学 系 的 创办 人 。 因 姜 
立夫 的 影响 ,对 几何 学 大 感 兴趣 ,研读 了 库 利 奇 的 《 非 欧 几何 , 圆 与 球 的 几何 》, 萨 尔 
蒙 ( Salmon) 的 《圆锥 曲线 ,三 维 解析 几何 ?以 及 卡 斯 特 尔 诺 夫 (Castelnuovo) 的 《解析 与 
射影 几何 》 等 。 尤 其 着 迷 于 斯 特 奥 德 (0. Staude) 的 两 卷 本 《 线 作 图 》。 跟 段 茂 澜 先 
生 学 习 德 文 和 法 文 ,达到 了 能 读数 学 书 的 程度 。 


1929 年 (18 岁 ) 

南开 大 学 三 年 级 学 生 。 作 为 姜 立 夫 的 助手 ,批改 一 二 年 级 学 生 的 数学 作业 ,每 
月 有 10 元 大 洋 的 收入 。 

1930 年 (19 47) 


清华 大 学 研究 院 理 科研 究 所 算 学 部 招收 硕士 研究 生 。 导 师 有 孙 光 远 ( 孙 斑 ， 
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1900 ~ 1979), PIF 1928 年 从 芝加哥 大 学 获 博士 学 位 后 来 清华 大 学 任教 授 , 专 
长 射影 微分 几何 , 孙 获 博士 学 位 后 仍然 继续 自己 的 研究 工作 ,这 种 情况 在 当时 中 国 
十 分 罕见 。 
7 月 ”南开 大 学 毕业 , 获 理 学 士 学 位 。 
9H 与 同班 的 吴 大 任 (1908 ~ 1997) 一 起 考 人 清华 大 学 研究 生 院 ,为 孙 光 远 的 
硕士 研究 生 。 吴 大 任 因 故 未 去 ,清华 大 学 觉得 只 有 陈省身 一 名 研究 生 太 少 , 遂 请 陈 
省 身 先 做 一 年 的 助教 。 


1931 年 (20 4) 


成 为 清华 大 学 的 研究 生 。 清 华 大 学 数学 系 当 时 有 四 名 教授 : 系 主 任 熊 庆 来 
(1893 ~ 1969) ,以 及 郑 桐 苏 (1887 ~ 1963)、 孙 光 远 、 杨 武之 (1896 ~ 1973)。 除 随 孙 光 
远 做 射影 微分 几何 学 研究 之 外 ,还 修 读 杨 武 之 的 “ 群 论 ” 课 。 杨 武之 也 是 1928 年 芝 
加 哥 大 学 的 博士 ,专长 数论 。 

8 月 ”华罗庚 (1910 ~ 1985) 来 清华 , 任 数学 系 办 公 室 助理 员 。 

9 月 ”清华 数学 研究 所 成 立 。 


1932 年 (21 岁 ) 


4 月 ”德国 几何 学 家 布 拉 施 克 (W.，Blaschke，1885 ~ 1962) 来 华 讲学 ,在 北京 大 
学 开设 “微分 几何 的 拓扑 问题 "的 系列 讲座 ,主要 介绍 网 几何 , 共 讲 了 6 次 ,陈省身 
每 次 都 进 城 听讲 ,认真 做 笔记 ,同时 还 阅读 了 大 量 的 有 关 论 文 。 布 氏 的 演讲 深入 浅 
出 ,使 他 眼界 大 开 , 认 识 到 投影 几何 只 是 数学 的 旁 支 ,已 远离 数学 发 展 的 主流 ,开始 
确立 把 微分 几何 作为 研究 方向 。 

北京 大 学 的 江 泽 涵 (1902 ~ 1994) 教 授 来 清华 开设 拓扑 学 课程 。 陈 听 他 讲 莱 夫 
谢 芯 (S. Lefschetz, 1884 ~ 1972) 的 新 著 《 拓 扑 学 》(1930) ,开始 对 代数 拓扑 学 作为 现 
代数 学 的 基础 有 所 认识 。 

发 表 第 一 篇 学 术 论 文 : 《具有 一 一 对 应 点 的 平面 曲线 对 》, 刊 于 《清华 大 学 理科 
报告 》。 由 于 现代 生物 学 发 现 了 生物 遗传 信息 载体 的 脱氧 核糖 核酸 DNA RA IUR 
旋 的 曲线 对 称 结构 ,曲线 对 的 概念 正在 重新 为 人 们 所 认识 。 


1933 年 (22 4) 


经 布 拉 施 克 介绍 ,北京 大 学 又 邀请 汉堡 大 学 年 轻 的 拓扑 学 与 几何 学 专家 施 佩 
纳 (Emanuel Sperner, 1905 ~ 1980) 前 来 讲学 。 陈 前 去 昕 了 一 个 学 期 的 课 ,对 施 佩 纳 
关于 若 尔 当 曲 线 定理 证 明 的 详尽 介绍 , 留 下 较 深 印象 。 


1934 年 (23 47) 


4~5 美国 哈佛 大 学 教授 伯 克 霍 夫 (G.D.Birkhof，1884 ~ 1944) 到 北京 大 学 
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讲学 。 陈 前 往 听讲 。 

在 清华 研究 生 院 获得 硕士 学 位 。 学 位 论文 是 关于 射影 线 几 何 的 研究 ,次 年 发 
表 在 日 本 的 《东北 数学 杂志 》 上 。 这 时 已 开始 认识 到 整体 微分 几何 的 重要 性 。 

因 各 科 考 试 及 毕业 论文 成 绩优 良 ,根据 清华 大 学 研究 院 的 章程 ,可 以 受 资助 到 
国外 留学 。 清 华 大 学 的 经 费 来 源 是 美国 退回 的 “ 庚 子 赔款 ”, Re OMAR, AH 
莫 布 拉 施 克 , 申 请 改 往 德 国 汉堡 大 学 , 获 同 意 。 此 时 , 孙 光 远 已 去 南京 中 央 大 学 任 
教 ,一切 毕业 离 校 事务 由 数学 系 代理 系 主任 杨 武 之 帮助 处 理 。 

9 月 ”到达 德国 汉堡 大 学 随 布 拉 施 克 教 授 研 究 几 何 。 

10H ”会见 布 拉 施 克 。 布 这 时 的 兴趣 已 开始 从 网 几何 转向 积分 几何 。 第 一 次 
见面 时 ,给 陈 一 堆 关于 网 几何 的 预 印 本 , 陈 很 快 发 现 其 中 一 篇 证 明 不 全 ,并 在 一 个 
月 内 把 它 补 齐 。 后 写成 论文 4 关于 网 的 计算 》, 次 年 发 表 。 

与 周 炜 良 (1911 ~ 1995) 首 次 见面 。 周 炜 良 在 莱比锡 大 学 注册 , 随 范 * 德 .瓦尔 
登 (B.L. Van der Waerden, 1903 ~ 1996) 研 究 代 数 几 何 , 因 正在 追求 住 在 汉堡 的 女 朋 
友 玛 格 特 维 克 多 (Margot Victor) ,顺便 到 汉堡 大 学 听 阿 廷 (E. Artin, 1898 ~ 1962) 讲 
课 ,所 以 当时 也 住 在 汉堡 。 他 们 是 终生 的 朋友 。 

11 月 学校 正式 开 学 。 


1935 年 (24 4) 


因 布 拉 施 克 经 常 外 出 讲学 ,所 以 主要 跟随 布 的 助手 凯 勒 (E. Kahler, 1906~ ) 
学 习 。 凯 勒 开 设 一 讨论 班 ,讲授 他 的 新 著 :《 微 分 方程 组 理论 导 引 》, 其 中 包括 著名 
的 嘉 当 - 凯 勒 定理 。 一 开始 几乎 所 有 的 人 都 参加 了 讨论 班 ,包括 布 拉 施 克 、 阿 廷 和 
赫 克 (了 .Hecke，1887 ~ 1947) ,但 随后 人 数 迅 速 减少 ,两 个 月 后 只 剩 陈 一 人 。 通 过 
讨论 班 认 识 到 了 嘉 当 (E. Cartan, 1869 ~ 1951) 工 作 的 威力 和 洞察 力 。 

只 要 有 可 能 ,陈省身 尽量 参加 阿 廷 的 课程 。 听 过 的 课 包括 复 变 范 数论 .代数 拓 
扑 \ 相 对 论 和 代数 逼近 等 。 还 听 过 赫 克 的 代数 数论 课 。 

这 一 年 在 日 本 《东北 数学 杂志 》 同 一 期 上 发 表 两 篇 论文 : 

《具有 对 应 母线 的 直 纹 线 汇 三 元 组 》。 

《 直 纹 线 汇 的 相伴 二 次 复 形 》。 

同时 ,在 德国 发 表 以 下 论文 : 

《关于 网 的 计算 》。 汉 堡 大 学 数学 讨论 会 论文 集 。 

10 月 ”到 汉堡 只 一 年 ,就 以 《关于 网 的 计算 》 和 《2n 维 空间 中 n 维 流 形 三 重 网 
的 不 变 理论 ?完成 了 博士 论文 。 后 一 篇 是 关于 把 凯 勒 的 理论 用 于 网 几何 ,次 年 发 表 
于 汉堡 大 学 数学 讨论 会 论文 集 。 | 


1936 年 (25 47) 


2H fibi eA AOR ATH IC OUS ES, ECT TEUER IIS 
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士 学 位 ,中 华文 化 基金 会 同意 再 资助 一 年 ,地 点 任 选 ,陈省身 问 计 于 布 拉 施 克 , 后 者 
提供 两 种 选择 : 在 汉堡 大 学 随 阿 廷 、. 赫 殉 等 代数 学 名 家 研究 代数 数论 ,或 者 到 巴黎 
直接 追随 嘉 当 ,进一步 研究 嘉 当 的 几何 学 理论 。 出 于 对 几何 的 热爱 和 对 嘉 当 的 仰 
莫 ,陈省身 选择 去 巴黎 。 

7H10H 周 炜 良 与 维 殉 多 结婚 ,陈省身 应 邀 出 席 婚礼 。 

9 月 “ 乘 火车 至 汉堡 港 , 再 乘 船 转 伦 敦 赴 巴 黎 。 布 拉 施 克 KAR ROTER 
吴 的 妻子 陈 囊 (1909 ~ ) 到 车 站 送行 。 在 伦敦 停留 期 间 访 华罗庚 于 剑桥 大 学 。 以 
“法 国 巴黎 索 邦 中 国 基 金 会 博士 后 研究 员 ”的 身份 到 巴黎 大 学 从 事 研 究 工作 。 住 国 
际 学 生 宿舍 。 | 

1A 嘉 当 允许 陈省身 每 两 星期 到 家 里 会 面 一 次 ,每 次 约 一 小 时 ,每 次 会 见 后 
的 第 二 天 , 嘉 当 通常 会 来 信 继 续 昨 天 的 讨论 。 为 应 付 这 一 定期 会 见 ,日 以 继 夜 地 工 
作 。 学 习 了 活动 标 架 .等 价 方法 以 及 更 多 的 嘉 当 - 凯 勒 理论 。 更 重要 的 是 学 到 了 嘉 
当 的 思想 方法 。 数 学 功力 突飞猛进 。 — 

在 巴黎 还 听 过 蒙 泰 尔 (P. Montel, 1876 ~ 1975) 的 多 复 变 函数 的 课程 ,参加 阿达 
马 (J-S. Hadamard, 1865 ~ 1963) 的 讨论 班 。 

早期 的 布尔 巴 基 (Bourbaki) 成 员 正 组 织 每 两 周一 次 的 朱 利 亚 (Julia) 讨 论 班 , 当 
时 的 议题 是 “ 埃 利 ' 嘉 当先 生 的 工作 ”。 陈 省 喘 曾 和 他 们 有 接触 ,但 没有 加 入 他 们 的 
活动 。 韦 伊 (A.Weil,1906 ~ 1998) 是 布尔 巴 基 学 派 的 成 员 ,他 和 陈省身 见 过 面 ,但 还 
不 相识 。 

美国 普林斯顿 大 学 的 维 布 伦 (0. Veblen, 1880 ~ 1960) 写 信 给 嘉 当 , 谈 论 投影 正 
规 坐 标 。 陈 省 身 用 嘉 当 方 法 处 理 投影 坐标 ,开始 和 维 布 伦 通 信 。 维 布 伦 是 美国 数 
学 界 的 领袖 人 物 ,普林斯顿 几何 学 派 的 主要 代表 。 他 对 陈省身 日 后 到 美国 发 展 有 
重要 作用 。 

在 巴黎 10 个 月 发 表 论 文 三 篇 ,但 工作 范围 远 远 超 过 这 些 论文 的 内 容 。 


1937 年 (26 7) 


应 清华 大 学 聘请 ,回国 担任 数学 系 教授 。 

7H10H 正 值 户 沟 桥 事变 ,抗日 战争 爆发 。 陈 省 身 从 法 国 乘 船 到 纽约 ,经 横 
贯 美 国 的 铁路 到 温哥华 ,再 搭 海 船 到 上 海 。 当 时 日 军 已 占领 上 海 , 改 在 香港 下 船 ， 
在 香港 住 了 一 个 多 月 ,再 赶 到 长 沙 。 

NALA 北大 清华 .南开 三 校 已 离开 北平 和 天 津 ,联合 成 立 了 长 沙 临 时 大 
学 。 数 学 系 在 圣经 书院 上 课 ,讲授 “ 微 积 分 "和 “高 等 几何 ”。 

12H 由 吴 有 训 (1897 ~ 1977) 、 杨 武之 介绍 ,在 长 沙 和 郑 士 宁 (1915 ~ 2000) 订 
婚 。 郑 士 宁 是 东 吴 大 学 生物 学 系 的 理学 士 。 她 的 父亲 郑 桐 苏 先 生 是 中 国 现代 数学 
的 先驱 , 同 为 清华 数学 教授 。 
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1938 年 (27 47) 
1H20H 因 长 沙 战 事 亚 化。 长 沙 临时 大 学 奉命 迁 昆 明 , 改 名 为 西南 联合 
KF o 


2H3H 先 至 香港 SERE SESS BUTREDU SREB KE, ATAARE 
Bi Ge BSE, UR GBR IER. 

2A 15 日 抵达 昆明 。 参 加 西南 联合 大 学 的 教学 工作 。 

以 后 的 几 年 内 ,讲授 过 “高 等 几何 ”“ 微 分 几何 ” “微分 方程 “和 歼 曼 几何 "“ 投 
影 几 何 ”“ 网 几何 ” “拓扑 学 ”。 

终年 在 困苦 的 战 时 环境 中 工作 和 生活 。 因 有 大 量 的 嘉 当 寄 来 的 复印 本 论文 ， 
可 以 苦 读 精 思 。 嘉 当 一 生 的 论文 约 有 6 000 页 ,陈省身 先后 所 读 , 约 有 其 中 的 十 之 
Te 

在 西南 联 大 时 期 ,开设 “ 李 群 "“ 圆 球 几 何 学 ”“ 外 微分 方程 "等 讨论 班 。 

论文 4 关于 投影 正规 坐标 》, 由 维 布 伦 推 荐 在 美国 的 《数学 纪事 》(Annals of 
Mathematics) 发 表 。 这 是 第 一 次 在 美国 的 数学 杂志 上 发 表 文 章 。 

暑假 期 间 从 昆明 经 海防 到 香港 ,再 乘 船 赴 上 海 欣 望 未 婚 妻 。 在 上 海 与 周 炜 良 
会 面 。 开 学 时 返回 。 


1939 年 (28 47) 


7 月 ”未婚妻 元 士 宁 来 昆明 。 两 人 完婚 。 住 在 昆明 大 西门 内 大 富 春 街 。 那 是 
陈 西 屏 的 住宅 。 同 住 的 有 痿 立夫 ARR DB ACE 


1940 年 (29 43) 


? 月 为 平安 计 , 郑 士 宁 回 上 海 待产 ,父亲 郑 桐 苏 同行 。8 月 27 日 ,儿子 伯 龙 
诞生 。 

9 月 “当选 为 清华 该 年 度 评议 会 教授 评议 员 。 因 在 上 海 的 中 国 数学 会 的 负责 
AJBiEE (1882 ~ ?) 倒 向 汪 伪 政权 。 在 大 后 方 的 数学 家 与 之 划 清 界线 ,成 立 “ 新 中 国 
数学 会 "。9 名 理事 是 : 姜 立 夫 ( 会 长 ) .能 庆 来 、 陈 建功 (1893 ~ 1971) ANZ HIE 
远 、 苏 步 青 (1902 ~ =) LPR E87 BrGREA) RAS GE HB). 

在 《中 国 数学 会 学 报 》 上 发 表 《 高 维 道路 空间 的 几何 学 》。 

与 严 志 达 (1917 ~ 1999) 合 作 的 论文 《4n 维 空间 主 运动 式 )》 在 《意大利 数学 联合 会 
通报 发表。 这 是 研究 积分 几何 的 成 果 。 

MEF Bs ETT (1911 ~ 1983) 合 作 开设 * 李 群 " 讨 论 班 。 这 在 当时 是 很 有 远 
见 的 世界 水 平 的 研究 课题 。 
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1941 年 (30 47) 


1 月 23 日 作为 教授 代表 ,参加 清华 大 学 11 人 的 校 务 会 议 。 

3H 姜 立 夫 受 命 筹 备 中 央 研 究 院 数学 研究 所 ,和 陈省身 时 有 磋商 。 

9 月 ”继续 当选 为 清华 年 度 评议 会 教授 评议 员 。 担 任 王 宪 钟 (1918 ~ 1978) 的 
硕士 研究 生 导 师 。 

继续 在 西南 联合 大 学 执教 。 开 设 高 等 专题 课程 ,如 《 共 形 微分 几何 ;《 圆 球 几 
何 学 》《 外 微分 方程 》《 李 群 ) 等 。 学 生 中 包括 严 志 达 、 王 宪 钟 . 吴 光 和 大、 钟 开 莱 、 王 
浩 (1921 ~ 1995) 等 。 物 理 系 的 学 生 杨 振 宁 (1922 ~ ”) 等 也 曾 来 听课 。 

是 年 12 月 发 生 珍珠 港 事 件 ,太平 洋 战 争 爆发 ao Tat A La, HE 1946 年 4 
月 才 和 陈省身 重新 见面 。 重 过 独身 生活 之 后 , 住 在 唐 继 鄞 花园 中 戏台 的 一 个 包厢 。 


1942 年 (31 4) 


几 年 来 的 积分 几何 研究 ,汇集 成 4 关于 克 莱 因 空 间 的 积分 几何 》 一 文 ,发 表 在 美 
国 的 《数学 纪事 》 上 。 这 是 广义 积分 几何 的 基础 性 工作 。 韦 伊 应 邀 为 此 文 写 评 论 ， 
他 对 文章 所 反映 的 非凡 才能 和 座 刻 见解 有 很 好 的 印象 ,为 此 写 了 一 篇 长 长 的 评论 。 
还 问 外 尔 (H. Weyl, 1885 ~ 1955) 介 绍 , 维 布 伦 与 外 尔 策 划 邀 请 陈 来 普林斯顿 访问 
工作 时 , 韦 伊 大 力 文 持 。 

2H 维 布 伦 正式 邀请 陈省身 访问 美国 普林斯顿 高 级 研究 所 ,并 己 得 到 经 济 
资助 (每 年 1 500 美元 )。 

受聘 担任 中 央 研 究 院 数学 研究 所 的 兼任 研究 员 ( 另 四 人 为 苏 步 青 、 陈 建功 、 江 

继续 在 西南 联合 大 学 任教 。 

开始 着 迷 于 高 斯 - 博 内 公式 ,认识 到 应 通过 外 导数 形式 的 结构 方程 得 到 最 具 理 
论 意 义 的 证 明 。 为 后 来 获得 高 斯 - 博 内 公式 的 内 列 证 明 打 下 了 基础 。 


1943(32 47) 


在 西南 联合 大 学 执教 的 同时 ,筹备 去 美国 普林斯顿 研究 所 ,办理 各 种 手续 。 

TAISA 由 昆明 启程 去 美国 。 届 时 太平 洋 战 事 正 栈 ,无 法 经 上 海 探视 妻 儿 
去 美 。 

7 月 16~31 日 在 印度 加 尔 各 答 停 留 。 到 加 尔 各 答 大 学 ,与 该 校 数学 教授 列 
维 (F.W. Levi) 会 见 , 作 四 次 演讲 ,题目 为 Theory of Geometric Objects and the Method of 
Equivalence。 又 到 加 尔 各 答 数学 会 作 一 次 演讲 。 

8 月 1 日 与 霍 秉 权 (1903 ~ 1988) 一 起 到 卡拉 奇 。5 日 搭乘 美国 军用 飞机 ,经 
中 非洲 .南大 西洋 .巴西 ,11 日 到 达 美 国 的 迈阿密 ,14 日 到 达 新 泽 西 州 的 普林斯顿 。 
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段 学 复 (1914 ~ ”) 前 来 接应 。 此 后 在 普林斯顿 末了 两 年 半 , 这 是 他 数学 研究 生涯 
中 最 有 成 就 的 时 期 。 


8 月 15 日 致 函 梅 贻 琦 (1889 ~ 1962) 校 长 ,汇报 在 美国 的 情况 。 

10 月 ”完成 《 闭 歼 有 曼 流 形 高 斯 - 博 内 公式 的 一 个 简单 的 内 蕴 证 明 》 的 论文 (发 表 
于 次 年 的 《数学 纪事 (美国) 第 45 卷 第 4 期 上 )。 这 是 陈省身 一 生 最 重要 的 数学 工 
作 。 二 维 紧 致 流 形 上 的 高 斯 - 博 内 公式 是 经 典 微分 几何 的 高 峰 。 霍 普 夫 (H. Hopf, 
1894 ~ 1971) 曾 说 :“ 推 广 此 公式 到 高 维 紧 致 流 形 是 几何 学 中 极其 重要 和 困难 的 问 
题 。 在 陈 以 前 已 有 高 维 推广 的 各 种 证 明 ,但 均 采 用 把 流 形 浸 入 到 欧 氏 空间 中 去 的 
非 内 区 方法 。 陈 首创 通过 在 长 度 为 1 的 切 向 量 从 上 的 运算 获得 证 明 的 内 蕴 方 法 。 
使 整个 局 面具 然 开朗 。 外 尔 因 这 一 工作 向 陈省身 致 贺 。 

在 普林斯顿 和 韦 伊 成 为 亲密 骨 友 。 他 们 有 共同 的 兴趣 ,考虑 相同 的 问题 。 特 
别 是 一 起 讨论 流 形 的 示 性 类 。 


1944 年 (33 岁 ) 


继续 在 普林斯顿 作 研究 。 事 前 向 清华 大 学 梅 贻 琦 校长 请 假 一 年 。 
6 月 8 日 清华 第 21 次 聘 委 会 通过 ,续聘 陈省身 为 数学 系 教授 。 


1945 年 (34 47) 


年 初 的 某 星 期 日 ”发 现 “ 复 流 形 上 有 反映 复 结构 特征 的 不 变量 ”, 这 一 发 现 后 
来 被 命名 为 “陈省身 示 性 类 ”。 

4 月 25 昌 向 清华 大 学 理学 院 呈 有 训 院 长 .数学 系 杨 武之 主任 报告 在 美工 作 
的 情况 。 

7 月 23 日 致 困 梅 贻 琦 校长 ,要求 请 假 一 年 ,完成 与 谢 瓦 莱 (C. Chevalley, 
1909 ~ 1984) 合 作 之 研究 。 

8 月 15 日 ”日 本 宣布 无 条 件 投降 。 第 二 次 世界 大 战 结束 。 北 大 清华 ,南开 重 
新 回 到 原 地 。 陈 省 身 准 备 于 次 年 回国 。 考 虑 到 战乱 中 的 中 国 数学 家 迫切 需要 各 自 
研究 领域 中 的 最 新 资料 , 陈 收集 了 大 量 的 数学 文献 的 抽 印 本 。 

9H 美国 数学 会 在 新 泽 西 州 纽 布 隆 斯 威 克 举行 夏季 大 会 ,陈省身 应 邀 作 一 
小 时 演讲 ,演讲 题目 4 大 范围 微分 几何 若干 新 观点 》, 系 统 阐述 了 他 继承 正 . BK 
展 起 来 的 纤维 从 的 理论 方法 。 后 发 表 在 美国 数学 会 通报 (Bulletin)1946 年 第 52 卷 。 
此 演讲 引起 不 同 寻 常 的 反响 。 霍 普 夫 在 《数学 评论 ) 中 写 道 ;“ 这 表明 整体 微分 几何 
新 时 代 的 到 来 。 

10 月 ”完成 论文 4 埃 尔 米 特 流 形 的 示 性 类 》, 后 发 表 在 《数学 纪事 》 第 47 卷 第 1 
期 (1946) 上 。 这 是 陈省身 又 一 项 重要 工作 。 其 中 提出 了 现在 称 之 为 “ 陈 类 ”的 不 变 
量 。 为 整体 微分 几何 奠定 了 基础 。 
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接 家 中 母 病危 消息 , 旋 决定 提前 启程 返 国 。 离 开 普林斯顿 , 乘 火 车 经 芝加哥 到 
洛杉矶 时 , 接 电报 母亲 已 病故 ,不 胜 悲 痛 。 
2A 到 旧金山 等 船 。 途 中 应 邀 在 一 些 大 学 逗留 讲学 。 在 印第安 那 大 学 度 圣 
BES o 


1946 年 (35 47) 


1H 应 阿尔 贝 特 (A.A. Albert, 1905 ~ 1972) 之 邀 在 芝加哥 大 学 演讲 ,内 容 是 
关于 他 的 推广 的 高 斯 - 博 内 定理 。 从 芝加哥 乘 火车 到 洛杉矶 ,在 加 州 理 工学 院 演 讲 
并 会 见 贝 尔 (E.T. Bell, 1883 ~ 1960) 和 米 哈 尔 (A. D. Michal, 1899 ~ 1953) 。 后 继 
续 到 伯克利 的 加 利 福 尼 亚 大 学 演讲 ,会 见 埃 文 斯 (G.C. Evans, 1887 ~ 1973) 和 卢 伊 
(H. Lewy, 1904 ~ 1988). 

3H ” 战 后 运输 拥挤 ,在 有 旧金山 候 船 3 ATES. PHRORMKESME 
上 海 。 | 

4H 月 初 抵达 上 海 ,与 分 别 6 年 的 家 人 团聚 。 

春 与 周 炜 良 再 度 见 面 , 周 为 生活 计 正 在 经 商 , 已 放弃 数学 研究 多 年 。 陈 鼓励 
周 回 到 数学 ,给 他 扎 里 斯 基 (O. Zariski, 1899 ~ 1986) 最 近 的 代数 几何 研究 论文 ,并 
推荐 他 到 普林斯顿 研究 所 访问 。 在 陈 的 支持 下 , 周 炜 民 毅 然 决 定 放弃 经 商 , 携 家 前 
往 美国 ,到 普林斯顿 研究 所 重 做 数学 研究 ,后 终生 任教 于 约翰 斯 " 管 普 金 斯 大 学 。 

5H 中 央 研 究 院 数 学 研究 所 筹备 处 主任 姜 立 夫 赴 美国 普林斯顿 研究 所 访 
[Fo Wir BU SIR FP X US bc bo IK A AR (1892 ~ 1963), 推 举 陈省身 代理 数学 研究 
所 筹备 处 的 工作 。 当 时 该 所 设 在 上 海 岳阳 路 。 陈 省 身 在 主持 该 所 筹备 工作 期 间 ， 
广泛 吸收 年 轻 人 参加 。 先 后 到 来 的 有 路 见 可 、 曹 锡 华 、 陈 国 才 (1923 ~ 1987)、 张 素 
PR FRSC. FA BE ER. RN a ES BBR UE BE 
(1920 ~ 1997) 等 。 陈 省 身 每 周 讲 12 小 时 的 “拓扑 学 ”课程 。 第 一 年 的 资深 研究 员 为 

夏 ” 普林斯顿 大 学 和 哥伦比亚 大 学 等 约 聘 陈 为 教授 。 陈 因 和 希望 为 国内 数学 发 
展 尽力 而 均 予 婉拒 。 

9 月 20 日 ” 姜 立 夫 致 图 朱 家 骅 提议 邀请 外 尔 来 华 访 问 。 陈 省 身 自然 是 实际 主 
持 者 。 同 日 , 朱 家 骅 表示 同意 ,并 致电 外 尔 ,表示 邀请 。 


1947 年 (36 7) 


2 月 ”数学 所 基本 筹备 就 络 。 在 美国 的 姜 立 夫 再 次 致 函 朱 家 骅 ,建议 于 7 月 正 
式 成 立 数学 人 研究 所 ,并 力荐 由 陈省身 为 站 任 所 长 。 朱 家 骅 立即 复 信和 ,表示 仍 由 姜 立 
夫 任 所 长 ,陈省身 为 代理 所 长 。 
2 月 15 日 外 尔 回电 陈省身 , 因 中 国 国内 政治 形势 恶化 以 及 夫人 住院 动手 术 
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等 原因 近期 不 能 访 华 。 

7H 数学 研究 所 正式 成 立 。 

胡 国 定 (1923 ~ ) 从 上 海 交 通 大 学 毕业 , 陈 介绍 其 到 清华 大 学 任教 , 因 有 人 告 
密 胡 是 学 运 积极 分 子 , 有 共产 党 嫌疑 , 遂 被 清华 拒绝 。 陈 告知 在 南开 大 学 的 老 同 学 
吴 大 任 , 吴 决定 邀请 胡来 南开 数学 系 任 助教 。 

8 月 20 日 公布 中 央 研 究 院 院 士 初步 候选 人 名 单 ,数学 科 共 32 A. 

10 月 15 日 ”公布 正式 的 院士 候选 人 名 单 ,数学 科 计 8 人 ,陈省身 名 列 其 内 。 


1948 年 (37 4 ) 


女儿 陈 瑛 在 上 海 出 生 。 

年 初 ” 数 学 研究 所 从 上 海 迁 往 南 京 九 华山 。 

3 月 18 日 公布 中 央 研 究 院 院士 名 单 , 共 81 人 。 其 中 有 5 名 数学 家 : RES. 
华罗庚 RR E1910 ~ 1970)、 苏 步 青 。 参 加 中 央 研 究 院 成 立 20 Ji] 4F BS 
一 次 院士 大 会 。 

6H ” 姜 立 夫 自 美国 返回 , 坚 辞 数学 所 所 长 职务 ,表示 愿 回 南开 大 学 ,秋季 即 
赴 南开 上 课 。 

9 月 ”受聘 为 “北平 研究 院 学 术 会 议 " 会 员 。 会 员 共 90 人 。 其 中 数学 家 还 有 能 

9H24H 当选 为 中 央 研 究 院 第 三 届 评 议会 评议 员 。 共 32 位 评议 员 ,数学 家 
仅 两 人 , 另 一 位 是 苏 步 青 。 

10 月 10 日 南京 召开 "十 团体 联合 年 会 ”。 战 前 在 上 海 成 立 的 中 国 数学 会 和 
抗战 时 期 成 立 的 “新 中 国 数学 会 "负责 人 胡 敦 复 (1886 ~ 1978)、 姜 立夫 等 在 陈省身 
处 进餐 ,共同 讨论 两 会 的 合并 事宜 。 陈 省 身 建议 将 "新 " 字 去 掉 即 可 。 新 中 国 数学 
会 就 此 完成 了 历史 使 命 。 

11 月 19 日 普林斯顿 高 级 研究 所 所 长 奥 本 海 默 (J.R. Oppenheimer, 1904 ~ 
1967) 致 电 陈 省 身 :“ 如 果 我 们 可 做 什么 事 便利 你 来 美 , 请 告知 ”此 时 开始 读 英 文 报 
纸 , 才 知 南京 局 面 不 能 长 久 , 便 作 全 家 去 美 计划 。 

12H 31 日 再 次 接受 普林斯顿 高 级 研究 所 的 邀请 , 携 家 乘 泛 美 航空 公司 班机 
离开 上 海 ,经 东京 .关岛 中途 岛 . 檀 香山 ,于 次 年 1 月 1 日 抵 旧 人 金山。 姜 立 夫 奉 命 
主持 数学 所 迁 台 湾 事宜 。 

1949 年 (38 47) 

1 月 “ 携 全 家 月 底 抵 普 林 斯 顿 高 级 研究 所 。 途 经 芝加哥 逗留 , 韦 伊 前 来 火车 
站 迎接 ; 韦 伊 回 忆 道 :“ 陈 戴 着 表皮 帽 , 活 像 满洲 将 军 ……。” 芝 加 哥 逗 留 期 间 下 机 于 


温 德 摩 旅店 ,杨振宁 前 往 探望 。 在 普林斯顿 成 为 “ 维 布 伦 讨论 班 " 主 讲 人 ,讲授 联络 
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论 , 度 过 了 春季 学 期 。 陈 的 讲义 经 整理 两 年 后 以 《微分 几何 若干 论题 ) 为 名 由 普 林 
斯 顿 高 级 研究 所 出 油印 本 ,被 广泛 流传 ,后 收入 《陈省身 论文 选 ) 第 四 卷 。 其 主要 内 
容 是 关于 把 “ 陈 类 ”从 西 群 推广 到 任意 李 群 的 陈 - 韦 伊 同 态 定理 。 

E 接受 芝加哥 大 学 斯 通 (M.，Stone, 1903 ~ 1989) 89 33 8, HERE AEP. 
Lane) 任 该 校 数学 系 几 何 学 教授 。 有 趣 的 是 ,陈省身 在 清华 时 的 老师 孙 光 远 ,1928 
年 在 芝加哥 大 学 获 几 何 学 博士 学 位 时 的 导师 , 正 是 菜 恩 教授 。 陈 决定 接受 邀请 有 
以 下 主要 原因 : (0) 需要 在 美国 有 一 个 长 期 稳定 的 职位 以 养家 室 。(2) 当时 芝 加 
哥 大 学 是 美国 唯一 的 把 主要 目标 定 在 “推进 知识 ”研究 而 不 仅 是 教育 的 大 学 。 当 时 
正 广 招 人 才 ,雄心 勃勃 ,到 那里 去 可 以 安心 摘 研 究 ,大 展 身手 。(3) 那里 的 数学 系 
里 有 韦 伊 等 许多 朋友 。 

当时 芝加哥 大 学 的 物理 系 也 声名 卓著 ,著名 物理 学 家 费 米 (E. Fermi, 1901 ~ 
1954) 正 在 那里 ,杨振宁 在 系 里 任教 员 , 李 政 道 (1926 ~ ) 也 在 那里 。 

第 一 年 开设 4 大 范围 微分 几何 ?课程 ,吸引 了 一 批 优秀 的 学 生 。 陈 在 芝加哥 大 
学 11 年 ,培养 博士 10 人 。 

10 月 1 日 ”中华 人民 共 和 国 成 立 。 


1950 年 (39 4 ) 


应 邀 在 美国 坎 布 里 奇 举行 的 第 十 一 届 国 际 数学 家 大 会 上 作 一 小 时 演讲 ,题目 
是 《纤维 从 的 微分 几何 》。 


1951 年 (40 岁 ) 


成 为 印度 数学 会 名 誉 会 员 。 

5 月 6 日 E. 嘉 当 在 巴黎 逝世 。 陈 与 C. 谢 瓦 菜 作 悼念 文章 4 埃 利 ' 嘉 当 和 他 
的 数学 工作 》( 发 表 在 《美国 数学 会 通报 ) 第 58 卷 ,217 ~ 250 91,1952 4E) ,回顾 嘉 当 
的 生平 并 系统 总 结 了 他 的 数学 成 就 。 


1952 年 (41 47) 
哈佛 大 学 访问 教授 。 
1953 年 (42 岁 ) 


苏黎世 工业 大 学 访问 教授 。 
任 4 杜 克 数 学 杂志 》 编 辑 委员 会 美国 数学 会 代表 (至 1955 4E), 
6H 指导 的 第 一 位 博士 研究 生 野 水 克 已 (1924 ~ ) 完 成 博士 论文 :《 齐 性 空 
间 上 的 不 变 仿 射 联络 》。 
E 重 访 德国 汉堡, 看 望 老师 布 拉 施 克 。 
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1954 ^E (43 47) 


3H 'PERBISE/EBUIESERIS EIC CX T ZFIBIABERIBUJZRIE). BUF 
1955 年 回 中 国 , 任 北京 大 学 教授 ,1992 年 当选 中 国 科 学 院 学 部 委员 。 

获 古 根 海 姆 纪念 基金 1954 ~ 1955 年 度 资助 。 

从 芝加哥 大 学 休假 ,去 普林斯顿 高 级 研究 所 一 年 ,此 时 杨振宁 也 在 那里 。 


1955 年 (44 岁 ) 

人 选美 国 数学 会 文集 》(Proceedings) 编 辑 委员 会 (至 1958 年 )。 

12 月 ”美国 数学 会 在 体 斯 顿 举行 年 会 ,应邀 作 一 小 时 演讲 : 演讲 题目 4 复 流 形 
上 的 拓扑 和 微分 几何 》。 


1956 年 (45 风 ) 
B 参加 在 墨西哥 国立 大 学 举行 的 代数 拓扑 国际 研讨 会 ,并 在 会 上 演讲 。 


1957 年 (46 岁 ) 


进入 美国 数学 会 《会 报 》(Transactions ) 与 《论文 集 》(Memoirs ) 编辑 委员 会 (至 
1959 年 )。 
访问 马萨诸塞 理工 学 院 。 


1958 年 (47 47) 


应 邀 在 苏格兰 爱丁堡 举行 的 第 13 届 国 际 数学 家 大 会 上 作 30 分 钟 演讲 ,题目 
是 《微分 几何 与 积分 几何 》。 


1959 年 (48 岁 ) 
半年 在 瑞士 ,半年 在 巴黎 。 
1960 年 


1H 在 欧洲 访问 。 

6 月 应邀 参加 在 瑞士 苏黎世 工业 大 学 举行 的 微分 几何 与 拓扑 报告 会 并 做 演 
讲 , 题 目 是 4 复 分 析 中 的 几何 问题 >》。 会 后 应 威廉 :斯 托 尔 (Wilhem Stol) 之 邀 ,与 他 
一 起 乘 火 车 到 德国 杜 宾 根 大 学 ,为 杜 宾 根 数学 报告 会 讲课 。 

6 月 离开 芝加哥 大 学 受聘 伯克利 加 利 福 尼 亚 大 学 。 来 到 伯克利 的 主要 原因 
Æ: (1) 芝加哥 城 因 治安 不 好 使 得 优秀 教师 纷纷 离 去 ; (2) 这 里 数学 系 的 水 平 是 一 
流 的 , 系 主任 埃 文 斯 曾 数 度 邀 请 前 往 ; (3) 这 里 的 气候 温和 ,很 适合 居住 。 在 该 校 
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任职 约 20 年 ,使 其 成 为 几何 和 拓扑 的 中 心 ,培养 博士 31 位 。 
6 月 ”美国 数学 会 在 密 执 安 州 的 东 兰 辛 市 举行 夏季 年 会 ,应邀 作 主题 演讲 。 
8 月 10 日 维 布 从 逝世。 陈省身 和 吉文 思 ( 允 .Givens) 联 合 提议 设立 “ 维 布 伦 
几何 学 奖 ”"。1961 年 正式 颁发 ,奖励 在 几何 或 拓扑 学 领域 中 的 杰出 研究 成 果 。 
A ”访问 日 本 东京 大 学 。 


1961 年 (50 4 ) 


当选 为 美国 全 国 科 学 院 院士 ;由 于 院士 必须 是 美国 公民 ,为 此 在 一 个 月 前 加 入 
美国 籍 。 


1962 年 (S1 4 ) 


曾 被 探 询 是 否 愿 任 美国 数学 会 会 长 , 坚 辞 。 于 是 任 美 国 数学 会 副 会 长 ,为 期 两 
年 (至 1964 年 )。 

任 美国 数学 会 年 会 与 夏季 大 会 一 小 时 演讲 者 挑选 委员 会 成 员 。 

国际 数学 家 大 会 在 瑞典 斯 德 哥 尔 摩 举 行 ,被 任命 为 该 届 大 会 的 菲 尔 兹 奖章 委 
员 会 委员 。 

M ”专程 赴 日 内 瓦 , 看 望 当 时 正 与 其 子 杨振宁 相聚 小 住 的 杨 武之 夫妇 , 同 住 数 
日 , 杨 武 之 赠 诗 一 首 。 


1963 年 (52 岁 ) 


再 任 美国 数学 会 年 会 与 夏季 大 会 一 小 时 演讲 者 挑选 委员 会 成 员 。 
当选 为 美国 人 文 与 自然 科学 院 院士 。 


1964 年 (53 4 ) 
访问 普林斯顿 高 级 研究 所 。 
1965 年 (54 4 ) 


参加 在 日 本 京都 大 学 举行 的 1965 年 度 美 -日 微分 几何 研讨 会 。 演 讲 题目 是 
《关于 欧 氏 空间 一 片子 流 形 的 微分 几何 》。 


1966 年 (55 47 ) 


洛杉矶 加 利 福 尼 亚 大 学 访问 教授 。 
任 美 国 数学 会 维 布 伦 奖 评选 委员 会 主席 。 
6H ”美国 数学 会 在 圣地 亚 哥 举行 整 函数 及 有 关 部 分 的 分 析 的 夏季 研讨 会 
(Summer Institute) , 陈 在 会 上 演讲 。 
419 


陈省身 年 谱 O 
陈省身 文集 


1967 年 (56 47) 


获 古 根 海 姆 纪念 基金 1967 年 度 资助 。 
访问 法 国 巴 黎 高 级 研究 所 。 


1969 年 (S8 47) 


E ”访问 香港 中 文大 学 , 作 关 于 高 斯 - 博 内 定理 与 示 性 类 的 学 术 演 讲 。 

与 当时 为 香港 中 文大 学 数学 系 学生 的 丘成桐 (1949 ~ ”) 接 触 , 并 推荐 他 到 加 
州 大 学 (伯克利 ) 攻 读 博 士 学 位 。 陈 省 身 成 为 丘成桐 的 导师 。 

香港 中 文大 学 名 誉 法 学 博士 。 

芝加哥 大 学 名 誉 理学 博士 。 


1970 年 (59 27 ) 


应 邀 在 法 国 尼 斯 举行 的 第 16 届 国 际 数学 家 大 会 上 作 一 小 时 演讲 ,题目 为 《 微 
分 几何 的 过 去 和 未 来 》。 

进入 美国 数学 会 评选 委员 会 (至 1972 年 )。 

访问 巴西 里 约 热 内 户 纯 粹 与 应 用 数学 研究 所 。 

因 论 文 《 欧 氏 空间 中 的 曲线 和 曲面 > 获 美国 数学 协会 查 文 尼 特 奖 。 


1971 年 (60 岁 ) 


获 汉堡 大 学 名 誉 理学 博士 。 在 授予 仪式 上 作 《W. 布 拉 施 克 的 数学 工作 ?的 讲演 。 
春 ”住院 动手 术 ( 奥 克 兰 Kaiser 医院 )。 

组 织 华人 著名 学 者 在 《纽约 时 报 》 上 刊登 广告 ,抗议 日 本 政府 占领 钓鱼 岛 。 
当选 为 巴西 科学 院 通 讯 院士 。 

丘成桐 在 陈 省 吴 指导 下 获 博士 学 位 。 


1972 年 (61 47) 


进入 美国 数学 会 学 术 报告 集 (Colloquium) 编 辑 委员 会 (至 1977 年 )。 

访问 英国 考 文 垂 市 的 瓦 维 克 大 学 。 

与 克 林 根 贝 格 (W. Klingenberg, 1924 ~ ) 一 起 组 织 在 Oberwolfach 举行 的 
“整体 微分 几何 大 会 "。 该 大 会 后 来 每 两 年 举行 一 次 。 | | 

9 月 “ 借 夫 人 郑 士 宁 访 问 阔别 24 年 的 祖国 , 带 来 美国 全 国 科 学 院 .美国 社会 科 
学 学 会 和 美国 医学 会 的 信 ,希望 与 中 国 科 学 界 建 立 联系 ,促成 科学 家 间 的 交流 。 

9 月 16 日 中国 科学 院 院 长 郭沫若 (1892 ~ 1978) 夫 妇 、 副 院 长 等 可 桢 (1890 ~ 
1974) 和 吴 有 训 等 一 起 会 见 了 陈省身 夫妇 。 陈 在 中 国 科学 院 数学 研究 所 作 了 《纤维 
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空间 和 示 性 类 》 的 演讲 。 
访问 上 海 ,在 国际 饭店 演讲 。 


1973 年 (62 4 ) 


访问 纽约 洛克 非 勒 大 学 。 
任 美国 数学 会 夏季 研讨 会 组 织 委员 会 主席 。 


1974 年 (63 47 ) 


任 美 国 数学 会 学 术 报 告 集 (Colloquium) 编 辑 委员 会 主席 。 

应 日 本 文部 省 之 邀 赴 日 作 巡 回 讲演 ,主要 在 日 本 东北 大 学 任 客 座 教 授 。 

参加 在 东京 大 学 举行 的 微分 几何 会 议 。 应 桂 田 芳 枝 (K. Yoshie, 1911 ~ 1980) 
与 铃木 治 夫 之 邀 在 北海 道 大 学 演讲 ,题目 是 《 复 流 形 中 的 实 曲 面 》。 

8H ”出席 在 温哥华 举行 的 第 17 届 国 际 数学 家 大 会 。 

再 次 回 中 国 。 有 诗 一 首 。 


1975 年 (64 47 ) 


获 美国 国家 科学 奖章 。 

杨振宁 弄 清 纤维 从 和 规范 场 的 关系 ,驱车 到 陈省身 家 谈论 这 一 令 人 惊异 的 事 。 
杨振宁 认为 纤维 从 是 数学 家 想像 出 来 的 。 陈 省 身 说 :不 ,不 。 这 些 不 是 想像 出 来 
的 ,它们 是 自然 而 真实 的 。 


1976 年 (65 47) 


任 美 国 数学 会 维 布 伦 奖 评选 委员 会 主席 。 
参加 在 德国 Oberwolfach 举行 的 “整体 微分 几何 大 会 ”。 


1978 年 (67 4 ) 


被 伯克利 加 利 福 尼 亚 大 学 学 术 委员 会 选 为 该 校 1978 年 度 “教师 学 术 演讲 人 ”， 
陈 的 演讲 题目 是 (从 三 角形 到 流 形 》。 

北京 大 学 名 誉 教授 ;南开 大 学 名 誉 教授 ;中国 科学 院 系 统 科 学 研究 所 名 誉 
教授 。 

德国 著名 的 斯 普 林 格 出 版 社 出 版 了 《陈省身 论文 选 ) 第 一 卷 。 

在 美国 与 一 些 华 人 学 者 商讨 如 何 帮 助 中 国 把 科学 技术 搞 上 去 。 有 的 学 者 认为 
可 以 让 大 陆 的 年 青 人 来 美国 学 习 , 做 助教 ,学 成 后 回国 。 陈 认为 这 不 是 最 好 的 办 
法 ,因为 这 样 会 使 最 好 的 人 才 都 留 在 美国 。 他 认为 关键 在 于 帮助 中 国 在 自己 的 土 
地 上 建立 培养 高 级 人 才 的 基地 。 
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陈 以 后 几乎 每 年 回国 访问 讲学 。 并 在 与 吴 大 任 谈话 中 ,多 次 留 露 出 余生 要 为 
祖国 的 数学 事业 作 贡 献 的 意愿 ,这 成 为 以 后 创办 南开 数学 所 的 契机 。 


1979 年 (68 47) 


进入 美国 数学 会 俄 文 与 其 他 外 文 [数学 文献 ] 翻 译 委员 会 (至 1981 年 )。 

3 月 参加 在 普林斯顿 高 级 研究 所 举行 的 爱 因 斯 坦 (A. Einstein, 1879 ~ 1955) 
诞生 一 百 周年 纪念 会 , 作 人 《广义 相对 论 与 微分 几何》 的 演讲 。 

从 伯克利 加 利 福 尼 亚 大 学 退休 , 任 名 誉 教授 ,但 仍然 在 该 校 执教 至 1984 年 。 

6H ”学校 为 陈省身 的 退休 举行 《整体 分 析 与 整体 几何 国际 研讨 会 ,历时 一 
周 , 出 席 者 三 百 余 人 。 到 会 的 中 国 数学 家 有 吴 文俊 、 廖 山 涛 、 谷 超 之 、 胡 和 生 。 


1980 年 (69 47) 


4H28H-6H 13H 在 北京 大 学 开设 “微分 几何 "研究生 课程 。 前 后 共 7 
周 。 要 求学 生 做 习题 ,参加 考试 。 讲 课 内 容 由 陈 维 桓 整理 , 以 《微分 几何 讲义 》 的 书 
名 出 版 。 
8 月 18 日 ~9 月 20 日 在 陈省身 建议 和 组 织 下 ,举行 首届 ”国际 微分 儿 何 与 
微分 方程 会 议 ”( 简 称 “ 双 微 ” 会 议 )。 陈 省 身 任 美国 代表 团团 长 。 
中 国 科 学 院 研 究 生 院 名 誉 教授 。 
在 北京 大 学 .南开 大 学 和 暨南 大 学 演讲 , 提 到 ， 我 们 的 希望 是 在 21 世纪 看 见 
中 国 成 为 数学 大 国 "”。 演 讲 内 容 经 增订 以 4 对 中 国 数学 的 展望 》 为 题 刊登 在 4 自然 杂 
志 》1981 年 第 一 期 中 。 
与 布 思 比 (W. M. Boothby, 1918 ~ ) 和 王 叔 平 合作 撰文 4 王 宪 钟 的 数学 工 
作 放 5 
9430 访问 中 国 科学 院 理论 物理 研究 所 。 归 而 赋 诗 一 首 : 
物理 几何 是 一 家 共同 携手 到 天 涯 
黑洞 单 极 穷 奥秘 ”纤维 联络 织锦 起 
进化 方程 孤立 异 对偶 曲率 瞬息 空 
畸 算 竟 有 天 人 用 持 花 一 笑 不 言 中 


1981 年 (70 27) 


1H6-7H 斯 隆基 金 会 。 
3 月 4~7 日 访问 哈佛 大 学 。 
3 月 14 日 在 哈佛 大 学 参加 午餐 会 。 | 
? 月 与 当时 的 南开 大 学 副 校长 胡 国 定 三 次 会 谈 , 讨 论 建 立 南开 数学 研究 所 
的 具体 事宜 。 
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4H2H 写 信 给 胡 国 定 ,再 次 表示 愿 为 母校 做 一 点 事 。 

4 月 9 日 再 访 苏黎世 工业 大 学 。 

5 月 16~20 日 访问 汉堡 大 学 、 柏 林 大 学 。 

5 月 23~25 日 日 内 瓦 。 

7 月 25 日 ~8 月 17 日 在 里 约 热 内 卢 参 加 巴西 数学 研究 所 开幕 , 陈 有 好 几 个 

优秀 的 巴西 学 生 。 
11 H 14- 15H 去 洛杉矶 加 利 福 尼 亚 大 学 开会 。 
美国 国家 基金 会 宣布 在 伯克利 建立 数学 研究 所 ,陈省身 任 首 任 所 长 。 


1982 年 (71 BF) 


上 半年 在 欧洲 访问 .讲学 。 

6H29H 返 美 。 

8 月 18 日 去 北京 。 

8 月 23 日 ~9 月 10 日 参加 在 长 春 举行 的 第 三 届 国 际 " 双 微 " 会 议 。 

9 月 3 日 ”在 北京 大 学 作 “ 网 几何 ”的 报告 。 

9 月 17 日 BŽ. 

10H 19H ABM AA. 

11 H1H ” 写 信 胡 国定 ,商讨 筹建 “数学 楼 "事宜 。 

11 HU H 写 信 吴 大 任 、 胡 国定 ,提出 要 把 收藏 的 全 部 数学 书籍 约 万 余 册 捐 
赠 给 南开 。 

11 月 20 日 获 苏黎世 工业 大 学 名 誉 数学 博士 。 

获 德国 洪 堡 奖 。 访 问 德 国 波恩 马克 斯 ' 普 朗 克 数学 研究 所 。 


1983 年 (72 47) 


5 月 3 日 写 信 胡 国定 ,对 南开 “数学 楼 ”的 结构 布局 提出 详细 建议 。 

SH30H 参加 罗 伦 特 ' 施 瓦尔 茨 (Laurent Schwartz, 1915 ~ ) 庆 祝 会 。 

8H 获 美国 数学 会 斯 带 尔 奖 , 以 表彰 他 的 “整个 数学 工作 所 产生 的 长 期 影 
响 ”。 获 奖 介绍 中 称 陈 是 “ 半 个 世纪 以 来 微分 几何 界 的 领袖 。 他 的 工作 既 深 刻 又 优 
美 , 典 型 例子 就 是 他 的 关于 高 斯 - 博 内 公式 的 内 蕴 证 明 ”。 

11 月 第 三 世界 科学 院 创 始 成 员 。 

设立 “陈省身 项 目 ”, 每 年 20 名 。 由 陈省身 联系 , 赴 美 国 留学 。 


1984 年 (73 47) 


4 月 16 日 访问 攀 霹 (1914 ~ ”)( 圣 巴巴 拉 加 利 福 尼 亚 大 学 ); 访 问 华罗庚 (加 
利 福 尼 亚 理工 大 学 ) ;在 洛杉矶 加 利 福 尼 亚 大 学 演讲 。 
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4 月 23~27 日 ”在 科罗拉多 大 学 作 乌 拉 姆 演讲 。 

任 美国 数学 研究 所 1984 ~ 1985 年 度 微分 几何 项 目 委 员 会 主席 。 

秋 美国 数学 研究 所 所 长 任期 届满 , 任 名 誉 所 长 。 . 

接受 中 华人 民 共 和 国教 育 部 部 长 何 东 昌 的 邀请 , 任 南开 数学 研究 所 所 长 。 之 
前 , 胡 国 定 与 吴 大 任 一 起 到 中 央 各 部 门 奔走 、. 呼 吁 ,使 有 关 领 导 认 识 到 聘请 陈省身 
来 华 任职 的 重要 意义 ,终于 促成 美 事 。 

受聘 南京 大 学 名 誉 教授 。 

5H 与 爱 尔 特 希 (P. Erdos, 1913 ~ 1996) 一 起 获 1983 ~ 1984 年 度 沃 尔 夫 奖 ， 
分 享 10 万 美元 奖金 ,获奖 原因 是 “对 整体 微分 几何 的 深远 的 贡献 ,影响 了 整个 数 
学 "。 赴 以 色 列 接受 由 总 统 贺 索 颁 发 的 该 奖 。 陈 省 身后 把 奖金 赠 给 了 南开 数学 人 研 
究 所 。 

8 月 12 日 到 北京 。 

8H25H ”邓小平 (1904 ~ 1997) 设 午 宴 招待 。 

8 月 27 日 游 兰州 敦煌。 

9 月 1 日 返 美 。 


1985 年 (74 4 ) 


3H ”中国 数学 会 设 “ 陈 省 号 "数学 奖 , 由 香港 亿 利 达 工 业 发 展 集团 有 限 公司 
提供 资金 。 奖 励 中 青年 数学 家 所 取得 的 成 就 ,每 两 年 颁发 一 次 。 

5 月 19 日 纽约 大 学 石 溪 分 校 名 誉 博士 。 

6 月 5 日 ”到 北京 。 

6 月 10 日 接受 南开 大 学 名 誉 博士 。 

6 月 14 日 ”华罗庚 去 世 。 

到 黄山 , 乘 车 去 上 海 。 为 嘉兴 秀 州 中 学 题写 "日 新 楼 "楼 名 。 

6H 受聘 华东 师范 大 学 名 誉 教授 ,同时 为 该 校 《数学 教学 ?杂志 题 词 :二 十 
一 世纪 数学 大 国 ”。 

9 月 3 日 到 汉堡 参加 布 拉 施 克 纪 念 会 (9 月 6 日 ?)。 

9 月 9 日 ”当选 为 英国 星 家 学 会 外 籍 会 员 。 

10 月 9 日 到 上 海 。 | 

10H 17 日 ”在 天 津 为 南开 数学 研究 所 揭牌 。 就 任 第 一 任 所 长 。 关 大 任 根 据 
陈省身 的 思想 拟订 了 “立足 南开 、 面 向 全 国 、 放 了 眼 世界 ”的 办 所 宗旨 。 

1985 ~ 1986 年 度 为 "南开 数学 所 偏 微分 方程 年 ” ,陈省身 帮助 邀请 11 名 国际 一 
流 学 者 到 会 。 

11 月 20 日 获 南 京 大 学 名 誉 教授 。 到 杭州 香港 。 

12 月 ”参加 6 日 至 10 日 在 上 海 举 行 的 中 国 数学 会 50 周年 年 会 。6 HEFE 
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复旦 大 学 大 礼堂 举行 的 开幕 式 上 作 题 为 《五 十 年 的 世界 数学 》 的 报告 。7 H, E 
海 市 市 长 江泽民 在 国际 饭店 会 见 来 华 参加 年 会 的 15 位 外 国 数学 家 和 部 分 中 国 数 
学 家 。 
发 起 组 织 在 法 国 里 昂 举 行 的 4 埃 利 ' 嘉 当 的 数学 遗产 》 研 究 会 。 
受聘 中 国 科 技 大 学 名 誉 教授 ,北京 师范 大 学 名 誉 教授 ,浙江 大 学 名 誉 教授 、 名 
eSI. 


1986 ^E (75 4 ) 


SHISH 在 南开 数学 所 主持 1986 ~ 1987“ 几 何 与 拓扑 年 "的 学 术 活 动 安排 。 

5 月 6 日 ~18 日 ”先后 访问 北京 昆明、 成 都 .重庆 、 三 峡 武 汉 、 唐 山 。 

接受 杭州 大 学 名 誉 教授 .复旦 大 学 名 誉 教授 .上 海 工 业 大 学 名 誉 教授 。 

伦敦 数学 会 名 誉 会 员 ,意大利 西西 里 Paloritani 学 院 通 讯 院士 。 

在 北京 101 中 学 与 参加 全 国 中 学 生 数 学 奥林匹克 集训 队 的 学 员 座 谈 。 

6 月 ”陪同 杨振宁 访问 南开 数学 研究 所 。 

7 月 8 日 返 美 。 

8 月 3~11 日 国际 数学 家 大 会 在 伯克利 举行 。 中 国 代表 权 问 题 获 得 解决 。 
中 国 “ 在 数学 上 是 统一 了 ”。 陈 省 身 在 此 过 程 中 起 了 重要 作用 。 匡 文俊 在 分 组 会 上 
VE 45 分 钟 报告 ,陈省身 主持 会 议 

9H30H 去 香港 、 天 津 , 作 “ 微 分 几何 十 讲 ”。 

11 月 2 日 邓小平 接见 , 千 宴 招待 。 

12 月 1 日 返 美 。 


1987 年 (76 47) 


2H 在 休斯顿 实验 室 工作 的 女婿 朱 经 武 和 他 的 同事 宣布 发 现 一 种 可 以 在 高 
于 液 氮 温 度 下 成 为 超导体 的 材料 。 

4H25H 香港 , 住 刘 永 龄 家 。 

5 月 6 日 在 南开 大 学 举行 首届 "陈省身 数学 奖 ” 颁 奖 仪式 , 钟 家 庆 和 张 恭 庆 获 
奖 。 陈 省 身 借 夫人 出 席 , 并 亲自 授奖 。 

到 济南 、 曲 蛙 、 厦 门 。 EE E 并 题词 :“ 数 学 前 途 无 限 ， 数学 家 
的 前 途 亦 无 限 。 

6 月 1 日 在 清华 大 学 畅游 故地 , 胡 国 定 等 陪同 。 

6 月 9 日 返 美 。 

9 月 9 日 在 北京 住 一 星期 ,参加 9 月 14 日 至 18 日 举行 的 第 三 世界 科学 院 
会 议 。 
10 月 ” 赴 日 本 参加 在 东北 大 学 举行 的 微分 几何 研讨 会 ,演讲 题目 是 《4 迪 潘 子 
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流 形 》。 
12H7H 当选 为 纽约 科学 院 终 身 名 誉 院士 。 
天 津 大 学 名 誉 教授 ,日 本 东北 大 学 名 誉 教授 。 


1988 年 (77 岁 ) 


当选 意大利 罗马 林 琴 科学 院外 籍 院士 。 

8 月 19 日 由 苏黎世 到 北京 。 

8H20-24H 由 陈省身 提议 ,在 南开 数学 研究 所 召开 “二 十 一 世纪 中 国 数学 
展望 "学 术 讨 论 会 。 会 议 的 主题 是 :群策群力 ,使 数学 率先 赶 上 国际 先进 水 平 。 陈 
省 身 再 次 提出 :“ 中 国 应 该 成 为 21 世纪 数学 大 国 。 "到 会 的 李铁映 称 之 为 “陈省身 猜 
想 ”。 此 次 会 议 的 重要 结果 是 “天 元 基金 ”的 设立 。12 月 ,国务 院 正式 批准 这 项 数学 
专项 基金 的 设立 。 第 一 年 为 100 万 元 。 以 后 增 至 每 年 200 万 元 。 

访问 大 连 。 

11 月 9 日 返 美 。 


1989 年 (78 47) 


法 国 科学 院外 籍 院士 ,美国 哲学 学 会 会 员 。 

2 月 3 日 ~3 月 30 日 休斯顿 , 博 赫 纳 (Salomon Bochner, 1899 ~ 1982) 纪 念 

夏 天 津 铁路 一 中 ( 原 扶 轮 中 学 ) 设 立 陈省身 奖学金 。 参 加 首届 颁奖 仪式 。 

10 月 9 日 ”在 北京 科学 会 堂 举行 第 二 届 “ 陈 省 身 数学 奖 ” 颁 奖 仪 式 和 《陈省身 
文选 首发 仪式 。 李 邦 河 与 姜 伯 驹 获奖 。 陈 省 身 出 席 , 并 作 讲 话 。 

10 月 10 日 ”江泽民 主席 在 中 南海 会 见 并 宴请 陈省身 和 夫人 郑 士 宁 。 

10H 16 日 ”参加 南开 大 学 “纪念 姜 立 夫 先 生 诞 辰 100 JE" EE" Er ATIS ISI 
幕 仪式 ”。 陈 省 身 是 铜 像 的 两 位 捐献 人 之 一 。 

10 月 25 日 金婚 及 生日 大 会 。 

10 月 30 日 “广州 , 姜 立 夫 百年 纪念 ,广东 旅行 。 


11 月 9 日 返 美 。 
斯 普 林 格 出 版 社 出 版 《陈省身 论文 选 ) 第 二 至 四 卷 。 
1990 年 (79 47) 


1H ”中国 数学 奥林匹克 设立 “陈省身 奖杯 ”。 
4H28-29H 参加 在 美国 圣母 大 学 举行 的 多 复 变 函数 值 分 布 理论 研讨 会 ， 
夫人 郑 士 宁 同 行 。 研 讨 会 前 一 天 女婿 朱 经 武 正 应 邀 在 该 校 物 理 系 作 关于 高 温 超 导 
的 报告 , 陈 也 前 往 听讲 。 
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-陈省身 文集 一- 
“陈省身 年 谱 
夏 ” 郑 绍 远 与 丘成桐 组 织 陈省身 79 岁 祝寿 会 ,许多 学 生 和 朋友 参加 。 


1991 年 (80 4 ) 


1H24H 写 信 胡 国定 ,提出 每 年 捐 南开 数学 研究 所 一 万 美元 。 多 年 来 实际 
捐款 . 捐 物 的 价值 远 超 此 数 ,无 法 准确 统计 。 

5 月 ”参加 由 中 国 自然 科学 基金 会 支持 、 在 南开 数学 研究 所 召开 的 “第 二 次 二 
十 一 世纪 中 国 数 学 展望 学 术 讨论 会 ” , 任 会 议 名 誉 主席 。 

5 月 19 日 上 午 出 席 全 体会 议 , 并 作 讲 话 。 下 午 中 国 数学 会 举行 第 三 次 陈 省 
身 数学 奖 颁奖 仪式 ,陈省身 俏 夫 人 出 席 , 并 在 仪式 上 讲话 。 获 奖 者 是 首 刚 和 误 克 
勤 。 吴 文俊 作 《 陈 省 身 教 授 学 术 成 就 》 的 学 术 报 告 。 会 议 期 间 南 开 大 学 还 组 织 了 陈 
省 身 教授 八 十 寿辰 的 庆祝 会 。 

11 月 83$. 


1992 年 (81 47) 


5 月 31 日 参加 纪念 中 国 自然 科学 基金 会 成 立 十 周年 学 术 报 告 会 ,在 会 上 作 
《二 十 一 世纪 的 数学 》 的 讲演 。 

6H ”参加 南开 大 学 举行 第 21 届 “ 理 论 物理 中 的 微分 儿 何 方法 "国际 会 议 。 

丘成桐 主编 的 《陈省身 一 一 20 世纪 伟大 的 儿 何 学 家 》( 英 文 版 ) 由 香港 国际 书局 
出 版 。 其 中 收入 许多 陈 的 朋友 和 学生 们 的 回忆 文章 。《 美 国 数学 会 通告 》( Notices) 
中 的 书评 说 :“ 这 些 文章 反映 了 这 位 伟大 数学 家 的 智慧 和 他 与 年 轻 儿 何 学 家 交往 中 
倾注 的 热情 。 


1993 年 (82 7) 


印 任 南开 数学 研究 所 所 长 , 任 名 誉 所 长 。 

5 月 14 日 下 午 储 夫人 出 席 在 南开 大 学 举行 的 第 四 次 陈省身 数学 奖 颁奖 仪 
式 , 并 在 会 上 讲话 。 

5 月 ”和 丘成桐 在 受 江泽民 总 书记 接见 时 ,一 起 建议 中 国 争 取 在 本 世纪 末 或 
下 世纪 初 举办 一 次 国际 数学 家 大 会 。 

6 月 3 日 ”接受 中 国 科学 院 数 学 研究 所 名 誉 教授 。 | 

6H7H 访问 北京 师范 大 学 , 作 《 李 氏 球 几 何 》 的 报告 。 题 词 : 百年 树 人 , 数 


1994 年 (83 4) 


6 月 8 日 当选 为 中 国 科学 院 首 批 外 籍 院士 。 
9 月 “与 杨振宁 一 起 出 席 在 8 月 31 日 至 9 月 9 日 在 香港 举行 的 中 国 国家 自然 
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陈省身 年 谱 ~ 
”陈省身 文集 
基金 会 数学 优先 资助 领域 研讨 会 ,两 人 均 在 会 上 讲话 。 
10 月 31 日 参观 刚 落成 的 天 津 科 技 馆 , 给 予 高 度 评价 。 
有 诗 :“ 人 生 曾 几何 ? 八 十 一 瞬间 ;光阴 微分 计 , 临 老 不 偷 闲 。 


1995 年 (84 岁 ) 


1 月 ”伯克利 加 利 福 尼 亚 大 学 数学 系 1976 年 的 博士 毕业 生 乌 米 尼 (R. Uomini) 
赢得 2 000 多 万 美元 的 彩票 大 奖 ,为 了 感谢 他 所 尊敬 的 陈省身 教授 对 他 的 教导 和 帮 
助 , 他 决定 要 为 数学 系 设立 基金 ,每 年 以 陈省身 访问 学 者 的 名 义 邀 请 一 位 著名 的 数 
学 家 前 来 访问 讲学 。 第 一 位 是 英国 的 M. 阿 蒂 亚 (M. F. Atiyah, 1929~ ), 

SH 参加 5 月 18 日 至 21 日 在 北京 清华 大 学 举行 的 中 国 数学 会 第 七 次 代表 
大 会 暨 六 十 周年 年 会 ,在 大 会 上 致辞 。 并 参加 在 开幕 式 上 举行 的 第 五 届 陈 省 身 数 
学 奖 (获奖 者 洪 家 兴 与 马 志明 ) 和 第 二 届 华 罗 庚 数学 奖 颁奖 仪式 。 

5H ERAF 22 日 起 在 贵州 作为 期 一 周 的 讲学 和 访问 。23 日 上 午 在 贵州 
大 学 学 术 报 告 厅 为 贵州 数学 界 作 《数学 研究 的 一 些 最 近 进展 ) 的 演讲 。 下 午 与 吴 文 
俊 等 人 访问 贵州 一 中 ,临别 题写 “数学 是 一 切 学 问 的 基础 "。26 日 上 午 来 到 贵州 教 
育 学 院 会 议 厅 ,与 贵州 数学 界 各 方面 的 代表 以 及 教育 学 院 数学 系 师 生 进行 座谈 。 

8 月 10 日。 周 炜 良 长 期 患 病 后 逝世 。 陈 撰文 悼念 ,回顾 周 的 生平 工作 以 及 和 
他 的 交往 。 


1996 年 (85 47) 


3 月 ”首位 陈省身 访问 学 者 英国 牛顿 数学 研究 所 所 长 阿 蒂 亚 前 来 访问 五 周 ， 
并 举行 报告 会 。 

SHIAH 获 国务 院 设立 的 “中 国 国 际 科技 合作 奖 ”。 

9 月 ”由 郑 绍 远 、 李 伟 光 和 田 刚 编辑 的 《陈省身 选集 (英文 ) 出 版 。 


1997 年 (86 岁 ) 


2 月 25 日 ”陈省身 在 芝加哥 大 学 指导 的 博士 .美国 著名 几何 学 家 路易 斯 : 奥 斯 
兰 德 (L，Auslander，1928 ~ 1997) 逝 世 。 陈 撰文 蛋 念 。 

9H 在 台湾 《传记 文学 》 上 发 表 文章 《 论 清太 宗 孝 庄 皇后 》。 这 是 一 篇 有 关 清 
初 历史 的 论文 。 


1998 年 (87 岁 ) 


著名 数学 家 ,法国 布尔 巴 基 学 派 领袖 、 陈 省 身 多 年 好 友 安 德 烈 ` 韦 伊 逝 世 。 陈 
撰文 回忆 与 韦 伊 的 交往 和 他 的 工作 。 
3 月 5~7 日 伯克利 加 利 福 尼 亚 大 学 数学 系 举 办 第 三 届 陈 省 身 访 问 学 者 年 度 
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陈省身 文集 
陈省身 年 谱 
研讨 会 。 陈 省 身 作 大 会 报告 《射影 几何 学 ;本 届 陈 省 身 访问 学 者 希 策 布 鲁 赫 (下 . 
E. P. Hirzebruch, 1927 ~ ) 作 报告 《我 为 什么 喜欢 陈 类 ?》 
12H7H 第 六 届 陈 省 身 奖 颁奖 仪式 在 南开 大 学 举行 ,获奖 者 是 王建 般 和 文 
兰 。 陈 省 身 因 身 体 欠 安 未 能 回国 参加 颁奖 。 


1999 年 (88 4) 


9 月 24 日 ,在 复旦 大 学 参加 求实 基金 会 科学 奖 的 颁发 仪式 。 并 作 《 什 么 是 几何 
学 》 的 学 术 报 告 。 这 也 是 复旦 大 学 杨 武 之 讲座 的 第 一 讲 。 

9 月 28 日 ,在 嘉兴 秀 州 中 学 出 席 " 陈 省 身 铜 像 揭幕 仪式 ” ,以 及 “陈省身 故居 Zu 
念 牌 的 揭幕 仪式 。 

10 月 4~5 日 ,在 复旦 大 学 进行 “ 杨 武 之 讲座 ”的 第 二 ,三 讲 。 

10 月 6 日 ,到 南开 大 学 。 


2000 年 (89 岁 ) 


1 月 9 日 天 津 科 技 馆 为 陈省身 竖立 半身 铜 像 。 

1 月 12 日 夫人 郑 士 宁 逝世 于 南开 寓所 。 

1H28H 张 黄 宙 等 来 南开 商讨 华东 师范 大 学 出 版 社 出 版 《陈省身 文集 ? 事 
宜 ,事后 有 访谈 录 , 发 表 于 2000 年 6 月 的 上 海 4 和 科学》 杂志, 以 及 2000 年 8 月 号 《高 
等 数学 教学 》。 

3 月 6 日 第 七 届 陈 省 身 数学 奖 颁奖 仪式 在 南开 大 学 举行 , 王 诗 成 与 龙 以 明 获 
奖 。 陈 省 身 参 加 仪式 并 为 获奖 者 颁奖 。 

5H 与 德国 数学 家 希 策 布 鲁 赫 合 编 的 《Wolf Prize in Mathematics》( 第 一 卷 ) T 


新 加 坡 世 界 科技 出 版 公司 出 版 。 
9 月 14 日 ”陈省身 回国 定居 欢送 会 在 中 国 旧 金山 领事 馆 举 行 。 中 美 两 国 近 百 
名 科学 家 前 来 送行 。 


9 月 27 日 ARE, A Ein SIT. 

10H2H 去 嘉兴 秀 州 中 学 参加 建 校 100 周年 典礼 。 

10 月 9~13 日 发 起 并 主持 的 《 陈 国 才 、 周 炜 良 纪念 会 议 )( 代 数 几 何 与 代数 拓 
扑 国 际会 议 ) 在 南开 大 学 召开 。 世 界 著名 数学 家 阿 蒂 亚 ,国际 数学 联盟 主席 帕 利 斯 
(Jr. J. Palis, 1940~ “) ,秘书 长 格 里 菲 思 (P. Griffiths, 1938~ ) 等 到 会 。13 日 ， 
He A ELIE RR LESH RE, RR KEK SEA RER BMS 
陪同 。 

12 月 11 日 受聘 任 天 津 科学 技术 馆 名 誉 馆 长 。 

12 月 18 日 参加 纪念 华罗庚 90 诞辰 国际 数学 讨论 会 ,并 在 会 上 作 《 我 与 华 罗 
庚 》 的 发 言 。 同 日 受聘 清华 大 学 名 誉 教授 。 | 

429 


a) EN 
“陈省身 文集 。 


2001 年 (90 47) 


年 初 ,当选 俄罗斯 科学 院外 籍 院士 

4 月 16 日 提议 的 “南开 大 学 天 津 大 学 刘 徽 应 用 数学 中 心 ” 获 得 国家 教育 部 批 
准 成 立 ,并 任 首 届 学 术 委 员 会 主任 。 

4H27H ”出席 清华 大 学 90 周年 校庆 学 术 报 告 会 。 演 讲 题目 :《 芬 斯 勤 
几何 》。 | 
5H21-24H 以 “ 求 是 基金 会 ”顾问 身份 到 泰国 曼谷 参加 会 议 。 

7 月 12~18 日 ERWIES. 

8 月 13~17 日 赴 承 德 旅游 。 

9 月 20~22 日 到 上 海 复 旦 大 学 ,出席 苏 步 青 百 岁 寿辰 国际 数学 会 议 。 作 大 
会 演讲 :《 支 流 形 的 全 曲率 》。 

9 月 23~29 日 ”应 浙江 大 学 邀请 讲学 , 住 杭州 刘 庄 , 室 临 湖 。 多 次 演讲 座谈 。 
游 绍 兴 XS. 

10H 11 日 ” 获 柏林 工业 大 学 博士 。 并 因 几 何 贡献 获 汉 堡 大 学 授予 的 布 拉 施 
克 奖 章 。 由 于 不 能 赴 德 , 伯 本 考 (A. Bobenko) 教授 亲 送 奖章 来 天 津南 开 大 学 。 

10H 12 日 ”开始 上 "后 微 积 分 ”( 为 学 过 微 积分 的 人 加 深 理 解 微 积 分 的 本 质 、 
价值 和 意义 )。 南 开 大 学 ,天津 大 学 及 他 校 学 生 听讲 十 分 踊跃 。 

10 月 20~21 日 出 席 求 是 青年 奖 获 得 者 学 术 报 告 会 。 

10H 23H WHE, WKRAARA. 
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Joint Summer Research Conference on Finsler Geometry = 芬 斯 勤 几 何 ( 鲍 大 维 、 陈 省 身 、 
沈 忠 民 编 )//American Mathematical Society (1996) , 310p, ISBN 082180507X. 

10. (Edited by Thomas E. Cecil, Shiing-Shen Chem) Tight and Taut Submanifolds: 
Papers in Memory of Nicolaas H. Kuiper = 紧密 与 套 紧 子 流 形 : N.H. 凯 珀 纪念 论文 集 
( 赛 西 尔 、 陈 省 身 编 )//Cambridge, UK; New York: Cambridge University Press (1997), 
349p, ISBN 0521620473. 

11. (Edited by S. S. Chem, F. Hirzebruch) Wolf Prize in Mathematics ( Volume 
1) = 数学 沃 尔 夫 奖 ( 第 一 卷 ) (陈省身 、 希 策 布 鲁 赫 编 )//World Scientific (2000) , 
761p, ISBN 9810239459. | 
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3. Shiing-Shen Chern Selected Papers = 陈省身 论文 选 //Springer-Verlag (1978) , 
508p, ISBN 0387903399. 

4. Shiing-Shen Chem Selected Papers = 陈省身 论文 选 //Springer-Verlag (1989) , 
Vols. II , 444p; Vols. II, 504p; Vols. IV , 462p. 

5. Chem—A Great Geometer of the Twentieth Century (Edited by S. T. Yau) = 陈 
省 身 一 一 20 世纪 伟大 的 几何 学 家 (丘成桐 编 )//Intemational Press (1992), 319p, 
ISBN 962 - 7670 - 02 - 2. 
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1932 年 


1. Pairs of plane curves with points in one-to-one correspondence = 具有 一 一 对 应 
点 的 平面 曲线 对 /清华 大 学 理科 报告 ,1(1932) ,145 ~ 133. 


1935 年 


2. Triads of rectilinear congrueneces with generators in correspondence = 具有 对 应 
母线 的 直 纹 线 汇 三 元 组 // Tohoku Math. J.40(1935) 179 ~ 188. 

3. Associate quadratic complexes of a rectilinear congruence = 直 纹 线 汇 的 相伴 二 
次 复 形 //Tohoku Math. J. 40(1935) 293 ~ 316. 

4. Abzahlungen für Gewebe = 网 的 计算 //Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 11 
(1935) 163 - 170. 


1936 年 


5. Eine Invariantentheorie der Dreigewebe aus r-dimensionalen Mannigfaltigkeiten im 
Ro, = 2r 维 空间 中 > 维 流 形 的 三 重 网 不 变 理 论 // Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 
11(1936) 333 ~ 358. 


1937 年 


6. Sur la géométrie d’ une équation différentielle du troisième ordre = 关于 三 阶 微分 
方程 的 几何 学 //C. R. Acad. Sci. Paris 204(1937) 1227 ~ 1229. 
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7. Sur la possibilité de plonge un espace à connexion projective donné dans un espace 
projectif = 论 把 带 有 给 定 射影 联 络 的 空间 浸入 射影 空间 的 可 能 性 //Bull. Sc. 
Math . 61(1937) 234 ~ 243. 


1938 年 


8. On projective normal coordinates = 关于 射影 正规 坐标 //Ann. of Math. 39 
(1938) 165 ~ 171. 
9. 关于 两 个 仿 射 联络 // 云 南大 学 学 报 ,1(1938), 1 ~ 18. 


1939 年 


10. Sur la géométrie d’ un système d’ équations différentielles du second ordre = KF 
二 阶 微分 方程 组 的 几何 学 //Bull. Sci. Math. 63(1939) 206 ~ 212. 


1940 年 


11. The geometry of higher path-space = 高 维 道路 空间 的 几何 学 // 中 国 数学 会 学 
报 ,2(1940), 247 ~ 276. | 

12. Sur les invariants intégraux en géométrie = 关于 几何 中 的 不 变 积 分 // 清 华 大 
学 理科 报告 ,4(1940) ，85 ~ 95. 

13. 微分 方程 Y = F(x, y, y, y ) 的 几何 学 /清华 大 学 理科 报告 ,4(1940) , 
97 ~ 111. 

14. Sur une généralisation d’une formule de Crofton = 关于 克 罗 夫 顿 公式 的 一 个 
TE] //C.R. Acad. Sci. Paris 210(1940) 757 ~ 758. 

15. (with. C. T. Yen) Sulla formula principale cinematica dello spazio ad n 
dimensioni = n 维 空间 主 运动 式 ( 与 严 志 达 合 作 )//Boll. Un. Mat. Ital. 2(1940) 
434 ~ 437. 

16. 克 罗 夫 顿 (Crofton) 公 式 的 推广 // 武 汉 大 学 理科 杂志 ,7(1940), 1 ~ 16. 


1941 年 


17. Sur les invariants de contact en géométrie projective différentielle = 关于 射影 微 
分 几何 的 切 触 不 变量 //hcta Pontif. Acad. Sci. 5(1941) 123 ~ 140. 
18. 中 国 算 学 之 过 去 与 现在 // 科 学 ,25 卷 5~6 期 ,1941 年 . 


1942 年 


19. On integral geometry in Klein spaces = 关于 克 莱 因 空间 的 积分 几何 //hnn. 
of Math. 43(1942) 178 ~ 189. 
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20. On the invariants of contact of curves in a projective space of n dimensions and 
their geometrical interpretation = 关于 n 维 射影 空间 曲线 的 切 触 不 变量 和 它们 的 几何 
解释 // 中 央 研 究 院 院 记录 ,1(1942) , 11 ~ 15. 
21. The geometry of isotropic surfaces = 迷 回 曲面 几何 /AL[4mm .of Math. 43(1942) 
545 ~ 559. 
22. On a Weyl geometry defined from an ( n - 1)-parameter family of hypersurfaces in 
a space of n dimensions = 关于 由 n 维 空间 的 超 曲 面 n - 1 参数 族 定义 的 外 尔 几 何 // 
中 央 研 究 院 院 记 录 ,1(1942), 7~10. — 


1943 年 


23. On the Euclidean connections in a Finsler space = 关于 芬 斯 勒 空间 中 的 欧 几 
里 得 联络 //Proc. Nat. Acad. Sci. USA. 29(1943) 33 ~ 37. 

24. A generalization of the projective geometry of linear spaces = 线性 空间 射影 几 
何 的 一 个 推广 //Proc. Nat. Acad. Sci. USA. 29(1943) 38 ~ 43. 


1944 年 


25. Laplace transforms of a class of higher dimensional vaneties in a projective space of 
n dimensions = n 维 射影 空间 中 一 类 高 维 艇 的 拉 普 拉 斯 变换 //Proc. Nat. Acad. 
Sci. USA. 30(1944) 95 ~ 97. 

26. A simple intrinsic proof of the Gauss-Bonnet formula for closed Riemannian 
manifolds = ARSE FS T ERE ZS AL — 1-18] RJ PI ZR ERA //Ann. of Math. 45 
(1944) 747 ~ 752. 

27. Integral formula for the characteristic classes of sphere bundles = 球 丛 示 性 类 的 
积分 公式 //Proc. Nat. Acad. Sci. USA. 30(1944) 269 ~ 273. 

28. On a theorem of algebra and its geometrical application = 关于 一 个 代数 定理 及 
其 几何 应 用 //J. Indian Math. Soc. 8(1944) 29 ~ 36. 


1945 年 


29. On Grassmann and differential rings and their relations to the theory of multiple 
integrals = 论 格拉 斯 曼 , 微 分 环 及 其 与 多 重 积 分 的 关系 // Sankhya 7(1945) 2 ~ 8. 

30. Some new characterizations of the Euclidean sphere = Dk JL BER IG FH 
特性 // Duke Math. J. 12(1945) 279 ~ 290. 

31. On the curvatura integra in a Riemannian manifold = i£ 58 & Mi JE En] dh A 
积分 //Ann. of Math. 46(1945) 674 ~ 684. 

32. On Riemannian manifolds of four dimensions = * T VU 448 & ji JE // Bull. 
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Amer. Math. Soc. 51(1945) 964 ~ 971. 


1946 年 


33. Some new viewpoints in the differential geometry in the large = 大 范围 微分 几何 
的 若干 新 观点 /[ Bull. Amer. Math. Soc. 52(1946) 1 ~ 30. 

34. Characteristic classes of Hermitian manifolds = 埃 尔 米 特 流 形 的 示 性 类 // Ann. 
of Math. 47(1946) 885-121. — 


1947 年 


. 35. (with H.C. Wang) Differential geometry in symplectic space = 学 空间 微分 几 
何 ( 与 王 宪 钟 合作 )// 清 华 大 学 理科 报告 ,4(1947)，453 ~ 477. 

36. Sur une classe remarquable de variétés dans |’ espace projectif à n dimensions = 
XT n 维 射 影 空间 中 一 类 值得 注意 的 流 形 // 清 华 大 学 理科 报告 ,4(1947)，328 ~ 
336. 

37. On the characteristic classes of Riemannian manifolds = X T 3E & DUE 的 示 性 
类 //Proc. Nat. Acad. Sci. USA. 33(1947) 78 ~ 82. 

38. Note of affinely connected manifolds = {i iE UP A ETO// Bull. Amer. 
Math. Soc. 53 (1947) 820 ~ 823; correction ibid 54(1948) 985 ~ 986. 

39. On the characteristic ring of a differentiable manifold = 关于 微分 流 形 的 示 
性 环 // 中 央 研 究 院 院 记录 ,2(1947), 1-5. 

40. 什么 是 拓扑 学 // 科 学 ,29 25 3 88,1947 F. 


1948 年 


41. On the multiplication in the characteristic ring of a sphere bundle = 关于 球面 从 
示 性 环 的 乘法 //Ann. of Math. 49(1948) 362 ~ 372. 

42. Note on projective differential line geometry = 射影 微分 线 几 何 的 注 记 // 中 央 
研究 院 院 记录 ,2(1948) ，137 ~ 139. 

43. (with Y.L. Jou) On the orientability of differentiable manifolds = 关于 可 微 流 
形 的 可 定向 性 (与 周 航 麟 合作 )// 清 华 大 学 理科 报告 ,5(1948)，13 ~ 17. 

44. Local equivalence and Euclidean connections in Finslerian spaces = 25330189] 25 jB] 
中 的 局 部 等 价 和 欧 几 里 得 联络 // 清 华 大 学 理科 报告 ,5(1948), 95 ~ 121. 

45. 最 近 五 年 来 数学 研究 若干 进展 // 科 学 世界 ,7 卷 1 期 ,1948 F. 


1949 年 


46. (with Y.F. Sun) The imbedding theorem for fibre bundles = X T £T HEM BA tX 
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人 定理 (与 孙 以 丰 合 作 )//Trans. Amer. Math. Soc. 67(1949) 286 ~ 303. 
47. (with Sze-tsen Hu) Parallelisability of principal fibre bundles = 主 纤维 从 的 可 
平行 性 (与 胡 世 桢 合作 ) // Trans. Amer. Math. Soc. 67(1949) 304 ~ 309. 


1950 年 


48. (with E. H. Spanier) The homology structure of sphere bundles = 球 丛 的 同调 
258 Fg (3 Eri i ALE) // Proc. Nat. Acad. Sci. USA. 36(1950) 248 ~ 255. 

49. Differential geometry of fiber bundles = 纤维 从 的 微分 几何 //Proc. Int. 
Congr. Math. (1950) I| 397 ~ 411. 


1951 年 


50. (with E. Spanier) A theorem on orientable surfaces in four-dimensional space — 


XT PGES [8] RJ XE [5] Hi Ui 8 — 4] xe X8 ( 55 rd 38 ALE) //Comm. Math. Helv. 25 
(1951) 205 - 209. 


1952 年 


51. On the kinematic formula in the Euclidean space of n dimensions = n 维 欧 几 里 
得 空间 中 的 运动 公式 //Amer. J. Math. 74(1952)227 ~ 236. 

52. (with C. Chevalley) Elie Cartan and his mathematical work = 艾 利 . 嘉 当 和 他 
HRT EOWA) Bull. Amer. Math. Sec. 58(1952) 217 ~ 250. 

53. (with N. H. Kuiper) Some theorems on the isometric imbedding of compact 
Riemann manifolds in Euclidean space = KFAR SME SE EB ik ABUL BB JR] EJ 
若干 定理 (与 凯 珀 合作 )//Ann of Math. 56(1952) 422 ~ 430. 


1953 年 


54. On the characteristic classes of complex sphere bundles and algebraic varieties = 
关于 复 球面 从 和 代数 得 的 示 性 类 /AL4mer， J. of Math. 75(1953) 565 ~ 597. 

55. Some formulas in the theory of surfaces = 曲面 理论 中 若干 公式 // Boletin de la 
Sociedad Matematica Mexicana. 10(1953) 30 - 40. | 

56. Relations between Riemannian and Hermitian geometries = 3% 曼 几 何 与 埃 尔 米 
特 几何 之 间 的 铬 干 关 系 // Duke Math. J. 20(1953) 575 ~ 587. 


1954 年 


.57. Pseudo-groupes continus infinis = 连续 的 无 限 伪 群 // Colloque de Geom. Diff. 
Strasbourg (1954) 119 ~ 136. 
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58. (with P. Hartman and A. Wintner) On isothermic coordinates/ 关于 等 温 坐 标 
(5632 温 特 合作 )//Comm. Math. Helv. 28(1954) 301 ~ 309. 


1955 年 


59. La géométrie des sous-variétés d un espace euclidien à plusieurs dimensions = 多 
维 欧 几 里 得 空间 的 子 流 形 的 几何 //1’ Ens. Math. 40(1955) 26 ~ 46. 

60. An elementary proof of the existence of isothermal parameters on a surface = 曲面 
上 等 温 参 数 存 在 性 的 一 个 初等 证 明 //Proc. Amer. Math. Soc. 6(1955) 771 ~ 782. 

.. 61. On special W-surfaces = 关于 特殊 的 W- 曲 面 // Proc. Amer. Math. Soc. 6 

(1955) 783-786. — 

62. On curvature and characteristic classes of a Riemann manifold = XTR EE 
的 曲率 与 示 性 类 //hbh. Math. Sem. Univ. Hamburg 20(1955) 117 ~ 126. 


1956 年 


63. Topology and differential geometry of complex manifolds = 复 流 形 的 拓扑 与 微 
分 几何 [AL Bull. Amer. Math. Soc. 62(1956) 102 ~ 117. 


1957 年 


64. On a generalization of Kühler geometry = 关于 凯 勒 几何 的 一 个 推广 // Lefschetz 
Jubilee volume. Princeton Univ. Press (1957) 103 ~ 121. 

65. (with R. Lashof) On the total curvature of immersed manifolds = 关于 浸入 流 形 
的 全 曲率 (与 拉 肖 夫 合 作 )//Amer. J. of Math. 79(1957) 306 ~ 318. 

66. (with F. Hirzebruch and J-P. Serre) On the index of a fibered manifold = 关于 
纤维 化 流 形 的 指标 (与 希 策 布 鲁 赫 SER AYE )// Proc. Amer. Math. Soc. 8(1957) 
587 ~ 596. 

67. A proof of the uniqueness of Minkowski’ s problem of convex surfaces = m H m 


浆 科 夫 斯 基 问 题 唯一 性 的 一 个 证 明 //Amer. J. of Math. 79(1957) 949 ~ 950. 
1958 年 


68. Geometry of submanifolds in complex projective space = 复 射 影 空 间 中 子 流 形 
的 几何 学 // Symposium International de Topologia Algebraica (1958) 87 ~ 96. 
69. (with R. K. Lashof) On the total curvature of immersed manifolds, [| = 关于 
BAUER] & BE SCIL) MHRA) Michigan Math. J. 5(1958) 5 ~ 12. 
70. Differential geometry and integral geometry = 微分 几何 与 积分 几何 // Proc. 
Int. Congr. Math. Edinburgh (1958) 441 ~ 449. 
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1959 年 


71. Integral formulas fer hypersurfaces in Euclidean space and their applications to 
uniqueness theorems = 欧 几 里 得 空间 中 超 曲面 的 积分 公式 及 其 对 唯一 性 定理 的 应 
FA//J. of Math. and Mech. 8(1959) 947 ~ 956. 


1960 年 


72. (with J. Hano and C. C. Hsiung) A uniqueness theorem on closed convex 
hypersurfaces in Euclidean space = 欧 几 里 得 空间 中 闭 凸 超 曲 面 上 的 唯一 性 定理 (与 
士 野 顺 一 、 能 全 治 合作 )MALJ of Math. and Mech. 9(1960) 85 ~ 88. 

73. Complex analytic mappings of Riemann surfaces I = 黎 曼 曲面 的 复 解析 映射 
(1 )// Amer. J. of Math. 82(1960) 323 ~ 337. 

74. The integrated form of the first main theorem for complex analytic mappings in 
several commplex variables = 多 复 变 函 数 中 复 解 析 映 射 第 一 主 定 理 的 积分 形式 [/ 
Ann. of Math. 71(1960) 536 ~ 551. 

75. Geometrical structures on manifolds = 流 形 上 的 几何 结构 //Amer. Math. Soc. 
Pub. (1960) 1~ 31. 

76. La géométrie des hyper surfaces dans ] espace euclidean = 欧 几 里 得 空间 中 超 
曲面 的 几何 学 // Seminaire Bourbaki 193(1959 ~ 1960) . 

77. Sur les métmiques Riemanniens compatibles avec une reduction du groupe 
structural = X T Zi REN £15 RAB SE S HE BE// Séminaire Ehresmann. January 
1960. 


1961 年 


78. Holomorphic mappings of complex manifolds = 复 流 形 的 全 纯 上 映射 /7 Ens. 
Math. 7(1961) 179 ~ 187. 


1962 年 


79. Geometry of quadratic differential fom = 二 次 微分 形式 的 几何 学 //J. of 
SIAM 10 (1962) 751 ~ 755. 


1963 ^F. 


80. (with C. C. Hsiung) On the isometry of compact submanifolds in Euclidean 


| space = 论 欧 几 里 得 空间 中 紧 子 流 形 的 等 距 ( 与 能 全 治 合 作 )//Math. Annalen. 149 


(1963)278 ~ 285. 
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81. Pseudo-Riemannian geometry and the Gauss-Bonnet formula = 伪 黎 曼 几 何 及 高 
斯 - 博 内 公式 //Academia Brasileira de Ciencias 35(1963) 17 ~ 26. 


1965 年 


82. Minimal surfaces in an Euclidean space of n dimensions = n 维 欧 几 里 得 空间 
中 的 极 /| \ 曲 面 // Differential and Combinatorial Topology. Princeton Univ. Press (1965) 
187 ~ 198. 

83. (with R. Bott) Hermitian vector bundles and the equidistribution of the zeroes of 
their holomorphic sections = 埃 尔 米 特 向 量 从 和 它们 全 纯 截 面 零点 的 等 分 布 (与 博 特 
合作 )//Ahcta. Math. 114(1965) 71 ~ 112. 

84. On the curvatures of a piece of hypersurface in Euclidean space = 关于 欧 几 里 得 
空间 中 一 片 超 曲 面 的 曲率 //Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 29(1965) 77 ~ 91. 

85. On the differential geometry of a piece of submanifold in Euclidean space = 关于 
欧 几 里 得 空间 中 一 片子 流 形 的 微分 几何 学 // Proc. of U. S. -Japan Seminar in Diff. 
Geom. (1965) 17 ~ 21. 


1966 年 


86. Geometry of G-structures = G -结构 的 几何 学 //Bull. Amer. Math. Soc. 72 
(1966) 167 ~ 219. 

87. On the kinematic formula in integral geometry = i£ 积分 几何 中 的 运动 公式 // 
J. of Math. and Mech. 16(1966) 101 ~ 118. | 

88. Geometrical structures on manifolds and submanifolds = 流 形 和 子 流 形 上 的 几 
何 结 构 // Some Recent Advances in Basic Sciences. Yeshiva Univ. Press (1966) 127 ~ 135. 


1967 年 


89. (with R. Osserman) Complete minimal surfaces in Euclidean n-space = 欧 几 里 
得 n 空间 中 完备 极 小 曲面 (与 奥斯曼 合作 )//J. del’ Analyse Math. 19(1967) 15 ~ 
34. 


90. Einstein hypersurfaces in a Kahlerian manifold of constant holomorphic curvature 


= Bea SOLE PRAAJ. Diff. Geom. 1(1967) 21 ~ 31. 
1968 ^F. 


91. On holomorphic mappings of Hermitian manifolds of the same dimension = 关于 
同 维 埃 尔 米 特 流 形 的 全 纯 上 映射 // Proc . Symp. Pure Math. 11. Entire Functions and 
Related Parts of Analysis (1968) 157 ~ 170. 
442 


1969 年 


92. Simple proofs of two theorems on minimal surfaces = 极 小 曲面 上 两 个 定理 的 简 
单 证 明 //L’ Ens. Math. 15(1969) 53 ~ 61. 


1970 年 


93. (with H. Levine and L. Nirenberg) Intrinsic norms on a complex manifold = 复 
流 形 上 的 内 蕴 范 数 (与 莱 文 、 s analysis. Princeton Univ. Press 
(1970) 119 ~ 139. 

94. (with M. do Carmo and S, Kobayashi) Minimal submanifolds of a sphere with 
second fundamental form of constant length — 球面 上 具有 定 长 第 二 基本 式 的 极 小 子 流 
JE (5 BE FE .小林 昭 七 合作 )// Functional Analysis and Related Fields. Springer-Verlag 
(1970) 59 ~ 75. 

95. (with R. Bott) Some formulas related to complex transgression = 若干 与 复 超度 
有 关 的 公式 (与 博 特 合作 )//Essays on Topology and Related Topics. Springer-Verlag 
(1970) 48 ~ 57. 

96. Holmorphic curves and minimal surfaces = 全 纯 曲 线 与 极 小 曲面 // Carolina 
Conference Proceedings (1970) 28p. 

97. On mimimal spheres in the four-sphere = XT DOZER AYA) ER I / RE SERE 
淮 寿 辰 论 文集 ,中 国 台 湾 ,(1970) , 137 ~ 150. 

98. Differential geometry: Its past and its future = 微分 几何 : 它 的 过 去 与 未 来 // 
Actes Congrès Intern. Math. 1(1970) 41 ~ 53. 

99. On the minimal immersions of the two-sphere in a space of constant curvature = 
Té HH E Zs JR] P — 2E ER r8] BAJA 7] 2 A// Problems in Analysis. Princeton Univ. Press 
(1970) 27 ~ 40. 


1971 年 


100. Brief survey of minimal submanifolds = 极 小 子 流 形 概 观 // 
Differentialgeometrie im Grossen. W. Klingenberg (ed. ) 4(1971) 43 ~ 60. ' 

101. (with J. Simons) Some cohomology classes in principal fibre bundles and their 
application to Riemannian geometry = 主 纤 维 从 中 奋 干 上 同调 类 及 其 对 黎 曼 几何 的 应 
用 (与 西蒙 斯 合作 ) // Proc. Nat. Acad. Sci. USA. 68(1971) 791 ~ 794. 


1972 年 


102. Holomorphic curves in the plane = W- rfj HA B3 4 A HE Ay Diff. Geom. , in 
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103. Geometry of characteristic classes = 示 性 类 的 几何 学 //Proc. 13 th Biennial 
Sem. Canadian Math. Congress (1972) 1 ~ 40. Also pub. in Russian translation. 





1973 年 


104. Meromorphic vector fields and characteristic numbers = 亚 纯 向 量 场 与 示 性 
数 // Scripta Math. 29(1973) 242 ~ 251. 

105. The mathematical works of Wilhelm Blaschke = 威廉 . 布 拉 施 克 的 数学 工 
TE// Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 39(1973) 1 ~ 9. 


1974 年 


106. (with J. Simons) Characteristic forms and geometrical invariants = 特征 形式 与 
几何 不 变量 (与 西蒙 斯 合作 )//Ann. of Math. 99(1974) 48 ~ 69. 
107. (with M. Cowen, A. Vitter) Frenet frames along holomorphic curves = 1H 4f 
曲线 的 弗 雷 内 标 架 (与 考 文 、 维 特 合作)//Proc. of Conf. on Value Distribution Theory , 
Tulane Univ. (1974) 191 ~ 203. 
108. (with J. Moser) Real hypersurfaces in complex manifolds = 复 流 形 中 的 实 超 曲 
H SAFRE) Acta. Math. 133(1974) 219 ~ 271. 


1975 年 


109. (with S. I. Goldberg) On the volume decreasing property of a class of real 
hamonic mappings = X-T— 2S SE Val AUR BY) VI BR ee a EE i (3 XI SABE TE) 7/7 
Amer. J. of Math. 97(1975) 133 ~ 147. 

110. On the projective structure of a real hypersurface in C,,;= KT C,,, P 38 
曲面 的 射影 结构 //Math. Scand. 36(1975) 74 ~ 82. 


1976 年 


111. (with J. White) Duality properties of characteristic forms = ZR TEX ESSE TE 
质 ( 与 怀特 合作 )//Inv. Math. 35(1976) 285 ~ 297. 


1977 年 


112. Gircle bundles = 阅 从 // Geomety and topology. ll Latin Amer. School of 
Math. Lecture Notes in Math. 597. Springer-Verlag (1977) 114 ~ 131. 
113. (with P. A. Griffiths) Lineariazaion of webs of codimension one and maximum 
rank = 余 维 数 1 的 网 的 线性 化 与 最 大 秩 (与 格 里 菲 思 合 作 )//Proc. Int. Symp. on — $ 
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1978 年 


114. On projective connections and projective relativity = 射影 联络 与 射影 相对 
论 // Science of Matter . Dedicated to Ta-you Wu (1978) 225 ~ 232. 

115. (with P. A. Griffiths) Abel's theorem and web = 阿 贝 尔 定理 与 网 (与 格 里 菲 
思 合 作 )// Jber. d. Dt. Math. Verein 80(1978) 13 ~ 110. 

116. (with P. A. Griffiths) An inequality for the rank of a web and webs of maximum 
rank = 关于 网 秩 的 一 个 不 等 式 与 最 大 秩 的 网 (与 格 里 菲 思 合作 )//Annali Sc. 
Norm. Super.-Pisa, Serie IV. 5(1978) 539 ~ 557. 

117. Affine minimal hypersurfaces = 仿 射 极 小 超 曲面 // Minimal Submanifolds and 
geodesics. Kaigai Publications, Lid. (1978) 1 ~ 14. 


1979 年 


118. Herglotz's work on geometry = 赫 格 党 次 的 几何 工作 // Ges. Schriften Gustav 
Herglotz , Gottingen (1979) xx ~ xxi. 

119. (with C.L. Temg) An analogue of Bücklund's theorem in affine geometry = fj 
射 几 何 中 贝克 隆 德 定理 的 类 比 (55 EE ESE GE )// Rocky Mountain J. Math. 10 
(1979) 105 ~ 124. 

120. From triangles to manifolds = 从 三 角形 到 流 形 //Amer. Math. Monthly 86 
(1979) 339 ~ 349. 

121. (with C. K. Peng) Lie groups and KdV equations — 李 群 与 KdV 方程 (与 彭 家 
HAIE) Manuscripta Math. 28(1979) 207 ~ 217. 


1980 年 


122. General relativity and differential geometry = 广义 相对 论 与 微分 几何 /ASome 
Strangeness in the proportion: A Centennial Symp. to Celebrate the Achievements of Albert 
Einstein, Harry Woolf(ed.), Addison-Wesley Publ. (1980) 271 ~ 287. 

123. (with W.M. Boothby and S. P. Wang) The mathematical work of H.C. Wang = 
王 宪 钟 的 数学 工作 (与 布 思 比 、 王 叔 平 合作 )// Bul. Ins. of Math. 8(1980) 
xiii ~ xxiv. | 

124. Geometry and physics = 几何 与 物理 //Math. Medley, Singapore 8(1980) 
1 ~ 6. | 

125. (with R. Bryant and P. A. Griffiths) Exterior differential systems = 外 微分 系 
Ht CE E UE BSS ELSE IU TE)/4980 F RE AL TE CARH ,科学 出 版 社 ， 
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126. Geometrical interpretation of the sinh-Gordon equation = XH IE 92 x, 3 77 fx 
的 几何 解释 // Annales Polonici Mathematici 39(1981) 63 ~ 69. 

127. (with P. A. Griffiths) Corrections and addenda to our paper: "Abel's theorem 
and webs." = X4 ]8gi6 OC “Bal DL ZR x BES I" BY CE REPE CH T HB IER S E) 
Jber. d. Dt. Math-Verein 83(1981) 78 ~ 83. 

128. (with R. Osserman) Remarks on the Riemannian metric of a minimal submanifold = 
关于 极 小 子 流 形 的 黎 曙 度量 的 评论 (与 奥斯曼 合作 )// Geometry Symposium Utrecht 
1980, Lecture Notes in Math. 894, Springer-Verlag (1981) 49 ~ 90. 

129. (with J. Wolfson) A simple proof of Frobenius theorem = 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 
的 一 个 简单 证 明 ( 与 沃 尔 夫 和 森 合 作 )// Manifolds and Lie Groups, Papers in Honor of Y. 
Matsushima , Birkhauser (1981) 67 ~ 69. 

130. (with K. Tenenblat) Foliations on a surface of constant curvature and modified 
Korteweg-de Vries equations = 常 曲率 曲面 上 的 叶 状 结构 与 修正 的 KdV 方程 (与 特 南 
MKIA). Diff. Geom. 16(1981) 347 ~ 349. 

131. (with C. K. Peng)On the Bäcklund transformations of KdV equations and modified 
KdV equations = 关于 KdV 方程 和 修正 的 KdV 方程 的 贝克 隆 德 变换 (与 彭 家 贵 合 
作 )/ 中 国 科 技 大 学 学 报 ,11(1981) ,1 ~ 6. 
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132. Web geometry = 网 几何 /[ Proc. Symp. in Pure Math. 39(1983) 3 ~ 10. 
133. Projective geometry, contact transformations, and CR-structures = 射影 几何 、 


切 触 变换 与 CR- 结 构 //Archiv der Math. 38(1982) 1-5. 


1983 年 


134. (with J. Wolfson) Minimal surfaces by moving frames = 由 活动 标 架 得 到 的 极 
小 曲面 (与 沃 尔 夫 森 合作 )//Amer. J. Math. 105(1983) 59 ~ 83. 

135. On surfaces of constant mean curvature in a three-dimensional space of constant 
curvature = 关于 三 维 常 曲率 空间 中 的 常平 均 曲 率 曲 面 // Geometric Dynamics , 
Springer Lecture Notes 1007( 1983) 104 ~ 108, 
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136. Deformation of surfaces preserving principal curvatures = 主 曲 率 不 变 的 曲面 形 
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AK// Differential Geometry and Complex Analysis, Volume in Memory of H. Rauch. 
Springer-Verlag (1984) 155 ~ 163. | 
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137. (with T. Hamilton) On Riemannian metrics adapted to three-dimensionnal 
contact manifolds = 关于 适 于 三 维 切 触 流 形 的 黎 曼 度量 (与 哈密 顿 合 作 )// 
Arbertstagung Bonn , Springer (1984). 

138. (with J. Wolfson) Harmonic maps of S^ into a complex Grassmann manifold = 
S? 到 复 格 拉 斯 曼 的 调和 映射 (与 沃 尔 夫 和 森 合 作 )/[/Proc. Nat. Acad. Sci. USA. 
82(1985) 2217 ~ 2219. 

139. Moving frames = 活动 标 架 //Soc. Math. de France, Astrérisque (1985) 
67 - TI. 

140. Wilhelm Blaschke and web geometry = 威廉 : 布 拉 施 克 与 网 几何 // Wilhelm 
Blaschke— Gesammelte Werke. Bd 5, Thales Verlag (1985) 25 ~ 27. 

141. The mathemtical works of Wilhelm Blaschke — an update = 威廉 : 布 拉 施 克 的 
数学 工作 一 一 最 新 进展 //ibid. 21 ~ 23. | 


1986 年 


142. (with K. Tenenblat) Pseudospherical Saia and evolution equations = 伪 球 
面 与 发 展 方程 (与 特 南 布 莱 特 合作 )// Studies in Applied Math. MIT 74(1986) 55 ~ 83. 

143. On a conformal invariant of three-dimensional manifolds = 关于 三 维 流 形 的 保 
角 不 变量 //Aspects of Mathematics and Its Applicationns , Elsevier Scientce Publishers 
B. V. (1986) 245 - 252. 

144. (with P. A. Griffiths) Pfaffian systems in involution = 对 合 中 的 普法 夫 系统 
(55 fi E E R A E)/4982 4E XX BET K I TE IR XCAR ,科学 出 版 社 , (1986) 
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145. (with J. Wolfson) Harmonic maps of the two-sphere into a complex ncn 
manifold || = S? 到 复 格拉 斯 曼 的 调和 了 映射 ( 工 ) (与 沃 尔 夫 森 合作 )//hnn. of 
Math. 125(1987) 301 ~ 335. | 
146. (with T. Cecil) Tautness and Lie Sphere geometry = 套 紧 性 与 李 球 面 几何 学 
( 553€ Vl 7R SHE )// Math. Annalen, Volume Dedicated to F. Hirzebruch 278 ( 1987 ) 
381 ~ 399. 
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1988 年 


147. Vector bundles with a connection = 4A HK 25 84 [=] Œ AA// Studies in Global 
Differential Geometry. MAA. 27(1988) 1 ~ 26. | 


1989 年 


148. (with T. Cecil) Dupin submanifolds in Lie sphere geometry = 李 球 面 几何 中 
的 迪 潘 子 流 形 ( 与 赛 西 尔 合作 )//Differential Geometry and Topology , Springer Lecture 
Notes 1369 1 ~ 48。 | 


1990 年 


149. Historical remarks on Gauss-Bonnet = 关于 高 斯 - 博 内 定理 的 历史 评注 // 
Analysis , et cetera , Volume in Honor of Jurgen Moser , Academic Press (1990) 209 ~ 217. 

150. What is geometry? = 什么 是 几何 学 ? //Amer. Math. Monthly 97(1990) 
678 ~ 686. 


1991 年 


151. An introduction to Dupin submanifolds = 38 7& F iit JÉ i5// Differential 
Geometry , A Symposium in Honor of M. do Carmo, Longman (1991) 95 ~ 102. 

152. Families of hypersurfaces under contact transformations in R^ = R" 中 切 触 变换 
下 的 超 曲面 族 // International Symosium in Memory of Hua Loo Keng, Springer (1991) 
49 — 56. | 

153. Surface theory with Darboux and Bianchi = 达 布 与 比 安 基 的 曲面 理论 // 
Miscellanea Mathematica, Volume Dedicated to H. Gotze, Springer (1991) 59 ~ 69. 

154. Transgression in associated bundles = 伴随 从 中 的 超度 // Internat. J. Math. 
2(1991) 383 ~ 393. 

155. Characteristic classes and characteristic forms = 示 性 类 与 示 性 式 // Paul 
Halmos Celebrating 50 Years of Math. , Springer (1991) 169 ~ 177. 


1992 年 


156. On Finsler geometry = 关于 芬 斯 勒 几 何 // Comptes Rendus Sci., Paris 314 
(1992) 757 ~ 761. | 

157. Yang-Mills equations and Yang-Baxter equations = 杨 -米尔 斯 方程 与 杨 - 巴 克 
斯 特 方程 // 坊 羽 移 殉 党 类 去 ,台湾 物理 学 会 ,30(1992), 949 ~ 953. 
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1993 年 


158. (with David Bao) On a notable connection in Finsler Geometry = K F355) 
几何 中 一 个 值得 注意 的 联络 (与 鲍 大 维 合作 )//Houston J. Math. 19 (1993) 
135 ~ 180. 


1994 年 


159. Characteristic classes as a geometric object = 作为 几何 对 象 的 示 性 类 // 
Global Analysis in Modern Mathematics (Palais Festival Volume), Publish or Perish (1994) 
221 ~ 226. 

160. Sophus Lie and Differential Geometry = 索 非 斯 ' 李 与 微分 几何 //The Sophus 
Lie Memeorial Conference, Oslo 1992 Proceedings (1994) 129 ~ 137. 


1995 ~ 2000 年 


161. (with S. Y. Ji) Projective geometry and Riemann's mapping problem = 射影 几 
[a] 55 3988 BASE [SEE CREER E) // Mathematische Annalen 302(1995) 581 ~ 600. 

162. Les hypersurfaces dans l'espace euclidien = 欧 几 里 德 空间 中 的 超 曲 面 // Sé 
minaire Bourbaki, Soc. Math. France, Paris 5(1995). 

163. (with David Bao) A note on the Gauss-Bonnet theorem for Finsler spaces = X 
于 芬 斯 勒 空间 中 高 斯 - 博 内 定理 的 一 个 注 记 ( 与 鲍 大 维 合 作 )//Ann. of Math. 143 
(1996) 233 ~ 252. | 

164. Remarks on Hilbert's 23 problem = 关于 希 尔 伯 特 第 23 问题 的 注 记 // Math. 
Intelligence 18(1996) 7~8. — 

165. Finsler geometry is just Riemannian geometry without the quadratic restriction = 
芬 斯 勒 几何 就 是 没有 2 次 型 限制 的 黎 曼 几何 // Notices Amer. Math. Soc. 43(1996) 
959 ~ 963. 

166. (with W. Wilson, etc.) Wei-Liang Chow (1911 ~ 1995) = JA) i BL (1911 ~ 
1995) (与 威 尔 森 等 合作 ) // Notices Amer. Math. Soc.43(1996) 1117 ~ 1124. 

167. (with D. Bao and Z. Shen) Rigidity issues on Finsler surfaces = 3+; 59] HH HW) 
“刚性 问题 (与 鲍 大 伟 和 沈 忠 民 合 作 )// Collection of papers in honour of Academician 
Radu Miron on his 70" birthday. Rev. Roumaire Math. Pures Appl. 42 (1997) 707 ~ 
n5. 

168. (with T. Kailath, etc.) Louis Auslander (1928 ~ 1997) = PE E Np - 98 H = 4 
(1928 ~ 1997) (与 凯 拉 斯 等 合作 ) // Notices Amer. Math. Soc.45(1998) 390 ~ 395. 

169. (with W.H. Chen and K. Lam) Lectures on differential geometry = 微分 几何 演 
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讲 ( 与 陈 维 桓 等 合作 ) // Series on University Mathematics 1( 1999), World Scientific 
Publishing Co. Inc. , River Edge, NJ. 
170. (with A. Borel, etc.) André Weil (1906 ~ 1998) = & $8 2M - $ fF (1906 ~ 
1998) (与 博 雷 尔 等 合作 )// Notices Amer. Math. Soc. 46(1999) 440 ~ 447. 


171. Back to Riemann = HI PJZ & // Mathematics : Frontiers and Perspectives , Amer. 
Math. Soc. , Providence, RI (2000)33 ~ 34. 
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麦卡锡 (Joseph Raymond McCarthy 1909 ~ 1957) 
70 

麦克 莱恩 (Saunders MacLane 1909 ~ ) 221 

麦克 斯 韦 (James Clerk Maxwell 1831 ~ 1879) 
120, 150, 272, 273, 289, 325, 329 ~ 331, 346 

© (Henry Berthold Mann 1905 ~ ) 219 

1545 fi (David Bryant Mumford 1937 ~ ) 156 

毛 雷 尔 (Maurer) 259, 287, 310, 311, 332 

4E (William Somerset Maugham 1874 ~ 1965) 
256 

梅 姆 克 (Mehmke) 42 

Hg HH (1633 ~ 1721) 180 

梅 贻 琦 ( 字 月 涵 1889 ~ 1962) 10, 15, 414 

门 杰 (K. Menger 1902 ~ ) 250 

SH (Gaspard Monge 1746 ~ 1818) 41, 182, 242, 
247, 256, 263, 360 

蒙 泰 尔 (Paul Montel 1876 ~ 1975) 55, 122, 411 

i S 340 

重治 11 

米尔 格拉 姆 (Arthur N. Milgram) 265 

米尔 诺 (John Willard Milnor 1931 ~ ) 44, 379, 
389, 391, 392 

米尔 斯 (Robert L. Mills 1927 ~ ) 35, 54, 79, 
112, 115, 150, 152, 243, 253, 273, 289, 290, 
326, 350, 371, 403 

米 哈 尔 (Aristotle Demetrius Michal 1899 ~ 1953) 
415 


米 克 斯 (W. Meeks) 244, 392 

米兰 达 (Carlo Miranda) 231 

闵 科 夫 斯 基 (Hermann Minkowski 1864 ~ 1909) 
219, 315, 318 

WIRES (1913 ~ 1973) 83 

E 158, 159 

摩根 25 


| 莫 德 尔 (Louis Joel Mordell 1888 ~ 1972) 218 ~ 


220, 314 

葛 尔 斯 (Harold Marston Morse 1892 ~ 1977) 10, 
123, 207, 216, 218, 293, 379, 388, 389, 391 

XE (Charles Bradfield Morrey, Jr. 1907 ~ 1984) 
225, 265 | 

AFER (George Daniel Mostow 1923 ~ ) 392 

XB 119 

RYE (Jürgen Kurt Moser 1928 ~ ) 45, 71, 147, 
366, 376 

莫 宗 坚 51 

默 尼 耶 〈Jean - Baptiste - Marie ~ Charles Meusnier 
1754 ~ 1793) 225 

穆 迪 114, 116, 158 

F/R (Calvin C. Moore 1936 ~ ) 41, 372 


N 


Newman 即 纽曼 

Noether 即 诺 特 

纳什 (John F. Nash, Jr. 1928 ~ ) 144, 391, 395 

奈 特 (Samuel Ratcliffe Knight) 25, 40, 368, 408 

Zx tA PK 44 (Rolf Nevanlinna 1895 ~ 1980) 48, 
312 ~ 314, 363 ~ 365, 378, 387 

尼 伦 伯 格 (Louis Nirenberg 1925 ~ ) 48, 59 

牛顿 (Isaac Newton 1642 ~ 1727) 53, 67, 128, 
163, 248, 261, 324, 331, 390 

纽曼 (Maxwell Herman Alexander Newman 1897 ~ 
1984) 217 

诺 贝 尔 (Alfred Bernhard Nobel 1833 ~ 1896) 69, 
162, 164, 326 

庄 特 , E. (Emmy Noether 1882 ~ 1935) 22, 53, 
55, 218, 353 
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诺 特 , M. (Max Noether 1844 ~ 1921) 362 
O 


欧 格 (Andrew Ogg) 154 

欧 几 里 得 ( Euclid 约 前 330 ~ 前 275) 53, 61, 
102, 107, 114, 134, 152, 178, 180, 207, 233, 
234, 267, 315, 320 ~ 322, 358, 362, 401 

欧 拉 (Léonhard Euler 1707 ~ 1783) 41, 46, 118, 
138, 171, 182, 208, 221, 233, 237, 240, 242, 
247, 248, 263, 297 ~ 301, 307, 362, 380, 
382, 384 


P 
Peano ER Ez ME YE 
Poincare 即 庞 加 莱 
Pontrjagin 即 庞 特 里 亚 金 


HH Hi (Richard Sheldon Palais 1931 ~ ) 158, 
159, 368, 391 

MERIT (Jacob Palis, Jr. 1940 ~ ) 72, 429 

帕斯卡 (Blaise Pascal 1623 ~ 1662) 179 

REIM, H. (Jules - Henri Poincaré 1854 ~ 1912) 
36, 37, 46, 53, 64, 111, 118, 143, 171, 202, 
207, 216, 239 ~ 2A1, 244, 248, 257, 265, 
293, 297~ 301, 349, 350, 362, 364, 376, 
382, 387, 395 

REIM, R. (Raymond Poincaré) 36 

EEFE (Jles Cemënosna TIogrparag 1908 ~ 
1988) 58, 61, 65, 66, 183, 199 ~ 201, 217, 
218, 222, 253, 282, 295, 299, 301, 305, 349, 
350, 358, 365, 384 

we 5, 25 

WRF 50 

XV Wr (Roger Penrose 1931 ~ ) 254 

323€ (Jean - Victor Poncelet 1788 ~ 1867) 270 

皮卡 (Charles - Émile Picard 1856 ~ 1941) 55, 
122, 314, 363, 366 

皮 克 (Georg Pick 1859 ~ 1942) 387 

皮 亚 诺 (Giuseppe Peano 1858 ~ 1932) 213 
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皮 耶 里 (Mario Piere 1860 ~ 1913) 361 

平 尔 (M. Pinl) 48, 378 

平 卡尔 (U. Pinkall) 379 

普法 夫 (Johann Friedrich Pfaff 1765 ~ 1825) 50, 
172, 184, 193, 316, 374, 382 

普 拉 托 (Joseph Antoine Ferdinand Plateau 1801 ~ 
1883) 225, 228, 251, 388 

WHH TE (Max Karl Emst Ludwig Planck 1858 ~ 
1947) 137 

普 雷 斯 曼 (Preissmann) 389 

if Hx (Julius Plücker 1801 ~ 1868) 42, 313, 362 


Q 


齐 杰 (Jeff Cheeger 1943 ~ ) 391 
RE (FRAN 1892 ~ 1974) 18, 19, 25, 408 
钱 们 斯 (R.G. Chambers) 290 


切 赫 (Eduard Cech 1893 ~ 1960) 41, 292 

FEILER (1202 ~ 1261) 61, 179, 180 

丘成桐 (1949 ~ ) 113, 119, 153, 156, 244, 251, 
252, 261, 373, 392, 393, 394, 403, 405, 420, 
427 

ERE 19 

RAR 119 


Rado 即 拉 多 

饶 树 人 19 

aie Ze 77, 412 

457K 4 (Camille Jordan 1838 ~ 1922) 225, 409 


S 


Schauder 即 绍 德 尔 

Schmidt 即 施 密 特 
Schneider 即 施 夺 德 
Schnirelmann 即 施 尼 雷 尔 曼 
Schur 即 舒 尔 

Seifert 即 赛 费 特 

Selberg 即 赛 尔 伯 格 
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Siegel 即 西 格 尔 

Sierpinski 即 谢 尔 平 斯 基 

萨 本 栋 12，13 

BEZKA* (Salmon) 408 

萨克斯 (J.Sachs) 251 

萨 拉 姆 (Abdus Salam 1926 ~ ) 112 

萨 梅 尔 森 (Hans Samelson) 389 

萨 特 (Satter) 153 

塞 伯 格 (Seiberg) 150 

SE^K (Jean - Pierre Serre 1926 ~ ) 59, 71, 240, 
265, 390 

塞 雷 特 (Joseph Alfred Serret 1819 ~ 1885) 41 

塞 林 (Serrin) 231 

塞 维 里 (Francesco Severi 1879 ~ 1961) 353 

赛 尔 伯 格 (Atle Selberg 1917 ~ ) 223 

赛 费 特 (H. Seifet) 113, 217, 252 

赛 西 尔 (T.E. Cecil) 44, 379, 395 

桑 普 森 (J.H. Sampson) 391 

桑 塔 洛 (Luis Antonio Santaló 1911 ~ 2001) 203, 
362 

zip (William P. Thurston 1946 ~ ) 244, 392, 
393 

沙拉 松 (Donald Sarason) 153 

， 沙 利文 (Dennis P. Sullivan) 295 

山口 《Yamaguchi H.) 48 

山路 英 疹 (Yamabe Hidehiko 1923 ~ 1960) 50, 
153 

BBR 117 

绍 德尔 (Juliusz Pawel Schauder 1899 ~ 1943) 207, 
216 

SE (R. Schoen) 244, 251, 252, 261, 392 

Fi HE (1904 ~ ) 20, 22 

WA 130 

WER 30, 324 

施 拱 星 154, 157, 158 

WHE 35 f] (Ludwig Schlafli 1814 ~ 1895) 42 

施 罗 伊 德 (V. Schroeder) 395 

施 密 特 (Friedrich Kad Schmidt) 221 

施 奈 德 (Theodor Schneider 1911 ~ ) 218 


施 尼 雷 尔 曼 (Jle Teaprrxoprd Iliguperewan 
1905 ~ 1938) 207, 218, 219 

施 佩 纳 (Emanuel Sperner, 1905 ~ 1980 ) 57, 409 

施 图 迪 (Eduard Study 1862 ~ 1930) 287, 311 

施 瓦 茨 席 尔 德 〈Kaq Schwarzschild 1873 ~ 1916) 
250 

施 瓦尔 蒋 〈(Laurent Schwartz 1915 ~ ) 48, 265, 
423 

施 瓦 效 (Hermann Amandus Schwarz 1843 ~ 1921) 
137, 387 

施 祥 林 93 

史密斯 (Smith) 42，392 

史密斯 ，B. (Brian Smyth) 44 

史密斯 ，D. (David Eugene Smith 1860 ~ 1944) 
40, 368, 408 

REFERER (Yano Kentaro) 103, 104 

舒 们 特 (Hermann Caesar Hannibal Schubert 
1848 ~ 1911) 302, 361, 362, 385 

277% (Issai Schur 1875 ~ 1941) 219 

舒 嘉 宝 157 

顺治 339 ~ 341 

思 雷 尔 福 尔 (W. Threlfall) 113, 217 

斯 蒂 尔 (Lekoy P. Steele) 31, 425 

i, 33 3B OR (Eduard Ludwig Stiefel 1909 ~ 1978) 
46, 183, 187, 253, 295 ~ 302, 350, 358, 384 

$73" (Jan Amoldus Schouten 1883 ~ 1971) 42, 
103, 248 

斯 隆 (Sloan) 153, 154, 158, 422 

斯 梅 尔 (Stephen Smale 1930 ~ ) 237, 391 

斯 潘 涅 (Edwin Henry Spanier 1921 ~ ) 44, 359, 
390 

斯 潘 塞 (Donald Clayton Spencer 1912 ~ ) 366 

斯 佩 里 (P. Sperry) 292 

斯 皮 瓦 克 (Michael David Spivak 1940 ~ ) 391 

斯 坦 利 (R.P. Stanley) 71 


斯 特 奥 德 (Oto Staude) 408 


HESAR (Robert Sternberg 1922 ~ ) 156, 391 
Hy 7 GB (Norman Earl Steenrod 1910 ~ 1971) 
119, 183, 188, 200, 298, 308, 346, 384 
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斯 通 (Marshall Harvey Stone 1903 ~ 1989) 358, 
359, 371, 417 

斯 图 伊 克 (Dirk Jan Struik 1894 ~ 2000) 388 

斯 托 尔 (Wilhem Stoll) 418 

斯 托 克 斯 (George Gabriel Stokes 1819 ~ 1903) 
60, 171, 239, 284, 312, 364, 373 

苏 步 青 (1902 ~ ) 22, 35, 77, 107, 113, 114, 
263, 412, 413, 416, 430 

苏 竞 存 154 

JM (FJ 1900 ~ 1979) 20, 21, 26, 34, 40, 
54, 55, 63, 78, 83, 107, 119, 166, 292, 369, 
408 ~ 410, 412, 417 

孙 以 丰 14, 28, 384, 415 

孙 云 铸 77, 412 

孙 振 祖 264 

索 伯 列 夫 (Cepreit JIesogw Cobones 1908 ~ 1989) 


Z 158 

芯 原 松 三 郎 (Fujiwara Matsusaburo 1881 ~ 1946) 
105 

田 畴 264 

田 刚 116, 119, 405, 430, 429 

田中 (Tanaka N. 45 

托 德 (John Arthur Todd 1908 ~ 1994) 306, 358 

托 勒 密 (Ptolemy Soter 约 前 367 ~ 前 283) 321 

托马斯 (Tracy Yerkes Thomas) 42, 43, 249, 293, 
388 

托 姆 (René Thom 1923 ~ ) 42, 305 

陀 卡 摩 (M.do Carmo) 49, 230 


V 


Van der Waerden 即 范 . 德 .瓦尔 登 


153 Veblen 即 维 布 伦 
RIR (C. Soule) 386 Vinogradov 即 维 诺 格拉 多 夫 
T W 
Threlfall 即 思 雷 尔 福 尔 boi 217 
塔 里 (Gaston Tarry 1843 ~ 1913) 94 Waring 即 华 林 
Weil 即 韦 伊 


塔 塔 (Tata) 41 

塔 特 (John Torrence Tate 1925 ~ ) 154 

泰勒 (Richard Taylor) 149 

15! Æ (Yukawa Heidiki 1907 ~ 1981) 24 

YEH (Tompkins) 44 

汤普森 (John Griggs Thompson 1932 ~ ) 148 

AB 341 

唐 布 罗斯 基 (Peter Dombrowski) 394 

唐 继 攻 8, 413 

唐 纳 森 (Simon Kirwan Donaldson 1957 ~ ) 115, 
135, 150, 290 

唐 培 经 (1903 ~ 1988) 21, 93 


Weyl 即 外 尔 

Whitehead 即 怀特 海 

Whitney 即 惠 特 尼 

瓦格纳 121 

PUD (Nolan R. Wallach) 230 

外 尔 (Claude Hugo Hermann Weyl 1885 ~ 1955) 
16, 17, 27, 37, 41, 42, 45, 46, 48, 53, 57~ 
59, 96, 97, 222, 237, 243, 248, 249, 252, 
253, 265, 331, 346, 350, 353, 357, 358, 363, 
366, 374, 377, 378, 388, 395, 413 ~ 415 

外 尔 (Fritz Joachim Weyl 1915 ~ 1977) 48, 363 


陶 布 斯 135 王 浩 (1921 ~ 1995) 35, 94, 413 
陶渊明 62, 403 ERE 429 

特 雷 西 斯 (A.Tresse) 45 ESB 154 

特 南 布 莱 特 (Keti Tenenblat) 50, 158, 260 王 宽 诚 117, 135 

BEREE (1949 ~ ) 49, 158, 260, 368 王立 分 91 
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ERIE 135 

ERF 429 

王 叔 平 422 

£ Æ 115, 135 

Hl (1628 ~ 1682) 180 

ERR (Wang Harry) 106 l 

王 宪 钟 (1918 ~ 1978) 13, 24, 27, 28, 35, 57, 
78, 94, 370, 413, 422 

王 孝 通 178, 179 

FRE 8, 94 

王 元 (1930 ~ ) 119, 122 

FEAT (1911 ~ 1983) 8, 27, 35, 94, 412 

王 伯 273 

威 尔 莫 (T.J.Willmore) 395 

威 尔 辛 斯 基 (Emest Julius Wilczynski 1876 ~ 
1932) 41, 247, 263, 292 

威 格 纳 (Eugene Paul Wigner 1902 ~ 1995) 243, 
273 

RHS (Edward Witten 1951 ~ ) 71, 118, 150 

韦伯 斯 特 (S. Webster) 50 

韦 罗 内 塞 (Giuseppe Veronese 1854 ~ 1927) 231 

韦 斯 特 (A. West) 379 

韦 伊 (Andre Weil 1906 ~ 1998) 29, 37, 41, 46, 
47, 58 ~ 60, 65, 108, 171, 205, 221, 222, 
233, 300, 346, 354, 357, 361, 362, 371, 377, 
382, 385, 390, 395, 411, 413, 414, 416, 417, 
428 

维 布 化 (Oswald Veblen 1880 ~ 1960) 10, 11, 23, 

. 22, 41, 42, 54, 57, 64, 182, 217, 218, 233, 
240, 249, 293, 297, 357, 358, 370, 388, 393, 
411 ~ 413, 416, 419, 421 | 

维尔 夫 (Wilf) 155 

维 克 多 , H. (Hans Victor) 354 

Hm £, M. (Margot Victor) 23, 60, 86, 87, 
353 ~ 355, 410, 411 

维 纳 (Norbert Wiener 1894 ~ 1964) 93 

维 诺 格拉 多 夫 (Mean MarpeeBrd Bunorpanop 
1891 ~ 1983) 94, 218, 219 

维特 (Albert L. Vitter) 48 


伟 烈 亚 力 (Alexander Wylie 1815 ~ 1887) 180, 
320 

$4 HS. 加 BE (Leonhard Gottfried Johannes Julius 
Weingarten 1836 ~ 1910) 101 

魏 尔 斯 特 拉 斯 (Kal Theoder Wilhelm Weierstrass 
1815 ~ 1897) 137，364 

魏 廷 格 (Wilhelm Wirtinger 1865 ~ 1945) 226, 
288，364 

温 伯 格 (Steven Weinberg 1933 ~ ) 112 

温 斯 坦 (Alan Weinstein) 391 

温 特 (Aurel Winter 1903 ~ 1958) 44, 390 

温 特 沃 思 (George Albert Wentworth 1835 ~ 1906) 
40, 368, 408 

X25 429 

沃 德 (Ward) 254 

AK (J.A. Wolf) 394 

AKA, R. (Riccardo Subirana Lobo Wolf 1887 ~ 
1981) 37, 53, 54, 69, 113, 164, 373, 424 

HARA, F.(Francisca Wolf) 164 

沃 尔 夫 森 (Jon Gordon Wolfson) 49 

沃 纳 CF. Wamer) 251 

iK$k (James Dewey Watson 1928 ~ ) 235 

乌拉 姆 (Stanislaw Marcin Ulam 1909 ~ 1984) 424 

乌 伦 贝克 (Karen K. Uhlenbeck 1942 ~ ) 115, 251 

乌 米 尼 (Robert Uomini) 71, 149, 428 

吴 大 峻 (1933 ~ ) 346 

RAKE (1908 ~ 1997) 6, 20 ~ 22, 26, 32, 77, 
89, 264, 409, 411, 416, 422 ~ 424 

KM (1906 ~ 2000) 20, 126 

RIE 27, 78, 94, 264, 413 

匡 健 雄 (1912 ~ 1997) 400 

ABS 340 


RE 130 


吴三桂 339 

RXR (1919 ~ ) 13, 24, 28, 82, 118 ~ 120, 
294, 305, 348, 371,415, 422, 425, 427 ~ 429 

RAW ( 字 正 之 , 1897 ~ 1977) 11, 13, 91, 411, 
414, 420 

AE 157 
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5g (1948 ~ ) 153, 157 
TEISE 71, 367, 394 


X 


西 格 尔 (Carl Ludwig Siegel 1896 ~ 1981) 16, 164, 
219, 220 

西蒙 斯 (James Simons) 47, 49, 71, 122, 123, 
228, 231, 307, 308, 326, 346, 365, 386, 392, 
393 

35 GE dp & d (Friedrich Emst Peter Hirzebruch 
1927 -) 59, 66, 71, 165, 242, 305, 306, 
385, 390, 429 

希 尔 伯 特 (David Hilbert 1862 ~ 1943) 26, 37, 
43, 53, 55, 72, 84, 101, 111, 143, 151, 218, 
248, 293, 316, 395 

希 克 斯 (N.J.Hicks) 391 

35 4X (N.J. Hitchin) 254 

希特勒 (Adolf Hitler 1889 ~ 1945) 22, 26, 37, 
38, 54, 63, 94, 353, 369 

香农 (Claude Elwood Shannon 1916 ~ 2001) 114 

项 武义 (1937 ~ ) 32, 51, 101, 102, 143, 150, 
154, 163, 226 | 

小 林 昭 七 (Kobayashi Shoshichi 1932 ~ ) 49, 391, 
392, 394 

-小平 邦彦 (Kodaira Kunihiko 1915 ~ 1997) 113, 
114, 265, 315, 319, 389 

ZJE 339 ~ 341, 428 

肖 刚 427 

肖 美 琪 (1955 ~ ) 159 

MBAR (1943 ~ ) 119 

谢 尔 平 斯 基 (Waclaw Sierpiński 1882 ~ 1969) 216 

HELE (Claude Chevalley 1909 ~ 1984) 59, 60, 
350, 395, 414, 417 | 

忻 元 龙 (1943 ~ ) 140 

3E # (Isadore Manuel Singer 1924 ~ ) 41, 47, 
139, 242, 254, 306, 372, 385, 390 ~ 392 

辛 格 (John Lighton Synge) 389 

Æ €k (Anexcanmp Skopnesuy Xunuuu 1894 ~ 
1959) 219 


熊 庆 来 (1893 ~ 1969) 20, 21, 26, 35, 83, 84, 
93, 107, 141, 368, 409, 412, 416 

RESTA 43 

徐光启 (1562 ~ 1633) 180, 320 

徐 贤 修 (1911 ~ ) 21, 26 

YFIR (1910 ~ 1970) 8, 21, 26, 27, 35, 84, 
107, 345, 416 


Y 


雅 可 比 (Carl Gustav Jacob Jacobi 1804 ~ 1851) 
319 


雅 内 特 (N. Janet) 42 


亚 几 默 德 即 阿 基 米 德 

亚历山大 (Alexandros 前 356 ~ 前 323) 321 

亚历山大 (James Waddell Alexander 1888 ~ 1971) 
217, 218, 240 

亚 历 山 德 罗 夫 (Tlapen CepreeBrrd AnekcaHnpoB 
1896 ~ 1982) 58, 61, 217, 218, 294 

严 瑜 86 

严 志 达 (1917 ~ 1999) 27, 42, 46, 70, 78, 92, 
94, 203, 412, 413 

扬 雄 177 

杨辉 (13 世纪 ) 179, 180 

杨建平 153 

yee (FR 1896 ~ 1973) 8, 11, 21, 24, 
26, 27, 35, 54, 56, 78, 79, 81 ~ 84, 91, 107, 
125, 320, 345, 369, 370, 409 ~ 412, 414, 
419, 429 

杨 宽 满 157, 159, 160 

杨 秀 琼 94 

杨振宁 (1922 ~ ) 27, 29, 35, 53 ~ 54, 78 ~ 84, 
112, 115, 118, 124, 136, 150, 152, 153, 243, 
253, 262, 273, 289, 290, 308, 326, 331, 345, 
350, 370, 371, 400, 401, 408, 413, 416- 
419, 421, 425, 427 

杨 忠 道 (1923 ~ ) 14, 24, 28, 295, 371 

姚 亮 臣 4, 407 

姚 一 鹏 4, 407 

时 水 克 已 (Nomizu Katsumi 1924 ~ ) 390, 391, 
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陈省身 文集 
394, 417 
MH EGR (1923 ~ ) 14, 28, 415 
伊 尔 斯 (James Eells, Jr. 1926 ~ ) 49, 265, 391 
JU KV. 264 
尤 拉 即 欧 拉 
RM 91 
俞 大 维 20, 34, 272 
URB 22 


Zariski 即 扎 里 斯 基 
扎 克 热 夫 斯 基 (W.J.Zakrzewski) 261 


扎 里 斯 基 (Oscar Zariski 1899 ~ 1986) 87, 218, 


221, 354, 355, 415 
FSH 18 
张 伯 苓 6, 25 
张 苍 (? ~ 公元 前 152) 177 
张 存 洛 134 
IKEA 53, 55, 62, 72, 96, 405, 429 
张 范 152 
张 恭 庆 (1936 ~ ) 425, 429 
张 禾 瑞 22, 411 
张 洪 光 51 
张 清 辉 160 
张 圣 容 (1948 ~ )152 
TESTER 78 
张 素 诚 14, 24, 28, 371, 415 
张 伟 平 66, 85, 135 
张 希 陆 6, 25 
张 学 嘉 160 
张 友 余 82 
张 元 济 13, 77 
章 学 诚 264 
赵 进 义 416 
赵 克 捷 19 
赵 尚 仁 157 
RR (FEM 活动 于 3 世纪 ) 177 


- 赵 忠 贤 (1941 ~ ) 130 


BS Ha] (FAZ 1898 ~ 1940) 22, 54, 88 

郑 次 纯 5, 25 

郑 绍 远 405, 427, 428 

郑 士 宁 (1915 ~ 2000) 8, 50, 51, 69, 74, 77, 
78, 82, 83, 85, 91, 155, 345, 370, 411 - 
413, 420, 425 ~ 429 

郑玄 177 

郑 之 攻 (号 桐 苏 1887 ~ 1963) 21, 26, 91, 369, 
409, 411 

SEF MGI— (Hano Junichi 1926 ~ ) 43 

钟 家 庆 (1938 ~ 1987) 119, 425 

&p7T3& (1917 ~ ) 35, 94, 413 

周 鸿 经 (1900 ~ 1957) 21, 93 

周 培 源 (1902 ~ 1993) 258 

周 炜 良 (1911 ~ 1995) 22, 23, 59, 60, 70, 86 ~ 
88, 352, 410 ~ 412, 415, 428, 429 

周 贤 耕 158, 161 

WERE (1923 ~ ) 14, 28, 415 

Fe 157 

周作 领 264 

FAN (1902 ~ 1961) 77 

FAME (FWA 1892 ~ 1963) 12, 13, 15, 415 

RAR 130, 347, 370, 425, 426 

朱 利 亚 (Gaston Maurice Julia 1893 ~ 1978) 60, 
357, 411 

朱 世 杰 (13 ~ 14 世纪 ) 179, 180 

ATA (E.Giusti) 228, 392 

朱自清 9 

Znj Ai (1890 ~ 1974) 420 

EH% (1909 ~ ) 21, 93 

庄子 400 

AB. X. 407 

祖冲之 (429 ~ 500) 107, 125, 166, 178, 179 

佐 尔 (Zoll) 248 

ERER (Sasaki Shigeo) 105 
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